VI. OBLICZANIE WYZNACZNIKA
| ODWRACANIE MACIERZY

Metody obliczania wyznacznikow, ktore polegaja na rozwijaniu wzgledem kolumny lub wier-
sza sa praktycznie bezuzyteczne, gdy korzystamy z komputera. Na przyktad, przy rozwijaniu
wzgledem wiersza w celu obliczenia wyznacznika macierzy stopnia n trzeba wykonaé n! dziatan
(dlan= 16 mamy prawie 5-10'* dziatan). Dlatego lepiej skorzysta¢ z rozktadu macierzy 4 nailo-
czyn LU (rozktad taki mozna otrzymac na przyktad za pomoca algorytmu eliminacji Gaussa,
przy czym nie dla kazdej macierzy taki rozktad istnieje, gdyz w ogdlnosci mamy LU = P4, gdzie
P oznacza macierz permutacji macierzy 4 — zob. p. 4.2).

JezeliA=LU, to

det A=det LU =det L-detU =detU,

bo elementy na gtoéwnej przekatnej macierzy dolnotrojkatnej L sarowne 1, czylidet L=1. Wy-
znacznik macierzy U (gornotrojkatnej) jest rowny iloczynowi elementow na glownej przekatne;j
1 mozna go wyznaczy¢ za pomoca # — 1 mnozen.

Obliczona w arytmetyce zmiennopozycyjnej wartos¢ wyznacznika nie jest wyznacznikiem
macierzy A4, lecz macierzy zaburzonej 4 + A4. Mozna pokaza¢, ze stosujac algorytm Gaussa
z czgSciowym wyborem elementu podstawowego do wyznaczenia rozktadu 4 = LU mamy

”AA” < 8'eps'(n2 —n)
| 4]
dla normy | . ||; (norma bedaca maksymalna suma modutéw w kolumnie) oraz
| a4]

<8-eps-(n* +n-2)
[ 4]

dlanormy | . ||, (norma bedaca maksymalna suma modutéw w wierszu), gdzie eps oznacza do-
ktadno$¢ maszynowa (zob. p. 1.1). Norma zaburzenia moze wigc by¢ mata, ale nie oznacza to,
ze rowniez btad wzgledny obliczania wartosci det 4 jest maty.

A= ,
1 ¢

gdzie £oznacza najmniejsza liczbg dodatnia, ktora mozna zapisa¢ w arytmetyce komputera. Jesli
zastosujemy rozktad 4 = LU, to otrzymamy

Przyklad 6.1
Niech
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2 &

U=O g_f.
2

. . , . . g . . €
Obliczenie warto$ci wyrazenia & — ) na komputerze da warto$¢ &, bo wartos¢ 5 w komputerze

jestrowna 0. Otrzymamy zatem det U = 2¢, czyli obliczymy det 4 ze 100% bl¢dem. Tymczasem

&
|ad] =] zU - 4]=7.

skad wynika, ze

dla normy | . |... ]

Powyzszy przyktad pokazuje, ze mate zaburzenia elementow macierzy moga spowodowac
duze zmiany warto$ci wyznacznika.

Do wyznaczenia macierzy 4" stosuje si¢ zwykle metode eliminacji Gaussa z cze$ciowym
wyborem elementu podstawowego. Algorytm sktada si¢ z dwdch podstawowych etapow:

® wyznaczamy rozktad LU macierzy 4 (uwzgledniajac ewentualne przestawienia wierszy ma-
cierzy A4),
® rozwiazujemy n razy uktad rownan

L =, i=12,. 0,

gdzie e oznacza i-ty wersor w przestrzeni R, tj.
e =10,..., 1 .0
i—ta pozycja

Rozwiazania x"” sa kolumnami macierzy 4™, przy czym nalezy ustawié¢ je w kolejnoéci wynika-
jacej z przestawien wierszy macierzy. Mozna tez rGwnocze$nie rozwiazywac n uktadow rownan

z prawymi stronami réwnymi e (i =1, 2, ..., n).
Przyklad 6.2
Wyznaczmy macierz
1o 17"
A1=[3 30
0 2 2

Zgodnie z podanym algorytmem w pierwszym etapie rozkladamy macierz A4 na iloczyn LU.
Najpierw wykonujemy przestawienia wierszy (numery wierszy bedziemy zapisywac w oddziel-
nej kolumnie). Mamy zatem
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1 L1

33 ,

0 2 2] 3]
a po przestawieniu wierszy otrzymujemy

'3 3 0][2]

I 0 1|1}

0 2 2|3

Stosujac metodg Gaussa w wyniku eliminacji pierwszej zmiennej z drugiego i trzeciego réwna-
nia za pomoca mnoznikow /,, = 3 i /;; =0 otrzymujemy macierz (mnozniki zapisujemy w tej

macierzy — por. algorytm podany na koncu p. 4.2)

(3 3 ol2
l—111,
3

0o 2 2|3

skad po przestawieniu wierszy drugiego i trzeciego mamy

3 3 0}|2
0 2 2|3
1 -1 1j1
L3 J
Po eliminacji drugiej zmiennej z trzeciego rOwnania za pomocg mnoznika /5, = —% dostajemy
3 3 0}2
0 2 2|3
L 1ol
3 2
Zatem
1 0 0 330
L={0 1 0}, U=|0 2 2|
1.1 1 0 0 2
3 2

W drugim etapie rozwigzujemy rownania
LUX®D =@ j=1,2,3.

Dla i = 1 rOwnania te maja postaé
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1 0 0|3 30 1
0 1 ofo 2 2xP=|ol.
1 1[0 0 2 0
3 2
Otrzymamy
1] 1] 1
6 4 2
NOTN R JEO N L OIS
6 4 2
1 1 1
| 6] L 4 ] L 2 ]
Numer 1 w wektorze przestawien
2
3
1

zajmuje trzecia pozycje, wiec jako pierwsza kolumng macierzy 4! nalezy przyja¢ x®. Numer 2
znajduje sie na pozycji pierwszej, wiec druga kolumna macierzy 4 ' jest x'". Wreszcie, numer 3
zajmuje druga pozycje, zatem trzecia kolumna jest x'?. Ostatecznie otrzymujemy

11 1
2 6 4
i L .
2 6 4
i1
| 2 6 4 |
Zadania
1. Znalez¢ rozktad LU macierzy
2 20
r'=|-2 0 2]
0 -2 0

2. Obliczy¢ wyznacznik macierzy T z zadania 1.

3. Stosujac metode Gaussa wyznaczy¢ 4!, jezeli

1
A=]|1
1

W N =
AN W =



VIl. APROKSYMACJA

7.1. Wprowadzenie

W zagadnieniu aproksymacji funkcje¢ F(x), okreslong tablica wartosci lub o znanej postaci
analitycznej, bedziemy aproksymowac, czyli zastegpowac inng funkcja f(x), zwana funkcjq apro-
ksymujqcq lub przyblizeniem funkcji F(x). Przyblizenie powoduje powstanie btedow, zwanych
bledami aproksymacji. Gdy zbior, na ktorym mierzymy btad aproksymac;ji, jest zbiorem dyskret-
nym, wowczas mowimy o aproksymacji punktowej, gdy zas jest to przedziat — aproksymacje na-
zywamy integralng.

Niech F(x) oznacza funkcje, ktora chcemy aproksymowac, X—pewna przestrzen unormowana
(skonczenie lub nieskonczenie wymiarowa), taka ze F(x) € X, a X, niech oznacza n-wymiarowa
podprzestrzen liniowa przestrzeni X.

Definicja 7.1. Aproksymacja funkcji F(x) polega na wyznaczeniu takich wspotczynnikow a,,

a,, ... , a, funkcji

S(xX) = agpy(x) + a1 (x)+ ... + a,p,(x), (7.1)
gdzie ¢, ¢,,..., ¢, oznaczaja funkcje bazowe (n + 1)-wymiarowej podprze-
strzeni X ,,, aby funkcja f{x) minimalizowata normeg

| £ ()= F).

Aproksymacja okre§lona wzorem (7.1) nazywa si¢ aproksymacjq liniowq. Czasami stosuje si¢
tez aproksymacje wymiernq okreslona wzorem
agPo(X) + a1 () ... + a,0,(X)
bol//o(x) + bll//l (X) t.o..1 bml//m(x) ’

gdzie funkcje ¢; i y; sa elementami tej samej bazy k-wymiarowej podprzestrzeni liniowej
(k= max(n, m)), a wielkosci a, i b; sa wspotczynnikami, ktore nalezy wyznaczy.

f(x)=

7.2. Aproksymacja sredniokwadratowa

Dla funkcji F(x) okreslonej na przedziale [a, b] poszukujemy minimum catki
b
| F@) = £ @) | = [ Wl F@) - £ ()P dx,

gdzie w(x) oznacza funkcj¢ wagowa, a dla funkcji F(x) danej na dyskretnym zbiorze argumentow
poszukujemy minimum sumy
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| FGo) = £ () || = D wee)[F () = f ()T (7.2)
i=0

przy czym w(x;) > 0dlai=0,1, .., m

Niech funkcja y = F(x) przyjmuje na pewnym zbiorze X = {x,, X, ... , X,,} wartosci y,,
Vi, ... » ¥, Bedziemy poszukiwali takiej funkcji f{x) przyblizajacej dana funkcje F(x), ktéra
umozliwi wygtadzenie funkcji F(x). Niech ¢, (x), i=0, 1, ..., n, oznacza uktad funkcji bazo-
wych podprzestrzeni X, ,. Poszukajmy wielomianu uogélnionego (7.1) bedacego najlepszym
przyblizeniem $redniokwadratowym funkcji F(x) na zbiorze X, tj. funkcji

f(x)= D a:0,(x),

i=0

gdzie wspolczynniki a; sa tak okreslone, by wyrazenie (7.2) bylo minimalizowane.

Oznaczmy
H(ag,ay...a,)= 2w IF(x;)= 2 a,0,(x )1 = 2 w(x )R], (73)
j=0 i=0 j=0
gdzie funkcja wagowa w(x) jest ustalona z gory i taka, ze w(x;) >0dlaj =0, 1, ..., m, a R; ozna-

cza odchylenie w punkcie x;. Aby znalez¢ wspotezynniki a,, obliczamy pochodne funkcp H
wzgledem a;:

ﬁH:O, k=0,1,...,n. (7.4)
da,
Z warunku (7.4) otrzymamy wowczas uktad n + 1 réwnan liniowych z n + 1 niewiadomymi a;:
ji 23w F G- Za 0: (o (x;) = 0. 75)
Jj=0 .
k=0,1,...,n,

zwany uktadem normalnym. Mozna wykazac, ze jesli uktad (7.5) ma wyznacznik rézny od zera,
to rozwiazanie tego uktadu daje minimum funkcji H.

Jezeli jako funkcje bazowe przyjmiemy ciag jednomianow {x'} (i=0, 1, ..., n), to wzor (7.5)
przyjmie postac (zaktadamy, ze w(x) = 1)

Z‘B[F(x_,)— Z:‘)aixj]xf =0, k=0,1...,n
j= i=

Stad
Zal-[z ”"] ZF(x )k, k=01,
i=0 \j=0

Oznaczmy

m m

i+ k k

ag = XX Bo= D F(x )Rk
j=0 Jj=0
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Otrzymamy wowczas uktad normalny w postaci
Y aga; =B, k=01,..n. (7.6)
i=0

Mozna wykazaé, ze jezeli punkty x,, x,, ... , x,, sa rézne i n < m, to wyznacznik uktadu (7.6)
jest rozny od zera, a wigc uktad ten ma jednoznaczne rozwiazanie. Jezeli n = m, to wielomian
aproksymacyjny f(x) pokrywa si¢ z wielomianem interpolacyjnym dla punktow x,, x,, ... , x
1 wowcezas H=0.

n

Uwaga: W praktyce powinno by¢ n <<m (stopien wielomianu powinien by¢ znacznie mniejszy
od liczby punktéw), gdyz wowczas korzystamy z duzej liczby informacji (np. pomia-
row) uzyskujac jednoczesnie prostsze funkcje aproksymujace.

Przyklad 7.1 [3]

Niech dane beda wyniki pomiarow, jak w ponizszej tabelce.

Poszukajmy zalezno$ci migdzy warto$ciami x 1 y postaci
ax+by =1, (7.7)
przy czym zadanie polega na znalezieniu ,,najlepszych” wspotczynnikéw a i b.

Przy tak sformutowanym zadaniu pojawia si¢ problem: czy rozpatrywac odchylenia wartosci x,
czy wartosci y? Przedyskutujemy obydwa przypadki i pokazemy, ze prowadza one do réznych
wynikow.

Gdy przyjmiemy, ze warto$ci y sa obarczone pewnymi bigdami, woéwczas minimalizujemy wy-
razenie

7
D, =57 (7.8)
j=0

gdzie, zgodnie z wzorem (7.7),

ax ; +b)7j =1, j=0,1,...,7.

Jesli natomiast przyjmiemy, ze warto$ci x sg obarczone btgdami, to powinni§my minimalizowac
wyrazenie

7
D -%;)%, (7.9)
j=0

przy czym
Cl)?J-l-by]:l, j:O,l,...,7.

W przypadku minimalizacji wyrazenia (7.8) otrzymujemy uktad normalny postaci
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8a0+[2x ]al Zj:
FRMERI

Jj=0

w ktérym a, = -a/b, a,= 1/b 1 stad
Zyj Zx Zx Zx y]
an —[Zx]
8ijyj‘ ij Zyj
j=0 j=0_ j=0
7 7 2
anJZ—[ZxJ]
j=0 j=0

Dla danych z tabelki otrzymujemy a, = 6/11 i @, = 7/11, a stad rownanie (7.7) ma postaé
1ly—-"7x =6.

a():

b

Cl1=

Minimalizujac w taki sam sposdb wyrazenie (7.9), otrzymamy réwnanie
2x -3y =-1.

Jak wida¢, otrzymali$my r6zne rownania, chociaz ich wykresy prawie pokrywaja sig. u

7.3. Aproksymacja jednostajna

W aproksymacji jednostajnej dla funkcji F(x) okre§lonej na przedziale [a, b] poszukujemy
funkcji f{x) dajacej najmniejsze maksimum réznicy migdzy F(x) i f(x) na calym przedziale [a, b],
czyli

| F) - f ()= sup, | F(x)-f(x)].

W przypadku aproksymacji funkcji wielomianami i aproksymacji funkcji okresowej wielo-
mianami trygonometrycznymi mamy nastgpujace twierdzenia (ich dowody mozna znalez¢ np.
w podrgczniku[4]):

Twierdzenie 7.1. (Weierstrassa) Jezeli funkcja F(x) jest ciqgla na skonczonym przedziale [a, b],
to dla kazdego £> 0 mozna dobrac takie n, ze jest mozliwe utworzenie wielo-
mianu P,(x) stopnia n, przy czym n = n(€), ktory spetnia nierownos¢

| F(x)- P, (x)|<e

na catym przedziale [a, b].
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Twierdzenie 7.2. Jezeli funkcja F(x) jest funkcjq ciqglq i okresowq o okresie 2 i, to dla kazdego
&> 0 istnieje wielomian trygonometryczny

S, (x) = ag+ X (a; coskx+ by sinkx), n=n(e),
k=1

spetniajqcy dla wszystkich wartosci x nierownosé

| F(x)-S,(x)|<e

Pierwsze twierdzenie zapewnia, ze dowolna funkcje F(x) ciagla w przedziale [a, b] mozemy
aproksymowac jednostajnie za pomoca wielomianéw z dowolnie duza doktadnoscia. Jezeli funk-
cje F(x) mozna w przedziale [a, b] rozwinaé w szereg Taylora, to przyblizeniem moze by¢ odpo-
wiednio obcigty szereg Taylora, w ktorym liczba wyrazoéw jest uzalezniona od zadanej doktad-
nosci.

Niech funkcja F(x) bedzie rozwijalna w otoczeniu Q(x,, 0) i okreslona na przedziale [a, b],
przy czym

—0<a<b<xy+o.

Rozpatrzmy wielomian

’( Xo)

F" F(”)
F(x) (x— xo)2 +... +—(x0)
2! n!
ktory jest przyblizeniem funkcp F(x) na przedziale [a, b]. Korzystajac z wzoru Taylora z reszta

Lagrange’a mamy

W,(x)=F(xy)+ (x—x0)",

(x—xp)+

F(n+1) (C)
(n+1)!

gdzie ¢ oznacza punkt lezacy migdzy punktami x i x,. Stad

F(x) =W, (x) = (x—xo)"",

M
| F(x) =W, (x)| < ;;' 5™,

gdziec | FU™D (x)| < M, dlax € [a, b].
Przyklad 7.2

Znajdzmy przyblizenie funkcji F(x) = sin x na przedziale [0, 77/2] wielomianem stopnia drugie-
go. Przyjmijmy, ze x, = 7/4. Mamy

2
W,(x) = sinZ + cosz(x—z) —lsinE(x —zj
4 4 4) 2 4 4
=-0,3536x7 +1,2625x — 0,0663.

Poniewaz | F"'(x) | = | —COos X | <1 dlax € [0, m2]i 0= /4, wiec

3
F(x) - (x)|<—| 2| <0,081.
| Fx) =Wy (x) | 3102
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7.3. Aproksymacja jednostajna

Zatem maksymalny btad aproksymacji jest nie wigkszy od 0,081. Na przyktad, dla x = 0 mamy
W, (x) = -0,0663, co miesci si¢ w granicach obliczonego btedu. u

Zadania

1. Dla funkeji y = F(x), ktorej wartosci sa okreslone w ponizszej tabelce

x|0 1 2 3 4 5 6

y | 29 28 27 24 21 21 18

znalez¢ wielomian aproksymacyjny stopnia pierwszego.

2. Funkcja y = F(x) jest okreslona ponizsza tabelka (jest to tabelka wartosci funkcji y = sin x).

sl e = oz oz 0z
6 4 3 2
1

yo—ﬁ_:;l
2 2 2

Znalez¢ wielomian aproksymujacy stopnia drugiego.

3. Dla funkcji y = | x | znalez¢ w przedziale [- 1, 1] wielomian aproksymacyjny stopnia trze-
ciego.



