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1

p(x)=ayx" +ax"" +...+a,, a,#0,

n>

gdy wielomian p(x) jest podzielny bez reszty przez trojmian kwadratowy x* - rx — g. W takim
przypadku

p(x) :pl(x)(x2 —rx—q)+ Ax+ B, (5.10)
gdzie stopien wielomianu p,(x) jest mniejszy lub rowny #n - 2, przy czym wyrazenie Ax + B jest
reszta powstata przy dzieleniu przez tréjmian x* - rx - g.

Wspotczynniki 4 1 B sa zalezne od 1 ¢q, tj. A = A(r, q) 1 B = B(r, q). Poniewaz reszta ma by¢
zerem, wigc nalezy rozwiaza¢ rOwnania

A(r,q) =0,
B(r,q) = 0.
Do tego celu stosuje si¢ metode Newtona:
o4 o4
0] [A0] 150 5 AGD ¢ Dy
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or ﬁq r=r¥
g=q"

Aby mozna bylo zastosowa¢ metodg Newtona, nalezy najpierw obliczy¢ pochodne czastkowe
oraz warto$ci 4 1 B. Rézniczkujac wzor (5.10) wzgledem r i ¢ mamy

op(x) Ap,(x) A4 OB
0=l = (x? —pp—q) L +—x+—, :
o )T (R .11)
Op(x Op,(x A4 OB
0= P _ (2o gy P10 )—pl(x)+—x+—. (5.12)
q oq aq o4

Dzielac wielomian p,(x) przez trjmian x* - 7x - g otrzymujemy
P(x) = pr(0)(x° —rx—q) + Ayx + By. (5.13)

Zakladajac, ze rownanie x> - rx - ¢ = 0 ma dwa rézne pierwiastki x, i x,, mamy
p(x)=4x; +B, i=12.
Zatem z rownan (5.11) 1 (5.12) wynika, ze
04 oB
—x;(Ayx;, +B))+—x, +——=0,
l( 1Y 1) Or i Or
04 oB
—(Ax;+B)+—x; +—=0, i=1,2.
2q 2q
Poniewaz x, # x,, wigc z drugiego rOwnania otrzymujemy
A JB
—=4,, —=8B 14
oA o (5.14)

1 po podstawieniu do pierwszego réwnania mamy
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Ale
x; =rx; +q,
wigc mamy
Jd4A OB 24 JB 24 _
(A8 241,78 24 o =12
or oq oJq or  oq

oA o8 o4
or Jdq oq
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28 4=0

or oq

Uwzgledniajac w powyzszych rownaniach zaleznos$ci (5.14) dostajemy

JA4 JB
—=r4,+B;,, —=¢qA,.
o 1 1 o q4;

(5.15)

Zrownan (5.14)1(5.15) mozemy wyznaczy¢ pochodne czastkowe wystepujace w procesie itera-

cyjnym, o ile znane bgda wielkosci 4, 1 B,.

Wielkos$ci 4, 1 B, wyznacza si¢ w podobny sposob, jak wielkosci 4 1 B. Jesli wspdtczynniki

wielomianu p,(x) oznaczymy przez b, (i =0, 1, ... , n - 2), t].

(X)) =bx" > +bx" P+ . +b, ,,

To przez poréwnanie wspotczynnikdéw przy tych samych potegach x z lewej i prawej strony wzo-

ru (5.10) otrzymamy
by = ay,
b, =byr+ay,
b, =b_,q+b_yr+a;, i=2,3,....,n-2,
A=b, y,q+b, ,r+a,_,,
B=b, ,g+a,.

Z kolei oznaczajac wspotczynniki wielomianu p,(x) przez ¢, (i =0, 1, ... , n - 4), t].

Pr(X)=cox"  rex" e, g,

przez poréwnanie wspotczynnikow w rdwnaniu (5.13) dostajemy
CO = b() N
¢ =cor+b,

¢ =C_,q+c,_\r+b, i=2,3,...,n—-4,
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Al :cn75q+cn74r+bn73’
Bl zcn—4q+bn—2'

Do okreslenia liczby i1 potozenia rzeczywistych pierwiastkéw wielomianu p(x) wykorzystu-
je si¢ w pojecie ciagu Sturma.

Definicja 5.3. Ciag

P(x) = po(x), p1(X), ..., P, ()
wielomianow rzeczywistych nazywamy ciggiem Sturma, jesli
a) wielomian p,(x) stopnia n ma tylko pojedyncze pierwiastki,
b) sign p, (&) = —sign p{ (&) dlawszystkich rzeczywistych pierwiastkow {wie-
lomianu p(x),
c)dlai=1,2,..,n - 1 mamy

Pin1(&pi1($) <0,

gdzie £ oznacza pierwiastek rzeczywisty wielomianu p(x),
d) ostatni wielomian p,(x) nie zmienia swojego znaku.

Twierdzenie 5.2. Liczba rzeczywistych pierwiastkow wielomianu p(x) = p,(x) w przedziale
[a, b) jest rowna w(b) — w(a), gdzie w(x) oznacza liczbe zmian znaku w punk-
cie x w ciqgu Sturma py(x), p,(x), ..., p,(x).

Przed udowodnieniem tego twierdzenia, zwanego twierdzeniem Sturma, podamy sposob kon-
strukcji ciagu Sturma. Z definicji 5.3 mamy p,(x) = p(x). Podstawiamy

df
pi(x) == py(x) = =p'(x)
1 pozostate wielomiany p,(x) tworzymy za pomoca wzoru
Pici(X) =q;(X)p;(x)—c;pi(x), i=L2,..., (5.16)
gdzie g(x) oznacza iloraz z dzielenia wielomianu p, ,(x) przez wielomian p,(x), a wielkosci c;
moga by¢ dowolnymi statymi dodatnimi. Innymi stowy: kolejny wielomian w ciagu Sturma jest

reszta z dzielenia dwoch poprzednich wielomiandéw wzigta ze znakiem ,,~”’ (minus) i pomnozona
przez dowolna stata dodatnia. Mamy przy tym:

stopien p,(x) > stopien p,,,(x).
Poniewaz stopien wielomianu p,(x) zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem i, wigc po n krokach,
gdzie n oznacza stopien wielomianu p,(x), mamy
Pu1(¥) =q,(¥)p,(x) 1 p,(x)#0.
Wielomian p,(x) jest wigc ,,najwigksza czgscia wspdlng” wielomiandw p(x) i p’(x). Jesli wielo-
mian p(x) ma tylko pojedyncze pierwiastki, to wielomian p,(x) musi by¢ stala r6zna od 0, a wigc
jest spelniony warunek d) definicji 5.3.

Jesli p(&) =0, gdzie £ oznacza pierwiastek wielomianu p(x), to zrownania (5.16) otrzymuje-

my
Pi1(&) =—¢;pi1($)
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ijesli p.,,(6) =0, to z rownania (5.16) wynikatoby, ze p,,,(&) = ... = p,(§) = 0, w sprzecznosci
z tym, ze wielomian p,(x) jest stalq r6zna od 0. Wida¢ zatem, Ze spetniony jest tez punkt c) defi-
nicji 5.3.

Udowodnimy teraz twierdzenie 5.2.

Dowéd. Zbadamy, jak zmienia si¢ liczba zmian znaku w(a) w ciagu

Po(a), pi(a)s ..., p,(a)
wraz ze wzrostem warto$ci a. Dopoki warto$¢ a jest rozna od 0, dla zadnego z wielomianow
p{x)(i=0,1,...,n) warto$¢ w(a) nie zmienia si¢. Dla pierwiastka a wielomianu p,(x) nalezy roz-
patrzy¢ dwa przypadki:
a) p;(a)=0,i#0,
b) py(a)=0.
W przypadku a), z uwagi na punkty c) i d) definicji 5.3, mamy p,,,(a) # 0, p,_,(a) # 0 oraz i # n.
Dla dostatecznie matego # > 0 znaki warto$ci p(a) (j =i - 1, i, i + 1) zachowuja sig tak, jak po-
kazano w jednej z ponizszych tabelek.

a-hlal|la+th a-hlalath a-hlalat+th a-h|a|a+th

i-1 - - - + + + - - - + + +
i - 0 + - 0 + + [0 - + 0 -

i+1 + + + - - - + + + - - -

W kazdym z tych przypadkéw w(a - h) = w(a) = w(a + h), czyli liczba zmian znaku nie zmie-
nia sie.

W przypadku b) z punktu a) i b) definicji 5.3 mamy:

i|a—h|a|a+h a—h|a|a+h
0 - 0 + +

S
|

1 - - - + + +

Zakazdym razem w(a - h) =w(a) =w(a + h) - 1 1 przy przejsciu przez pierwiastek a wielomia-
nu py(x) = p(x) otrzymujemy jedna zmiang znaku. Dla a < b réznica

w(b) —w(a) = w(b—h)—w(a—h),

gdzie & > 0 oznacza wielko$¢ dostatecznie mata, podaje liczbe pierwiastkow wielomianu p(x)
w przedziale a - h <x <b - h, tzn. pierwiastkow w przedziale a < x < b, bo wielkos¢ 7> 0 moze
by¢ dowolnie mata. u

Przyklad 5.1

Zastosujmy twierdzenie 5.2 do okreslenia liczby pierwiastkow wielomianu

p(x):x3 —2x% —5x+5



5.5. Wyznaczanie zer wielomianow 83

w przedziatach (-, 0) 1 [0, «). Mamy
Po(x) = p(x) = X3 =2x% —5x+5,
P1(x)=—py(x) = 3x% +4x+5.

W celu okreslenia wielomianu p,(x) dzielimy wielomian p,(x) przez p,(x):

| )
(x> =2x% =5x+5):(=3x +4x+5) = —§x+§

LI S
3
2
= —Zx? —£x+5
3 3
2, 8 10
3 9 9
38 35
= ——x+—=
9 9

Zgodnie zwzorem (5.16), wielomian p,(x) jest reszta z dzielenia wzigta ze znakiem ,,~” (minus).
Resztg t¢ mozemy pomnozy¢ przez dowolna stata dodatnia. Zatem

P, (x)=38x-35.

Aby otrzyma¢ wielomian p,(x), dzielimy wielomian p,(x) przez p,(x):

3 47
(-3x% +4x+5):(38x—35) = ——x + ——
387 1444
3x? —Ex
38
4
= —7x+5
38
47 1645
387 1444
8865
T 1444

Mozemy przyjacé p;(x) = -1 (reszta ze znakiem ,,-” jest stata ujemna, ktora mozemy podzieli¢
przez 8865/1444).

Do przeanalizowania liczby zmian znakéw w ciagu Sturma p,(x), p,(x), p,(x), p;(x) wygodnie
jest skonstruowac nastgpujaca tabelke:
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— o 0 + oo
Do(x) - + +
() - + -
Do) - - +
P3(x) - - -
w(x) 0 1 3

W ostatnim wierszu tabelki sa wpisane liczby zmian znaku w ciagu Sturma. Na podstawie tych
danych otrzymujemy, Ze liczba rzeczywistych pierwiastkdw wielomianu p(x) w przedziale
(=0, 0) wynosi w(0) - w(-=)=1 - 0= 1, aw przedziale [0, +) pierwiastkow jest w(+e) - w(0)
=3-1=2. n

Zadania

1. Rownanie x* - 2 = 0 ma pierwiastki x,, = +4/2 ~ +1,414214. Tle iteracji nalezy wykona¢
w metodzie polowienia, aby startujac z przedziatu [ 1, 2] obliczy¢ pierwiastek z doktadnoscia
do czterech miejsc dziesigtnych? Jaki jest maksymalny blad po tej liczbie iteracji?

2. Pokaza¢, ze rownanie
sinx+x—1=0

ma pierwiastek w przedziale [0, 1]. Ile iteracji trzeba wykona¢, aby metoda potowienia otrzy-
mac przyblizong warto$¢ pierwiastka z btedem nie przekraczajacym 0,5 -107*?

3. Ile iteracji nalezy wykonac, aby metoda potowienia znalez¢ pierwiastek rownania
x*—x—-1=0
z doktadnoscia 107%, ktory lezy w przedziale [1, 2]?

4. Stosujac metodg regula falsi znalez¢ z doktadno$cia do dwoch miejsc dziesigtnych pierwias-
tek rownania

xP+x?-3x-3=0
lezacy w przedziale [1, 2].

5. Zastosowaé¢ metode Newtona do obliczenia z doktadnos$cia 10~* pierwiastka rOwnania z za-
dania 4 przyjmujac x¥ = 2.

6. Stosujac metod¢ Newtona do rdOwnania
x"—c=0
wyprowadzi¢ wzor na obliczanie pierwiastka n-tego stopnia z liczby dodatniej c.

7. Odwrotnos$¢ liczby n mozna obliczy¢ za pomoca wzoru iteracyjnego

0D = x® 2- nx(i)).
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10.

11.

Wyprowadzi¢ ten wzor stosujac metodg Newtona do funkcji

F)=~-n.

X

Zastosowac twierdzenie Sturma do okres$lenia liczby pierwiastkow rzeczywistych wielo-
mianu

xPrx?—x-1
w przedziale [-2, 2).
Ile pierwiastkow rzeczywistych ma wielomian
x0+4x° +4x* —x? —4x-49
Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkow rzeczywistych wielomianu

x* —10x3 +34x% —50x +25
wigkszych od 1.

Ile pierwiastkow rzeczywistych ma wielomian

¥ —x?—x-1?



