Elementy analizy numerycznej
wykiad 12

zadania
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Konstruujemy ciag Sturma przyjmujac

po(x):x3+x2—x—l.

Wielomian pq(x) jest okreslony nastgpujaco:
p1(x)=-po(x) = 3x2 +2x - 1.

W celu wyznaczenia wielomianu p, (x) dzielimy wielomian pg(x) przez p;(x). Mamy

(x3+x2—x—l):(3x2+2x—1):%x+é

- x3 —zx2 +lx
3
= lxz—zx—l
3 3
I » 2 1
3 9 9
8 8
= - X ——
9 9

Wielomian p, (x) jest reszta z dzielenia wielomianu p(x) przez p;(x) wzigta ze znakiem
minus pomnozona przez dowolna stata dodatnia. Aby pozbyc¢ si¢ utamkéw, jest wygodnie otrzy-
mana reszte pomnozy¢ przez 9/8. Wowcezas otrzymamy

pr(x)=x+1

W celu wyznaczenia wielomianu p3(x) dzielimy wielomian p;(x) przez p,(x). Otrzymu-
jemy



Gx? +2x—1):(x+1)=3x—1

—3x2 - 3x

Okazuje sig, ze ostatni wielomian jest stata rowna 0 (powinien by¢ stala r6zng od zera). Fakt ten
$wiadczy, ze dany wielomian ma co najmniej jeden pierwiastek podwojny. Jest on pierwiastkiem
poprzedniego wielomianu, czyli wielomianu p, (x). Pierwiastkiem tym jest oczywiscie —1. W
celu jego wyeliminowania dzielimy dany wielomian przez x + 1. Mamy

(x3+x2—x—1):(x+1):x2—1

= —-x-1
x+1
0

Otrzymany wielomian przyjmujemy za nowy ,,zerowy” wielomian w ciagu Sturma, tzn.
A 2
po(x)=x" -1
i dalej dla tego wielomianu konstruujemy ten ciag. Mamy
P1(x) ==po(x)=-2x,

a po podzieleniu wielomianu pg(x) przez py(x), czyli

uz—mcam:—%x

otrzymujemy wielomian
pa(x)=1

(reszta z dzielenia wzigta ze znakiem minus). Dla otrzymanego nowego ciagu Sturma badamy
zmiany znakow w punktach -2 12. W tym celu konstruujemy tabelkg



2002
pox)=x>-1 T
p=-20  *
p3(x)=1 o
zmiany znakoéw 0 2

Réznica liczby zmian znakdéw w punktach 2 1 -2, czyli 2 -0 =2, jest liczba pierwiastkoéw wielo-
mianu pg(x) w przedziale [-2, 2). Zatem dany wielomian p((x) ma w tym przedziale dwa
pierwiastki rzeczywiste, w tym jeden podwojny.
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Liczba pierwiastkéw rzeczywistych, to liczba takich pierwiastkéw w przedziale (-, +). Dla
danego wielomianu konstruujemy ciag Sturma. Mamy

po(x)zx6 +4x° +4x* —x? —4x -4,

p1(x)=-py(x)= —6x° = 20x% —16x> +2x + 4.

W celu wyznaczenia wielomianu p, (x) dzielimy wielomian pg(x) przez p;(x). Dzialania
sa nastepujace:

(x% +4x° +4x% — x? —4x - 4):(-6x° — 20x* — 1613 +2x+4)=—éx—é
—x® —mx5—§x4 +—x? +zx
3 3
= 2 5+ix4—2x2 1—Ox—4
3 3 3
3 9 9 97 9

9 9 3 9 9
Otrzymana reszte ,,bierzemy” ze znakiem minus i mnozymy przez 9/2. Otrzymujemy
pr(x)= 4x* +8x3 +3x% + 14x + 16.

Dzielimy wielomian pq(x) przez p,(x):



(—6x° —20x* —16x> +2x + 4):(4x* +8x> +3x% + 14x + 16) = —%x—z

6x> +12x% +%x3 +21x2 + 24x

= —gy* —?ﬁ +21x2 +26x + 4

8x? +16x> +6x2 +28x +32

= %x3 +27x% +54x + 36
Stad (reszta ze znakiem minus pomnozona przez 2/9)
p3(x)= —x3 —6x% —12x - 8.
Nastepnie dzielimy wielomian p, (x) przez p3(x):
(4x? +8x +3x2 + 14x +16): (x> — 6x2 = 12x - 8) = —4x + 16
—4x* —24x3 —48x? —32x

= —16x> —45x% —18x+16
16x3 +96x2 +192x + 128

= 51x% +174x + 144
Biorac reszte ze znakiem minus po podzieleniu przez 3 otrzymujemy

pa(x)=—17x% - 58x — 48,

Dzielimy wielomian p;(x) przez p4(x). Mamy



(—x> — 6x2 —12x — 8):(~17x2 —58x—48)=ix+ﬂ
17

289
PR .
17 17
_ Mo 16
17 17
44 , 2552 2112
—x° + X+
17 289 289
_ 100 200
289 289
Zatem (otrzymana reszt¢ ,,.bierzemy”’ ze znakiem minus i mnozymy przez 289/100)
p5(x)=x+2.

Ostatnim dzieleniem jest podzielenie wielomianu p4 (x) przez ps(x). Dziatania sa nastgpu-
jace:

(—17x2 = 58x — 48):(x +2)=—17x — 24

17x2 + 34x
= —24x-—48
24x + 48

OtrzymalisSmy resztg rowna 0, a wigc pierwiastek wielomiany ps(x), czyli -2, jest pierwiast-
kiem podwojnym danego wielomianu stopnia szostego. Dzielac ten wielomian przez x + 2 otrzy-
mujemy nowy zerowy wielomian

ﬁo(x)sz +2x* —x-2
1 konstruujemy dla niego ciag Sturma. Mamy
p1(x)=—po(x)= —5xt —8x3 4+ 1.

Dzielenie wielomianu pg(x) przez pj(x), czyli



1 2

5 4 4 3
X +2x —x=-2)(-5x" -8 +1)=——x——
( ):( ) Ry
—x5——x4+lx
= %x4—ix—2
5 5

4 48
x B —
25 5 25

pozwala nam okres$li¢ nastgpny wielomian. Mamy (po rozwazeniu reszty ze znakiem minus i po-
mnozeniu jej przez 25/4)

P (x)=4x> +5x +12.

Dzielimy wielomian p;(x) przez p,(x):

(=5x® = 8x3 1) (4x> + 5x + 12) = —%x— 2

5x4 + %xz + 15x

— 8x° +§x2 +15x+1

8x° +10x + 24

= ?xz +25x +25

Zatem (reszta ze znakiem minus pomnozona przez 4/25)
Py(x)=—x? —4x-4.

Kolejnym dzieleniem jest podzielenie wielomianu p, (x) przez psz(x):



(4x3 +5x +12):(=x% —4x—4)=—4x + 16
—4x3 —16x% — 16x
— —16x% —11x+12
16x2 + 64x + 64

= 53x +76
Stad
Pa(x)=-53x-"76.

Ostatnim dzieleniem jest podzielenie wielomianu p3(x) przez p4(x). Otrzymujemy

(=x2 = 4x — &) (=53x = 76) = —— x + 20
537 2809

53 2809

Poniewaz reszta jest stata ujemna, wigc wielomian ps(x) bedzie statg dodatnia. Mozemy zatem
przyjac

ps(x)=1

W celu zbadania w otrzymanym ciagu Sturma znakow oraz liczby ich zmian w - 1 + tworzy-
my nastgpujaca tabelke:



o +oo
ﬁo(x)=x5+2x4—x—2 - *
p1(x)= —sxt 8% + 1 - -
Pr(x)=4x> +5x+12 - *
ﬁ3(x)=—x2—4x—4 - -
Pa(x)=-53x-176 + B
Ps(x)=1 * *
zmiany znakéw 1 4

Roznica liczby zmian znakéw wynosi 4 —1 = 3, co oznacza, ze wielomian py(x) ma w prze-
dziale (-, +o0) trzy r6zne pierwiastkirzeczywiste. Zatem dany wielomian pg (x) (stopnia sz0s-
tego) ma w tym przedziale takze trzy pierwiastki rzeczywiste, w tym jeden podwojny. Mozna
sprawdzi¢, ze pierwiastkami tymi sa -2 (pierwiastek podwdjny), -11 1.
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Nalezy wyznaczy¢ liczbg pierwiastkow rzeczywistych w przedziale (1, +) (przedziat lewostron-
nie otwarty). Konstruujemy ciag Sturma. Mamy

po(x)=x% —10x> +34x2 - 50x + 25,
p1(x) == ph(x) =—4x> +30x2 - 68x + 50.
po(x)/ p1(x):

24 2 10x% 13452 50 4 125): (—4x3 + 302 — 68x 4+ 50) = — Lx 12
478

5
—X~ ——X
2 4 2 4

= —Zx2+5x—§
4

Stad (,,bierzemy” reszte ze znakiem minus i mnozymy ja przez 4)

pr(x)= 7x% —20x + 25.



p1(x)/ pa(x):

4 130
— X+ —
7 49

(—4x> +30x% — 68x +50):(7x2 - 20x + 25) = —
4x3 - 30 2 + @x
7
_ 130 2 376 450
7 7
130 » 2600 3250
- x° + X —
7 49 49
32 800
= - X - —
49 49
Po pomnozeniu reszty przez 49/32 1 wzigciu jej ze znakiem przeciwnym otrzymujemy
p3(x)=x+25.
P2(x)/ p3(x):
(7x% = 20x + 25): (x + 25) = 7x — 195
~7x% —175x
= —195x+25
195x + 4875
= 4900
Zatem
Pa(x)=-1

Tabelka zmian znakow ma postaé



1 +o0
po(x)=x* —10x% +34x2 —s0x+25 0 7
p1(x) = —4x3 +30x% — 68x + 50 t T
P2 (x)=Tx% = 20x + 25 + o+
p3(x)=x+25 L4
p4(x)=-1 -
zmiany znakow 1 3

Zatem w przedziale [1, +o) wielomian ma 3 -1 = 2 pierwiastki rzeczywiste. Poniewaz dany
wielomian ma m. in. pierwiastek rowny 1, wigc wigkszy od 1 jest tylko jeden pierwiastek.



