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�arytmetyka przedzia³owa i jej realizacja      
w jêzyku Delphi Pascal

�podstawowe pojêcia analizy numerycznej

�realizacja obliczeñ na wielomianach             
i funkcjach wymiernych

�interpolacja

�uk³ady równañ liniowych

�równania i uk³ady równañ nieliniowych

ELEMENTY
ANALIZY NUMERYCZNEJ
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�obliczanie wyznacznika i odwracanie
macierzy

�aproksymacja

�ró¿niczkowanie nymeryczne

�ca³kowanie numeryczne

�równania ró¿niczkowe zwyczajne

�równania ró¿niczkowe cz¹stkowe

ELEMENTY ANALIZY NUMERYCZNEJ +

ANALIZA NUMERYCZNA
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ELEMENTY
ANALIZY NUMERYCZNEJ

Organizacja przedmiotu:

Pwyk³ad 24 godziny (12 × 2 godziny)

P æwiczenia 24 godziny (12 × 2 godziny)

Zaliczenie przedmiotu:

P æwiczenia – program (aplikacja) + sprawdzian

Pwyk³ad – egzamin
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ELEMENTY
ANALIZY NUMERYCZNEJ

Literatura:

P J. i M. Jankowscy, Przegl¹d metod i algorytmów numerycznych,
Cz.1, WNT

P J. Stoer, R. Bulirsch, Wstêp do analizy numerycznej, PWN

PZ. Fortuna, B. Macukow, J. W¹sowski, Metody numeryczne,
WNT

PA. Ralston, Wstêp do analizy numerycznej, PWN

PA. Marciniak, D. Gregulec, J. Kaczmarek, Podstawowe
procedury numeryczne w jêzyku Turbo Pascal, NAKOM

PD. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna, WNT
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�przyk³ady obliczeñ w arytmetyce
zmiennopozycyjnej

�zmiennopozycyjne reprezentacje liczb

�podstawy teoretyczne arytmetyki
przedzia³owej

�realizacja zmiennopozycyjnej arytmetyki
przedzia³owej
� rodzaje zaokr¹gleñ
�operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach
�przedzia³owe reprezentacje liczb

Na tym wyk³adzie ...
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Zadanie y = f(x)

„Otrzyma³em wynik y(?)”

?

„Za pomoc¹ metody M otrzyma³em
wynik y ± Äy. Metodê M wybra³em,

bo a, b, c ... .”
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Przyk³ady obliczeñ

Teoretycznie:

Obliczenia w typie Extended:

Dlaczego taki wynik?
WskaŸnik uwarunkowania macierzy A:

Przyk³ad 1
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Przyk³ady obliczeñ
Przyk³ad 2
Dane s¹ dwa wektory:

Ich iloczyn skalarny (dok³adny) jest równy:

W arytmetyce zmiennopozycyjnej na ka¿dym
komputerze otrzymamy wartoœæ 0 (zero)!
Dlaczego?
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Przyk³ady obliczeñ
Przyk³ad 3

Przypuœæmy teraz, ¿e liczby x i y s¹ wynikiem dwóch uprzednio
wykonanych mno¿eñ, których niezaokr¹glone wartoœci s¹ równe

x = x1@x2 = 0,1000548241@105  i  y = y1@y2 = 0,9997342213@104.

Jeœli odejmiemy te dwie liczby, znormalizujemy wynik i zaokr¹glimy
go do 5. miejsc dziesiêtnych, to otrzymamy 0,81402@101.

Standardowa arytmetyka zmiennopozycyjna z zaokr¹glaniem
po ka¿dym dzia³aniu prowadzi do b³êdnych wyników!

Rozwa¿my system zmiennopozycyjny o podstawie 10 i mantysie   
o d³ugoœci 5. cyfr (dla uproszczenia) i obliczmy w nim ró¿nicê dwu
liczb

x = 0,10005@105  i  y = 0,99973@104.
Operandy s¹ podobnego rzêdu i wykonuj¹c obliczenia na komputerze
otrzymujemy ca³kiem poprawny wynik:

x ! y = 0,77000@101.
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Przyk³ady obliczeñ
Przyk³ad 4
Teoretycznie:  (a + b) + c = a + (b + c) = b + (a + c)
Wykonuj¹c obliczenia w arytmetyce
zmiennopozycyjnej mo¿e okazaæ siê, ¿e
fl((a + b) + c) � fl(a + (b + c)) � fl(b + (a + c)).
W jakiej kolejnoœci nale¿y dodaæ trzy liczby, aby zminimalizowaæ
b³êdy zaokr¹gleñ?

Przyk³ad 5

Teoretycznie: a2 ! b2 = a @ a ! b @ b =  (a + b)(a ! b)
W arytmetyce zmiennopozycyjnej mo¿e byæ
fl(a @ a ! b @ b) � fl((a + b)(a ! b)).
Który sposób obliczania ró¿nicy kwadratów jest lepszy?
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Reprezentacja maszynowa liczby rzeczywistej x
mo¿e byæ ró¿na od tej liczby, tj.

x � rd(x) = x(1 + g), gdzie |g| # eps = 2!t.
Liczbê eps nazywa siê dok³adnoœci¹ maszynow¹,
przy czym t oznacza liczbê bitów przeznaczon¹ do
zapisu mantysy (tutaj: w systemie dwójkowym).
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�Real48 (na 6. bajtach, mantysa ze znakiem zajmuje  
40 bitów),

�Single (na 4. bajtach, mantysa ze znakiem zajmuje   
25 bitów),

�Real (w 32-bitowej implementacji jêzyka) = Double
(na 8. bajtach, mantysa ze znakiem zajmuje 53 bity),

�Extended (na 10. bajtach, mantysa ze znakiem
zajmuje 65 bitów).

Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
W jêzyku Delphi Pascal w postaci zmiennopozycyjnej
zapisywane s¹ wartoœci piêciu typów rzeczywistych:

Typy rzeczywiste Comp i Currency s¹ typami sta³opozycyjnymi.
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Ze standardem IEEE (skr. ang. Institute of Electrical and
Electronics Engineers) s¹ zgodne typy Single (typ rzeczy-
wisty o pojedynczej precyzji) i Double (typ rzeczywisty    
o podwójnej precyzji).

Typ Extended mo¿na nazwaæ typem rzeczywistym o po-
szerzonej precyzji (z uwagi na liczbê bitów przeznaczon¹
do zapisu mantysy). Typ ten ma te¿ wiêkszy zakres ni¿ typ
Double (z uwagi na wiêksz¹ liczbê bitów przeznaczon¹ do
zapisu cechy).

W programach numerycznych pisanych w jêzy-
ku Delphi Pascal nale¿y stosowaæ typ Extended.
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Zapis wartoœci typu Extended:

Wartoœæ w liczby jest okreœlona nastêpuj¹co:

gdzie i oznacza cyfrê przed kropk¹ w mantysie (0 lub 1).
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Przyk³ad
Liczba 0,1 po wczytaniu (np. przez procedurê Readln) i przypisaniu
do zmiennej typu Extended. Wartoœæ tej zmiennej wypisywana
przez procedurê Write (Writeln):

1.00000000000000000E!0001
Reprezentacja wewnêtrzna:
11001101110011001100110011001100110011001100110011001100110011001111101100111111

Interpretacja reprezentacji wewnêtrznej (odwrócenie bajtów):
001111111111101111001100110011001100110011001100110011001100110011001100110011001

    cecha                              mantysa
. bit znaku    . cyfra przed kropk¹ dziesiêtn¹ w mantysie

Znaj¹c sposób zapisu liczb typu Extended mo¿emy
„odszyfrowaæ” ten zapis ...

cd.
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Przyk³ad (cd.)
Wewnêtrzna (znormalizowana) wartoœæ dwójkowa cechy:
011111111111011

= 0@214 + 1@213 + 1@212 + 1@211 + 1@210 + 1@29 + 1@28 + 1@27 
+ 1@26 + 1@25 + 1@24 + 1@23 + 1@21 + 1@21 + 1@20

Wewnêtrzna (znormalizowana) wartoœæ dziesiêtna cechy: 16379
Wartoœæ dziesiêtna cechy po zdenormalizowaniu: !4
Mantysa w zapisie dwójkowym:
1,100110011001100110011001100110011001100110011001100110011001101

Liczba w zapisie dwójkowym (po pomno¿eniu przez 2!4

i uwzglêdnieniu znaku +, bo bit znaku jest równy 0):
0,0001100110011001100110011001100110011001100110011001100110011001101

=
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Przyk³ad (cd.)
= 0@20 + 0@2!1 + 0@2!2 + 0@2!3 + 1@2!4 + 1@2!5 + 0@2!6 + 0@2!7  + 1@2!8 + 1@2!9

+ 0@2!10 + 0@2!11 + 1@2!12 + 1@2!13 + 0@2!14 + 0@2!15 1@2!16 + 1@2!17 + 0@2!18 + 0@2!19 
+ 0@2!20 + 0@2!21 + 1@2!22 + 1@2!23 + 0@2!24 + 0@2!25 1@2!26 + 1@2!27 + 0@2!28 + 0@2!29 
+ 0@2!30 + 0@2!31 + 1@2!32 + 1@2!33 + 0@2!34 + 0@2!35 1@2!36 + 1@2!37 + 0@2!38 + 0@2!39 
+ 0@2!40 + 0@2!41 + 1@2!42 + 1@2!43 + 0@2!44 + 0@2!45 1@2!46 + 1@2!47 + 0@2!48 + 0@2!49 
+ 0@2!50 + 0@2!51 + 1@2!52 + 1@2!53 + 0@2!54 + 0@2!55 1@2!56 + 1@2!57 + 0@2!58 + 0@2!59 
+ 0@2!60 + 0@2!61 + 1@2!62 + 1@2!63 + 0@2!64 + 0@2!65 1@2!66 + 1@2!67 

Dok³adna wartoœæ dziesiêtna wewnêtrznej reprezentacji liczby:
0,1000000000000000000013552527156068805425093160010874271392822265625

Poprzednia liczba rzeczywista reprezentowana dok³adnie:
0,0999999999999999999945789891375724778299627359956502914428710937500

Nastêpna liczba rzeczywista reprezentowana dok³adnie:
0,1000000000000000000081315162936412832550558960065245628356933593750
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb

Nastêpne liczby rzeczywiste reprezentowane dok³adnie:

Przyk³ad (cd.)

0,1000000000000000000081315162936412832550558960065245628356933593750

Write (liczba:27) : 1.00000000000000000E-0001
0,1000000000000000000149077798716756859676024760119616985321044921875

Write (liczba:27) : 1.00000000000000000E-0001. . .
0,1000000000000000004960224939121182785584096563979983329772949218750

Write (liczba:27) : 1.00000000000000000E-0001

0,1000000000000000005027987574901526812709562364034354686737060546875

Write (liczba:27) : 1.00000000000000000E-0001
. . .

0,1000000000000000005434563389583590975462357164360582828521728515625

Write (liczba:27) : 1.00000000000000000E-0001

?

?
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Przyk³ad (cd.)
Poprzednie liczby rzeczywiste reprezentowane dok³adnie:
0,0999999999999999999945789891375724778299627359956502914428710937500

Write (liczba:27) : 1.00000000000000000E-0001
0,0999999999999999999878027255595380751174161559902131557464599609375

Write (liczba:27) : 1.00000000000000000E-0001. . .
0,0999999999999999999539214076693660615546832559630274772644042968750

Write (liczba:27) : 1.00000000000000000E-0001

0,0999999999999999999471451440913316588421366759575903415679931640625

Write (liczba:27) : 1.00000000000000000E-0001 ?

Liczb typu Extended przedstawianych jako
1.00000000000000000E-0001 jest 88!
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedzia³owej
Przedzia³em rzeczywistym nazywamy domkniêty               
i ograniczony zbiór liczb rzeczywistych R

Œrednica (szerokoœæ), promieñ i punkt œrodkowy
przedzia³u [x] s¹ zdefiniowane nastêpuj¹co:
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedzia³owej
Odleg³oœæ q([x], [y]) pomiêdzy przedzia³ami [x] i [y] jest
zdefiniowana wzorem

Odleg³oœæ jest nieujemna, a równa 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy [x] = [y]. Nie zale¿y ona od kolejnoœci argumentów    
i spe³nia nierównoœæ trójk¹ta. Oznacza to, ¿e jest ona
metryk¹, a zbiór IR (zbiór przedzia³ów rzeczywistych) z t¹
metryk¹ jest przestrzeni¹ metryczn¹. Mo¿na udowodniæ, ¿e
jest to przestrzeñ metryczna zupe³na.
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedzia³owej
Elementarne operacje arytmetyczne B0{+, !, @, /} na
liczbach rzeczywistych rozszerza siê na argumenty
przedzia³owe [x] i [y] przez zdefiniowanie wyniku takiej
operacji jako zbioru liczb rzeczywistych powsta³ego przez
wykonanie operacji B na dowolnych dwu liczbach
zawartych w przedzia³ach [x] i [y], tj.

czyli
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedzia³owej
czyli
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedzia³owej
Elementarne operacje arytmetyczne na przedzia³ach s¹
izotoniczne ze wzglêdu na zawieranie, tzn.

Przynale¿noœæ liczby x do przedzia³u [x], x 0 [x], mo¿na
przedstawiæ zale¿noœci¹

Promieñ przedzia³u [x] jest zatem ograniczeniem górnym
b³êdu bezwzglêdnego punktu œrodkowego m([x])
rozwa¿anego jako przybli¿enie nieznanej liczby x 0 [x].
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedzia³owej
Dla przedzia³ów wprowadza siê pojêcie najmniejszej         
i najwiêkszej wartoœci bezwzglêdnej:

Zauwa¿my, ¿e jeœli 0 0 [x], to

Najmniejsza i najwiêksza wartoœæ bezwglêdna przedzia³u
s¹ liczbami. Wartoœæ bezwzglêdna przedzia³u jest jednak
przedzia³em i jest oznaczana abs([x]) (abs oznacza tu
elementarn¹ funkcjê przedzia³ow¹).
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedzia³owej
Niech n: D d R 6 R oznacza elementarn¹ funkcjê
rzeczywist¹ ci¹g³¹ na ka¿dym domkniêtym przedziale
zawartym w D. Funkcjê n rozszerzamy na argumenty
przedzia³owe [x] 0 D (definicja funkcji przedzia³owej):

Dla monotonicznych funkcji elementarnych mo¿na podaæ
ich odpowiedniki przedzia³owe:
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedzia³owej

Zauwa¿my, ¿e [!1, 2]2 = [0, 4] � [!1, 2]@[!1, 2] = [!2, 4].
Jeœli 0 0 [x], to mamy [x]2 d [x]@[x].

EAN(29 z 74)



Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedzia³owej
W celu otrzymania otoczenia funkcji f([x]) podstawiamy
przedzia³ [x] w miejsce argumentu x, po czym obliczamy f
stosuj¹c arytmetykê przedzia³ow¹. Taki sposób
wyznaczania funkcji przedzia³owej nazywamy
rozszerzeniem przedzia³owym funkcji f i oznaczamy          
f[ ]([x]). Na podstawie definicji funkcji przedzia³owej mamy

przy czym równoœæ zachodzi raczej rzadko.

Uwaga: Rozszerzenia przedzia³owe dwóch                        
              równowa¿nych matematycznie zapisów funkcji 
              zmiennej rzeczywistej mog¹ byæ ró¿ne.
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�do najbli¿szej liczby maszynowej, a w przypadku
równych odleg³oœci do liczby parzystej (jest to
zaokr¹glenie standardowe, przyjmowane domyœlnie),

�w dó³, tj. w kierunku !4,

�w górê, tj. w kierunku +4,

�uciêcie w kierunku zera, tzn. liczby dodatnie s¹
zaokr¹glane w dó³, a liczby ujemne – w górê.

Rodzaje zaokr¹gleñ

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Rodzaje zaokr¹gleñ:

Czy mo¿e byæ jeszcze inny sposób zaokr¹glania?
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Rodzaje zaokr¹gleñ

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

W jednostce arytmetyki zmiennopozycyjnej (FPU)
procesora Intel aktualnie realizowany sposób zaokr¹glania
okreœla zawartoœæ dwubitowego pola RC, które jest 10.      
i 11. bitem jej s³owa steruj¹cego.
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Rodzaje zaokr¹gleñ

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Zawartoœæ pola RC – zaokr¹glenie:
   00 – standardowe,
   01 – w dó³,
   10 – w górê,
   11 – uciêcie w kierunku zera.
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Rodzaje zaokr¹gleñ

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

IC – bit sterowania nieskoñczonoœci¹, który okreœla typ stosowanej arytmetyki     
         nieskoñczonoœci:
           0 – rzutowa (nierozró¿nianie znaku nieskoñczonoœci),
           1 – afiniczna (!4 i +4),
PC – pole sterowania precyzj¹, które okreœla jedn¹ z trzech mo¿liwych precyzji:
           00 – krótka rzeczywista (wynik 24 bitowy),
           10 – d³uga rzeczywista (wynik 53-bitowy),
           11 – tymczasowa rzeczywista (wynik 64-bitowy).
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Rodzaje zaokr¹gleñ

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Maski:
PM – precyzji,
UM – niedomiaru,
OM – nadmiaru,
ZM – dzielenia przez zero,
DM – zdenormalizowanego operandu,
IM – niedozwolonej operacji.

Je¿eli bit jakiejœ maski jest równy 1,
oznacza to, ¿e po wyst¹pieniu warunku
okreœlonego dan¹ mask¹ zostan¹ podjête
standardowe dzia³ania koryguj¹ce. 
W przypadku, gdy bit maski jest równy 0,
po wyst¹pieniu warunku zostanie
wygenerowany sygna³ przerwania.
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Elementarne operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach
maszynowych s¹ okreœlone nastêpuj¹co:

Niech [x] i [y] oznaczaj¹ przedzia³y maszynowe, tj. przedzia³y,
których koñce s¹ liczbami maszynowymi.

gdzie L oznacza zaokr¹glenie w dó³, a Ä – w górê.
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�instrukcje asemblera FSTCW i FLDCW,

�predefiniowana (w module System) zmienna Default8087CW,

�procedura Set8087CW (jest ona zdefiniowana w module System),

�funkcje SetRoundMode i GetRoundMode (zdefiniowane           
w module Math).

Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Z podanych wzorów wynika, ¿e wykonanie operacji na przedzia³ach
wymaga w³¹czania odpowiednich sposobów zaokr¹glania, a wiêc
sterowania s³owem steruj¹cym jednostki arytmetyki
zmiennopozycyjnej (FPU).

Do tego celu s³u¿¹:
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Zmienna Default8087CW okreœla standardow¹
zawartoœæ s³owa steruj¹cego FPU. Jej deklaracja ma
postaæ

var Default8087CW : Word = $1332;

01001111001
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�Nieodpowiednia zmiana zawartoœci s³owa steruj¹cego FPU (przez
zmianê wartoœci zmiennej Default8087CW lub wywo³anie procedury
Set8087CW) mo¿e doprowadziæ do konsekwencji trudnych do
przewidzenia.

�Zmiana zawartoœci s³owa steruj¹cego FPU za pomoc¹ procedury
Set8087CW powoduje zmianê wartoœci zmiennej Default8087CW.

Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Procedura Set8087CW s³u¿y do zmiany zawartoœci s³owa
steruj¹cego FPU. Jej wywo³anie ma postaæ

Set8087CW (wyra¿enie)

gdzie wyra¿enie (typu Word) okreœla jego now¹ zawartoœæ.

Uwagi:
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Przyk³ad

Jeœli zamierzamy zmieniæ standardow¹ zawartoœæ s³owa steruj¹cego FPU,
to nale¿y zdefiniowaæ jak¹œ zmienn¹ typu Word, np.

var stan : Word;

przypisaæ jej pierwotn¹ (standardow¹) wartoœæ zmiennej Default8087CW:

stan:=Default8087CW;

i dopiero po wykonaniu tej operacji wywo³aæ procedurê Set8087CW, np.

Set8087CW ($133F);

(wywo³anie to wy³¹cza wszystkie maski FPU). Po wykonaniu okreœlonych
operacji przy niestandardowej zawartoœci s³owa steruj¹cego FPU, nale¿y
ustaliæ jego standardow¹ zawartoœæ za pomoc¹ instrukcji

Set8087CW (stan);
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Jeœli podejrzewamy, ¿e bie¿¹ca zawartoœæ s³owa steruj¹cego FPU nie
jest standardowa, a wiêc jest ró¿na od pierwotnej wartoœci zmiennej
Default8087CW, to do jego odczytania mo¿na pos³u¿yæ siê
instrukcj¹ asemblera FSTCW.

Odpowiednia procedura w jêzyku Delphi Pascal mo¿e mieæ postaæ:
procedure ustalenie_stanu_pierwotnego (var stan : Word);
var odczyt : Word;
begin
   asm
      FSTCW odczyt
   end;
   stan:=odczyt
end {ustalenie_stanu_pierwotnego};
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Jeœli oka¿e siê, ¿e w wyniku wywo³ania tej procedury:

ustalenie_stanu_pierwotnego (stan);

gdzie stan oznacza zmienn¹ typu Word, wartoœæ zmiennej podanej 
w wywo³aniu jest ró¿na od $1332, to w celu przywrócenia
standardowej wartoœci s³owa steruj¹cego koprocesora nale¿y
zastosowaæ instrukcjê

Set8087CW ($1332);
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

W celu w³¹czenia zaokr¹glenia w dó³ wywo³anie
procedury Set8087CW powinno mieæ postaæ

Set8087CW ((stan or $0400) and not $0800);
a w celu w³¹czenia zaokr¹glenia w górê – nastêpuj¹c¹
postaæ:

Set8087CW ((stan and not $0400) or $0800);

Zauwa¿my, ¿e w powy¿szych wywo³aniach zmienna stan
wcale nie musi byæ równa standardowej zawartoœci s³owa
steruj¹cego FPU (wywo³ania te powoduj¹ wy³¹cznie
zmianê zawartoœci pola RC, które steruje zaokr¹gleniami).
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Do w³¹czenia zaokr¹gleñ w dó³ i w górê mo¿na te¿ u¿yæ instrukcji
asemblera FLDCW, a odpowiednie procedury paskalowe mog¹ mieæ
postacie:

procedure zaokraglenia_w_dol (const stan : Word);
var nowy_stan : Word;
begin
   nowy_stan:=stan or $0400;            // w³¹czenie bitu 10
   nowy_stan:=nowy_stan and not $0800; // wy³¹czenie bitu 11
   asm
      FLDCW nowy_stan // ustalenie nowego stanu
   end // s³owa steruj¹cego FPU
end {zaokraglenia_w_dol};
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

procedure zaokraglenia_w_gore (const stan : Word);
var nowy_stan : Word;
begin
   nowy_stan:=stan and not $0400; // wy³¹czenie bitu 10
   nowy_stan:=nowy_stan or $0800; // w³¹czenie bitu 11
   asm
      FLDCW nowy_stan // ustalenie nowego stanu
   end // s³owa steruj¹cego FPU
end {zaokraglenia_w_gore};

Do w³¹czenia zaokr¹gleñ w dó³ i w górê mo¿na te¿ u¿yæ instrukcji
asemblera FLDCW, a odpowiednie procedury paskalowe mog¹ mieæ
postacie:

EAN(45 z 74)



Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach
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Od wersji 7 jêzyka Delphi Pascal w module Math (w module
System.Math w pakiecie Delphi XE) s¹ dostêpne standardowe
funkcje s³u¿¹ce do ustalenia i okreœlenia aktualnego rodzaju
zaokr¹glenia.
GetRoundMode – uzyskanie informacji o bie¿¹cym rodzaju

zaokr¹glania realizowanym przez FPU; wartoœæ
funkcji jest typu TFPURoundingMode:

type TFPURoundingMode =(rmNearest, rmDown, rmUp,
rmTruncate);

rmNearest – zaokr¹glenie standardowe, tj. do najbli¿szej liczby,           
a w przypadku równych odleg³oœci do liczby parzystej

rmDown – zakr¹glenie w dó³
rmUp – zaokr¹glenie w górê
rmTruncate – obciêcie w kierunku zera



Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

SetRoundMode (zaokr¹glenie) – okreœlenie rodzaju zaokr¹glenia
realizowanego przez FPU
(wartoœci¹ funkcji jest poprzedni
rodzaj zaokr¹glenia); parametr
zaokr¹glenie i wartoœæ funkcji s¹
typu TFPURoundingMode

W realizacji zmiennopozycyjnej arytmetyki przedzia³owej
stosujemy nastêpuj¹ce wywo³ania:

�SetRoundMode(rmDown) S w³¹czenie zaokr¹glenia w dó³,

�SetRoundMode(rmUp) S w³¹czenie zaokr¹glenia w górê,

�SetRoundMode(rmNearest) S powrót do standardowego
zaokr¹glania.
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Realizacjê czterech podstawowych dzia³añ
arytmetycznych, tj. dodawania, odejmowania, mno¿enia    
i dzielenia, w arytmetyce przedzia³owej zapewniaj¹          
w jêzyku Delphi Pascal nastêpuj¹ce funkcje:

function iadd (const x, y : interval) : interval;
begin
   SetRoundMode (rmDown);
   Result.a:=x.a+y.a;
   SetRoundMode (rmUp);
   Result.b:=x.b+y.b;
   SetRoundMode (rmNearest)
end {iadd}; EAN(48 z 74)



Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

function isub (const x, y : interval) : interval;
begin
   SetRoundMode (rmDown);
   Result.a:=x.a–y.b;
   SetRoundMode (rmUp);
   Result.b:=x.b–y.a;
   SetRoundMode (rmNearest)
end {isub};
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

function imul (const x, y : interval) : interval;
var x1y1, x1y2, x2y1 : Extended;
begin
   SetRoundMode (rmDown);
   x1y1:=x.a*y.a;   x1y2:=x.a*y.b;   x2y1:=x.b*y.a;
   with Result do
      begin
         a:=x.b*y.b;
         if x2y1<a then a:=x2y1;
         if x1y2<a then a:=x1y2;
         if x1y1<a then a:=x1y1
      end; EAN(50 z 74)



Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

   SetRoundMode (rmUp);
   x1y1:=x.a*y.a;   x1y2:=x.a*y.b;   x2y1:=x.b*y.a;
   with Result do
      begin
         b:=x.b*y.b;
         if x2y1>b then b:=x2y1;
         if x1y2>b then b:=x1y2;
         if x1y1>b then b:=x1y1
      end;
   SetRoundMode (rmNearest);
end {imul};
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

function idiv (const x, y : interval) : interval;
var x1y1, x1y2, x2y1 : Extended;
begin
   if (y.a<=0) and (y.b>=0)
      then raise EZeroDivide.Create (’Dzielenie przez ’    
                                             +’przedzia³ zawieraj¹cy 0.’)
      else begin

        SetRoundMode (rmDown);
       x1y1:=x.a/y.a;   x1y2:=x.a/y.b;   x2y1:=x.b/y.a;

   with Result do
         begin
              a:=x.b/y.b; EAN(52 z 74)



Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

         if x2y1<a then a:=x2y1;
         if x1y2<a then a:=x1y2;
         if x1y1<a then a:=x1y1
      end;
   SetRoundMode (rmUp);
   x1y1:=x.a/y.a;   x1y2:=x.a/y.b;   x2y1:=x.b/y.a;
   with Result do
      begin
         b:=x.b/y.b;
         if x2y1>b then b:=x2y1;
         if x1y2>b then b:=x1y2;
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Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

         if x1y1>b then b:=x1y1
      end
end;

   SetRoundMode (rmNearest)
end {idiv};
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Typ interval nale¿y zdefiniowaæ nastêpuj¹co:

type interval = record
                a, b : Extended
             end;



Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Typ interval mo¿na zdefiniowaæ wraz z deklaracjami operatorów
przeci¹¿onych, co u³atwia programowanie obliczeñ na przedzia³ach:

type interval = record
                            a, b : Extended;
                            class operator Implicit (x : Extended) : interval;
                            class operator Add (x, y : interval) : interval;
                            class operator Subtract (x, y : interval) : interval;
                            class operator Multiply (x, y : interval) : interval;
                            class operator Divide (x, y : interval) : interval;
                         end;

przy czym definicje operatorów przeci¹¿onych s¹ nastêpuj¹ce:
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

class operator interval.Add (x, y : interval) : interval;
begin
   Result:=iadd(x,y)
end {Add};

class operator interval.Subtract (x, y : interval) : interval;
begin
   Result:=isub(x,y)
end {Subtract};

class operator interval.Multiply (x, y : interval) : interval;
begin
   Result:=imul(x,y)
end {Multiply};
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Operacje zmiennopozycyjne na przedzia³ach

class operator interval.Divide (x, y : interval) : interval;
begin
   Result:=idiv(x,y)
end {Divide};

class operator interval.Implicit (x : Extended) : interval;
var s : string;
begin
   Str (x:26, s);
   Result.a:=left_read(s);
   Result.b:=right_read(s)
end {Implicit};
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Operator Implicit jest operatorem
niejawnej zmiany typu.  Funkcje left_read
i right_read wyznaczaj¹ odpowiednio
najwiêksz¹ liczbê maszynow¹ mniejsz¹
lub równ¹ liczbie reprezentowanej przez
³añcuch s oraz najmniejsz¹ liczbê
maszynow¹ wiêksz¹ lub równ¹ tej liczbie.



Przedzia³owe reprezentacje liczb

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Jeœli liczba rzeczywista nie jest liczb¹ maszynow¹, to mo¿e
byæ reprezentowana w postaci przedzia³u o koñcach
bêd¹cych dwiema s¹siednimi liczbami maszynowymi.

Proponowany sposób otrzymywania takiego przedzia³u
opiera siê na wykorzystaniu informacji o reprezentacji
maszynowej danej (wprowadzonej liczby).

Ograniczamy siê do liczb typu Extended (typu
rzeczywistego jêzyka Delphi Pascal o najwiêkszej
precyzji i najwiêkszym zakresie).
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Przedzia³owe reprezentacje liczb

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Oznaczmy:

a – liczba wprowadzona do programu,

x – zmienna, w której jest zapamiêtana reprezentacja   
        maszynowa (typu Extended) liczby a,
sa – zmienna typu ³añcucha d³ugiego (AnsiString),         
        w której jest przechowywany ci¹g wprowadzonych  
        znaków liczby a,
sx – zmienna typu ³añcucha d³ugiego, w której                    
        zapamiêtujemy sta³oprzecinkow¹, dziesiêtn¹ wartoœæ  
        reprezentacji maszynowej liczby a, czyli wartoœæ        
        zmiennej x odczytan¹ z jej wewnêtrznej postaci.
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Przedzia³owe reprezentacje liczb

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Jeœli liczbê wprowadzono w zapisie zmiennopozycyjnym, to          
w ³añcuchu sa dokonujemy konwersji do zapisu sta³opozycyjnego. 
Z uwagi na zakres liczb typu Extended ³añcuch ten bêdzie zawiera³
mniej ni¿ 5000 znaków, co wobec dozwolonych rozmiarów
³añcuchów d³ugich, ograniczonych praktycznie tylko dostêpn¹
pamiêci¹, nie jest du¿o.

Przypadek 1: sa = sx

Liczba a jest reprezentowana dok³adnie w komputerze,       
a wiêc przedzia³ jej maszynowej reprezentacji ma  
szerokoœæ 0 (przedzia³em tym jest [x, x]).
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Przedzia³owe reprezentacje liczb

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Przypadek 2: sa � sx

Analiza wewnêtrznej reprezentacji liczb typu Extended
prowadzi do wniosku, ¿e przy równych cechach mantysy
dwóch s¹siednich liczb maszynowych w tym typie  
ró¿ni¹ siê o 2!63. 
Zatem dodaj¹c jedynkê dwójkow¹ na ostatnim bicie
wewnêtrznej reprezentacji mantysy zmiennej x oraz
wykonuj¹c wynikaj¹ce st¹d ewentualne modyfikacje cechy
otrzymamy nastêpn¹ liczbê maszynow¹ w stosunku do
wartoœci zmiennej x. 
Z kolei, gdy odejmiemy jedynkê dwójkow¹ na ostatnim
bicie, to otrzymamy poprzedni¹ liczbê maszynow¹. EAN(61 z 74)



Przedzia³owe reprezentacje liczb

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Zamiast tych operacji mo¿emy do zmiennej x dodaæ          
i odj¹æ zmienn¹ eps, której wartoœæ wyznacza wewnêtrzna
(znormalizowana) postaæ mantysy równa 1 i cecha
mniejsza o 63 od wartoœci cechy w wewnêtrznej
reprezentacji wartoœci zmiennej x. 
Wyznaczenie takiej wartoœci zmiennej eps jest mo¿liwe dla ka¿dej
zmiennej x typu Extended, której bezwglêdna wartoœæ jest o 263

(oko³o 5@1020) wiêksza od minimalnej dodatniej liczby w tym typie.
Wobec dolnego ograniczenia zakresu liczb typu Extended do oko³o
3,6@10!4951 wystarczy przyj¹æ za doln¹ granicê zakresu rozwa¿anych
wielkoœci wartoœæ 10!4930.
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Przedzia³owe reprezentacje liczb

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Otrzymane wartoœci przypisujemy zmiennym:

nx – w przypadku liczby maszynowej nastêpnej,

px – w przypadku liczby maszynowej poprzedniej,

snx – ³añcuch zawieraj¹cy odpowiednik dziesiêtny         
         (w postaci sta³opozycyjnej) wartoœci zmiennej nx,
spx – ³añcuch zawieraj¹cy odpowiednik dziesiêtny           
         (w postaci sta³opozycyjnej) wartoœci zmiennej px.

Po wykonaniu tych operacji dysponujemy czterema
³añcuchami d³ugimi: sa, sx, spx oraz snx. 
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Przedzia³owe reprezentacje liczb

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Jeœli wprowadziliœmy liczbê dodatni¹, to wystarczy teraz
sprawdziæ, która z nastêpuj¹cych par relacji ³añcuchowych
jest prawdziwa:

spx < sa < sx   czy te¿   sx < sa < snx.

Jeœli prawdziwa jest pierwsza para nierównoœci, to
przedzia³em zmiennopozycyjnym reprezentuj¹cym liczbê
rzeczywist¹ (niemaszynow¹) a jest przedzia³ [px, x],           
a w drugim przypadku – przedzia³ [x, nx].
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Przedzia³owe reprezentacje liczb

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Zauwa¿my, ¿e dla liczby dodatniej nierównoœci

spx < sa   i   sa < snx

s¹ zawsze spe³nione (jeœli wprowadzona liczba jest
reprezentowana dok³adnie w komputerze, to sa = sx,      
a ponadto spx < sx < snx). Dlatego w praktyce wystarczy
wyznaczyæ tylko ³añuchy sa i sx oraz ograniczyæ siê do
sprawdzenia poprawnoœci jednej z relacji

sa < sx   lub   sx < sa.

W przypadku liczby ujemnej, gdy prawdziwa jest pierwsza
nierównoœæ, to poszukiwanym przedzia³em jest [x, nx],     
a gdy druga – przedzia³ [px, x]. EAN(65 z 74)



Przedzia³owe reprezentacje liczb

Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej

Realizacja przedstawionego algorytmu w programie wcale
nie jest ³atwa. G³ówna trudnoœæ polega na konstrukcji
³añcuchów d³ugich z dziesiêtn¹, sta³opozycyjn¹ postaci¹
wewnêtrznych reprezentacji liczb.

Uwaga: Jeœli dana jest przedzia³em rzeczywistym               
              (w sensie matematycznym), to za lewy koniec       
              przedzia³u maszynowego przyjmujemy najwiêksz¹
              liczbê maszynow¹ # lewemu koñcowi przedzia³u  
              rzeczywistego, a za prawy koniec – najmniejsz¹    
              liczbê maszynow¹ $ prawemu koñcowi tego          
              przedzia³u.
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej
Przyk³ad

Rozwa¿my uk³ad równañ liniowych Boothroyda-Dekkera
Ax = b, gdzie x, b 0 ún, A oznacza macierz kwadratow¹
stopnia n, której wspó³czynniki s¹ okreœlone wzorem

a wielkoœci bi = i (i = 1, 2, ... , n). Rozwi¹zanie dok³adne
tego uk³adu ma postaæ
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej
Przyk³ad (cd.)

Do rozwi¹zania tego uk³adu zastosowano metodê elimina-
cji Gaussa z pe³nym wyborem elementu podstawowego.
Przy zaokr¹gleniach standardowym, w górê i w dó³
otrzymano nastêpuj¹ce wyniki:

   Rozwi¹zanie "normalne"
x[ 1] = -0.00000000004743192
x[ 2] =  1.00000000045157710
x[ 3] = -2.00000000238984643
x[ 4] =  3.00000000926638707
x[ 5] = -4.00000002935040749
x[ 6] =  5.00000008041954110
x[ 7] = -6.00000019736256904
x[ 8] =  7.00000044395588679
x[ 9] = -8.00000093031922800
x[10] =  9.00000183787835168 EAN(68 z 74)



Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej
Przyk³ad (cd.)
             Rozwi¹zanie przy zaokr¹gleniach              Szerokoœci
              w górê                  w dó³              "przedzia³ów"
x[ 1] =  0.00000000004669545  -0.00000000001606113    0.00000000006275657
x[ 2] =  0.99999999952417554   1.00000000017043271    0.00000000064625717
x[ 3] = -1.99999999734731506  -2.00000000097625318    0.00000000362893812
x[ 4] =  2.99999998928228114   3.00000000402198646    0.00000001473970533
x[ 5] = -3.99999996489990830  -4.00000001336713452    0.00000004846722622
x[ 6] =  4.99999990113041707   5.00000003808894987    0.00000013695853281
x[ 7] = -5.99999975164410683  -6.00000009656985761    0.00000034492575078
x[ 8] =  6.99999943012533486   7.00000022328708134    0.00000079316174648
x[ 9] = -7.99999878513889253  -8.00000047905955295    0.00000169392066042
x[10] =  8.99999756377489755   9.00000096592257091    0.00000340214767336
                          Œrodek                      Ró¿nica w stosunku
                       "przedzia³u"                  do rozw. "normalnego"
            x[ 1] =  0.00000000001531716              0.00000000006274908
            x[ 2] =  0.99999999984730412             -0.00000000060427298
            x[ 3] = -1.99999999916178412              0.00000000322806232
            x[ 4] =  2.99999999665213380             -0.00000001261425327
            x[ 5] = -3.99999998913352141              0.00000004021688608
            x[ 6] =  4.99999996960968347             -0.00000011080985763
            x[ 7] = -5.99999992410698222              0.00000027325558682
            x[ 8] =  6.99999982670620810             -0.00000061724967869
            x[ 9] = -7.99999963209922274              0.00000129822000526
            x[10] =  8.99999926484873423             -0.00000257302961745
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej
Przyk³ad (cd.)
Analiza przedstawionych wyników prowadzi do wniosku, ¿e przy
ka¿dym rodzaju zaokr¹glania FPU otrzymane rozwi¹zania s¹
obarczone doœæ du¿ym b³êdem, przy czym rozwi¹zanie uzyskane przy
standardowym zaokr¹glaniu wcale nie musi byæ dok³adniejsze
(porównaj wartoœci x[1]).

Ponadto rozwi¹zanie „normalne" niekoniecznie musi le¿eæ wewn¹trz
przedzia³u wyznaczonego przez dwa pozosta³e rozwi¹zania (zobacz,
na przyk³ad, wartoœci x[6]). Przedzia³u tego nie nale¿y te¿ uwa¿aæ za
rozwi¹zanie przedzia³owe w sensie arytmetyki przedzia³owej.

Przy okazji zwróæmy tak¿e uwagê na zaokr¹glenia wykonywane
przez procedurê Writeln – wyœwietlone ró¿nice wartoœci nie s¹
równe ró¿nicy wyœwietlonych wartoœci.
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej
Przyk³ad (cd.)
Zastosowanie zmiennopozycyjnej arytmetyki przedzia³owej:
                       Rozwi¹zanie                        Szerokoœci
                       przedzia³owe                       przedzia³ów
x[ 1]=[-0.00000000000000000,-0.00000000000000000]   0.00000000000000E+0000
x[ 2]=[ 1.00000000000000000, 1.00000000000000000]   0.00000000000000E+0000
x[ 3]=[-2.00000000000000000,-2.00000000000000000]   0.00000000000000E+0000
x[ 4]=[ 3.00000000000000000, 3.00000000000000000]   0.00000000000000E+0000
x[ 5]=[-4.00000000000000000,-4.00000000000000000]   0.00000000000000E+0000
x[ 6]=[ 5.00000000000000000, 5.00000000000000000]   0.00000000000000E+0000
x[ 7]=[-6.00000000000000000,-6.00000000000000000]   0.00000000000000E+0000
x[ 8]=[ 7.00000000000000000, 7.00000000000000000]   0.00000000000000E+0000
x[ 9]=[-8.00000000000000000,-8.00000000000000000]   0.00000000000000E+0000
x[10]=[ 9.00000000000000000, 9.00000000000000000]   0.00000000000000E+0000

Przez zastosowanie arytmetyki przedzia³owej w jêzyku
Delphi Pascal otrzymaliœmy zatem rozwi¹zanie dok³adne! 
Oczywiœcie w ogólnoœci, tj. dla dowolnego uk³adu równañ
liniowych, tak nie musi byæ.
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej
Przyk³ad (cd.)
Dla uk³adu równañ postaci

otrzymuje siê nastêpuj¹ce rozwi¹zanie przedzia³owe:
                       Rozwi¹zanie                        Szerokoœci
                       przedzia³owe                       przedzia³ów
x[ 1]=[-0.00771054612831261,-0.00771054612831209]   5.16238205747763E-0016
x[ 2]=[-0.10075588680675287,-0.10075588680675171]   1.16191236319840E-0015
x[ 3]=[ 0.00081505200045489, 0.00081505200045508]   1.94743038969131E-0016
x[ 4]=[-0.00057063465615305,-0.00057063465615292]   1.37354068633369E-0016
x[ 5]=[ 1.01640170918098016, 1.01640170918098248]   2.32008422890173E-0015
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedzia³owej
Przyk³ad (cd.)
Na podstawie otrzymanego rozwi¹zania przedzia³owego
mo¿na jednak okreœliæ rozwi¹zanie danego uk³adu            
z dok³adnoœci¹ do 14.  miejsca po przecinku:

    x1 = !0,00771054612831,   x2 = !0,10075588680675,
    x3 =   0,00081505200045,   x4 = !0,00057063465615,
    x5 =   1,01640170918098.

Czy moglibyœmy podaæ rozwi¹zanie podanego uk³adu     
z tak¹ sam¹ dok³adnoœci¹ przy zastosowaniu zwyk³ej
arytmetyki zmiennopozycyjnej?
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Koniec
wyk³adu!
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