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ELEMENTY
ANALIZY NUMERYCZNEJ

*arytmetyka przedziatowa i jej realizacja
w jezyku Delphi Pascal

*podstawowe pojecia analizy numerycznej

*xrealizacja obliczen na wielomianach
| funkcjach wymiernych

*xInterpolacja
* Uktady rownan liniowych
*rownania i uktady rownan nieliniowych




ANALIZANUMERYCZNA

ELEMENTY ANALIZY NUMERYCZNEJ +

*0bliczanie wyznacznika | odwracanie
macierzy

*aproksymacja

*rozniczkowanie nymeryczne
*catkowanie numeryczne
*rownania rozniczkowe zwyczajne
*rownania rozniczkowe czgstkowe
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ELEMENTY
ANALIZY NUMERYCZNEJ

Organizacja przedmiotu:
wyklad 24 godziny (12 x 2 godziny)
cwiczenia 24 godziny (12 x 2 godziny)

Z.aliczenie przedmiotu:
c¢wiczenia — program (aplikacja) + sprawdzian

wyklad — egzamin




ELEMENTY
ANALIZY NUMERYCZNEJ

Literatura:

J. 1 M. Jankowscy, Przeglgd metod i algorytmow numerycznych,
Cz. 1, WNT

J. Stoer, R. Bulirsch, Wstep do analizy numerycznej, PWN

Z. Fortuna, B. Macukow, J. Wasowski, Metody numeryczne,
WNT

A. Ralston, Wstep do analizy numerycznej, PWN

A. Marciniak, D. Gregulec, J. Kaczmarek, Podstawowe
procedury numeryczne w jezyku Turbo Pascal, NAKOM

D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna, WNT
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Na tym wykladzie ...

* przyktady obliczen w arytmetyce
Zmiennopozycyjnej

*Zmiennopozycyjne reprezentacje liczb

*podstawy teoretyczne arytmetyki
przedziatowej

xrealizacja zmiennopozycyjnej arytmetyki
przedziatowej

* rodzaje zaokraglen
* Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach
* przedziatowe reprezentacje liczb




Zadanie y = f(x) 2

,,Otrzymatem wynik y(?)” »Za pomocg metody M otrzymatem
wynik y = Ay. Metode M wybratem,
boa bte....”
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Przykiady obliczen
Przyklad 1

1 : _
A = { : J Teoretycznie: AA e |
j+k-1|
j. k=1(1)40

Obliczenia w typie Extended.

[ 0,99999999922874849  0,00000101141631603 ... 1,75000000000000000 - 0,12500000000000000 ]
0,00000000154250301  1,00000053085386753 ... 3,75000000000000000  0,25000000000000000
AA7N =
0,00000000064028427  0,00000014435499907 ... 3,25000000000000000 0,12500000000000000
] 0,00000000080763130 0,00000011082738638 ... 1.75000000000000000 0.81250000000000000 |

Dlaczego taki wynik?
Wskaznik uwarunkowania macierzy A:
lA]l- A7 % 2,717 10"
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Przykiady obliczen

Przyklad 2
Dane sg dwa wektory:

X = :10205 12233 1018:, 1015:' 3} _ 1012 ]Tj

y=[10%,2,-10%,10", 2111, 10"

T

Ich 1loczyn skalarny (doktadny) jest rOwny:

x-y=10" + 2446- 10" + 10”° + 6333~ 10" = 8779.
W arytmetyce zmiennopozycyjnej na kazdym
komputerze otrzymamy wartos¢ 0 (zero)!
Dlaczego?
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Przykiady obliczen
Przyklad 3

Rozwazmy system zmiennopozycyjny o podstawie 10 1 mantysie
o dtugosci 5. cyfr (dla uproszczenia) 1 obliczmy w nim réznice dwu
liczb

x=0,10005-10" i y =0,99973-10".

Operandy sg podobnego rzedu 1 wykonujac obliczenia na komputerze

otrzymujemy catkiem poprawny wynik:
s rowne

x - y=0,77000-10".
Przypus¢my teraz, ze liczby x 1y sg wynikie
wykonanych mnozen, ktorych niezaokraglone warto
x =x,x, = 0,1000548241-10° i y=y,"y, = 0,9997342213-10".
Jesli odeymiemy te dwie liczby, znormalizujemy w 1 zaokragglimy
go do 5. miejsc dziesietnych, to otrzymamy 0,81402-10".

Standardowa arytmetyka zmiennopozycyjna z zaokraglaniem
po kazdym dzialaniu prowadzi do bl¢ednych wynikow!
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Przykiady obliczen

Przyklad 4

Teoretycznie: (a+b)+c=a+(b+c)=b+(a+c)
Wykonujac obliczenia w arytmetyce
Zmiennopozycyjne] moze okazac sie, ze
flil(a+b)+c)#1tlla+ (b+c)) = 1l(b+ (a+ ).

W jakiej kolejnosci nalezy doda¢ trzy liczby, aby zminimalizowa¢
bledy zaokraglen?

Przyklad 5

Teoretycznie: a* - b°=a-a-b-b= (a+ b)(a - b)
W arytmetyce zmiennopozycyjne] moze byc

flla-a - b-b)#tl((a+ b)a- b)).

Ktory sposob obliczania roznicy kwadratow jest lepszy?
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb

Reprezentacja maszynowa liczby rzeczywistej x
moze by¢ rozna od tej liczby, tj.

x #rd(x) =x(1 +¢), gdzie |e| < eps =2
Liczbe eps nazywa si¢ dokladnoscia maszynowa,

przy czym t oznacza liczbe bitow przeznaczong do
zapisu mantysy (tutaj: w systemie dwojkowym).




Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb

W jezyku Delphi Pascal w postaci zmiennopozycyjnej
zapisywane sg wartosSci pigciu typow rzeczywistych:

*Real48 (na 6. bajtach, mantysa ze znakiem zajmuje
40 bitow),

*xSingle (na 4. bajtach, mantysa ze znakiem zajmuje
25 bitow),

* Real (w 32-bitowej implementacji jezyka) = Double
(na 8. bajtach, mantysa ze znakiem zajmuje 53 bity),

* Extended (na 10. bajtach, mantysa ze znakiem
zajmuje 65 bitow).

Typy rzeczywiste Comp i Currency s typami stalopozycyjnymi.




Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb

Ze¢ standardem IEEE (skr. ang. Institute of Electrical and
Electronics Engineers) s zgodne typy Single (typ rzeczy-
wisty o pojedynczej precyzji) 1 Double (typ rzeczywisty

o podwOjnej precyzji).

Typ Extended mozna nazwac typem rzeczywistym o po-
szerzone] precyzji (z uwagi na liczb¢ bitOw przeznaczong
do zapisu mantysy). Typ ten ma tez wiekszy zakres niz typ
Double (z uwagi na wigksza liczbe bitOw przeznaczong do
zapisu cechy).

W programach numerycznych pisanych w jezy-
ku Delphi Pascal nalezy stosowac typ Extended.
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Zapls wartosci typu Extended.

r 10 bajtow ,

, 15 bitdw 63 bity ,
W | I_LJ_J:I:I:DED; R 0 0 I s 5 20 MR
1 | cecha L1 mantysa ’
bit znaku L

Wartos¢ w liczby jest okreslona nastepujaco:
(=172 (), 0< e < 32767,
(-D)"Inf, c=32767, m=0,
| NaN, c¢=32767, m=0,
gdzie i oznacza cyfre przed kropka w mantysie (0 lub 1).
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Przyklad

Liczba 0,1 po wczytaniu (np. przez procedure Readln) 1 przypisaniu
do zmiennej typu Extended. Wartos¢ te] zmiennej wypisywana
przez procedure Write (Writeln):

1. OGMEF0 00000 0000000EZ600 L

Reprezentacja wewnetrzna:
11001101110011001100110011001100110011001100110011001100110011001111101100111111

Interpretacja reprezentacji wewnetrznej (odwrocenie bajtow):

001111111111101111001100110011001100110011001100110011001100110011001100110011001

cecha mantysa
LESRE znaku Elc VBl or2cd kropka dziesietna w mantysie

Znajac sposob zapisu liczb typu Extended mozemy
,,odszyfrowac” ten zapis ...




Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Przyklad (cd.)

Wewnetrzna (znormalizowana) wartos¢ dwojkowa cechy:
011111111111011

= 0:2"" S0 + 1- 20081 D5 A -0 0+ 1:0°+ 1:0° + 13
. L2740 -2+ 1eE 12" + 1-28 + -2 + 1.2
Wewnetrzna (znormalizowana) wartos¢ dziesietna cechy: 16379
Wartos¢ dziesig¢tna cechy po zdenormalizowaniu: -4
Mantysa w zapisie dwojkowym:
1,100110011001100110011001100110011001100110011001100110011001101
Liczba w zapisie dwojkowym (po pomnozeniu przez 2
1 uwzglednieniu znaku +, bo bit znaku jest rowny 0):
0,0001100110011001100110011001100110011001100110011001100110011001101




Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Przyklad (cd.)

=0-20 + 0-27' + 0-27° T O manlhdessel~7 2D + 0-2 " = [SSRe[EOA
35 0,2—10 A8 0,2—11 L 1,2—12 + 1,2—13 il 0,2—14 o 0,2—15 1,2—16 A 1,2—17 ki 0,2—18 i 0,2—19
e 0,2720 i 0,2721 L 1,2722 et 1,2723 e 0,2724 o 0,2725 1,2726 i 1,2727 = 0,2—28 it 0,2—29
i 0,2730 Lf 0,2431 "~ 1,2*32 o 1,2*33 AL 0,2*34 =t 0,2*35 1,2*36 il 1,2—37 o 0,2—38 il 0,2739
a8 0,2740 B 0,2741 = 1,2~42 ik 1.2743 g 0,2744 L 0,2745 1,2746 g5 1,2747 1t 0,2—48 i 0,2»49
iy O,2~50 L 0,2751 N 1,2—52 i 1,2*53 it 0,2*54 Ly 0,2*55 1,2*56 i 1,2*57 ar 0,2—58 B 0,2—59
AL 0,2—60 e 0,2—61 e 1,2—62 2 1,2—63 e 0,2—64 it 0,2—65 1,2—66 i 1,2—67

Dokladna wartos¢ dziesi¢tna wewnetrznej reprezentacji liczby:

0,1000000000000000000013552527156068805425093160010874271392822265625

Poprzednia liczba rzeczywista reprezentowana doktadnie:

0,0999999999999999999945789891375724778299627359956502914428710937500

Nastepna liczba rzeczywista reprezentowana doktadnie:
0,1000000000000000000081315162936412832550558960065245628356933593750
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Przyklad (cd.)

Nastepne liczby rzeczywiste reprezentowane doktadnie:
0,1000000000000000000081315162936412832550558960065245628356933593750

Write (liczba:27): 1.00000000000000000E-0001

0,1000000000000000000149077798716756859676024760119616985321044921875
Write (liczba:27): 1.00000000000000000E-0001

0,1000000000000000004960224939121182785584096563979983329772949218750
Write (liczba:27): 1.00000000000000000E-0001

0,100000000000000000502798757490152681270956236403435468673706 79“
Write (liczba:27): 1.0000 O%)&W ¢
a .z
0\0{(& OMQd&ﬁ!5975462357164360582828521728515625
e (liczba ?

27) ;. 1. 0Q0EECICAGICICHEISREINNT () & — ORI
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Zmiennopozycyjne (maszynowe)
reprezentacje liczb
Przyklad (cd.)

Poprzednie liczby rzeczywiste reprezentowane doktadnie:
0,0999999999999999999945789891375724778299627359956502914428710937500

Write (liczba:27): 1.00000000000000000E-0001

0,0999999999999999999878027255595380751174161559902131557464599609375
Write (liczba:27): 1.00000000000000000E-0001

0,0999999999999999999539214076693660615546832559630274772644042968750
Write (liczba:27): 1.00000000000000000E-0001

TTiedhd. uedanis Z4ukidtitha

Liczb typu Extended przedstawianych jako
1.00000000000000000E-0001  jest 88!
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedziatowe]

Przedziatem rzeczywistym nazywamy domknigty
1 ograniczony zb10r liczb rzeczywistych R

[x] = [5,;]= {XERIJ_CS x < ;}

Srednica (szerokoS¢), promien i punkt Srodkowy
przedziatu [x] sa zdefintowane nastepujgco:

d(x]) = x- x,
(5D = 5=
m({x]) = ==

>
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedziatowe]

Odlegtosc q([x], [y]) pomiedzy przedziatami [x] 1 [y] jest
zdefiniowana wzorem
-l

(1. 1D = max{fx- y

Odleglosc¢ jest nieuyjemna, a rowna 0 wtedy 1 tylko wtedy,
ogdy [x] = [y]. Nie zalezy ona od kolejnosci argumentow

1 spetnia nierownos¢ trojkata. Oznacza to, ze jest ona
metryka, a zbior IR (zb10r przedziatow rzeczywistych) z ta
metryka jest przestrzenig metryczna. Mozna udowodnic, ze
jest to przestrzen metryczna zupetna.

p
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedziatowe]

Elementarne operacje arytmetyczne o€{+, —, -, /} na
liczbach rzeczywistych rozszerza si¢ na argumenty
przedzialowe [x] 1 [y] przez zdefiniowanie wyniku takie;
operacji jako zbioru liczb rzeczywistych powstatego przez
wykonanie operacji ¢ na dowolnych dwu liczbach
zawartych w przedziatach [x] 1 [y], t).

[x]o[y]= {xoy: x e[x], y €[]},
czyl




Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedziatowe]

czyli _
[x]+v]=|x+

[x]-[¥]=

_|_

= |

= |

I <=

s

T

[x]-[v]= [min{zz, XY, XY, 55}3 maX{zz, XY, XY, XY

[x1/ 1= 21| 1/ 3.1/ y]. 0eDy1

I




Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedziatowe]

Elementarne operacje arytmetyczne na przedziatach sg
izotoniczne ze wzgledu na zawieranie, tzn.

(x| [x'Ialvlic [y ]= [x]ely]c [x"]e[)'].
oe{+,—-,-,/}

Przynaleznos¢ liczby x do przedziatu [x], x € [x], mozna
przedstawi¢ zaleznoscig

x = m([x])| < #([x]).
Promien przedziatu [x] jest zatem ograniczeniem gornym

bledu bezwzglednego punktu srodkowego m([x])
rozwazanego jako przyblizenie nieznanej liczby x € [x].

EAN(26 z 74)




Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedziatowe]

Dla przedziatow wprowadza si¢ pojecie najmniejsze]
1 najwicksze) wartosci bezwzgledne;:

<:x:> = mm{|,1| X € [x]},

[x1] = max{[x} x € [x]} = max]

)

Najmniejsza 1 najwigksza wartos¢ bezwgledna przedziatu
sg liczbami. Wartos¢ bezwzgledna przedziatu jest jednak
przedziatem 1 jest oznaczana abs([x]) (abs oznacza tu
elementarng funkcje przedziatowy).

X

2

Zauwazmy, ze jesh 0 € [x], to <[x]> = 0.
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedziatowe]

Niech @: D < R -~ R oznacza elementarng funkcje

rzeczywistg ciggla na kazdym domknietym przedziale

zawartym w D. Funkcje @ rozszerzamy na argumenty

przedziatowe [x] € D (definicja funkcji przedzialowej):
P([x]) = {@(x): x € [x]}.

Dla monotonicznych funkcji elementarnych mozna poda¢

ich odpowiedniki przedziatowe:

abs([x]) = | {[x]). | ]}
@(|x]) = :(9 (x), go(;):, @ € {arctg, arcsinh, In, sinh},

o([x]) = [p(x), p(x)], ¢ € {arcctg, arctgh},
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Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedziatowe]

1 = (@) [
Vi = [V V]
el = [ei, e’_f].

Zauwazmy, ze [-1, 2] =[0, 4] = [- 1, 2]'[- 1, 2] = [-2, 4].
Jesli 0 € [x], to mamy [x]* < [x]-[x].




Podstawy teoretyczne
arytmetyki przedziatowej

W celu otrzymania otoczenia funkcji f([x]) podstawiamy
przedziat [x] w miejsce argumentu x, po czym obliczamy f
stosujac arytmetyke przedziatowq. Taki sposob
wyznaczania funkcji przedziatlowej nazywamy
rozszerzeniem przedzialowym funkcji f1 oznaczamy
Ji1([x]). Na podstawie definicji funkcj1 przedziatowej mamy

J([x]) c f[]([x]);-

przy czym rownos¢ zachodzi raczej rzadko.

Uwaga: Rozszerzenia przedzialowe dwoch
rownowaznych matematycznie zapisow funkcji

zmiennej rzeczywistej moga by¢ rozne.
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedziatowe]

Rodzaje zaokrgglen

Rodzaje zaokraglen:

*do najblizszej liczby maszynowej, a w przypadku
rownych odleglosci do liczby parzystej (jest to
zaokrgglenie standardowe, przyjmowane domyslnie),

*w dot, tj. w kierunku - oo,
*W gore, t]. w kierunku +oo,

*ucigcie w kierunku zera, tzn. liczby dodatnie sg
zaokraglane w dot, a liczby uyjemne — w gore.

Czy moze by¢ jeszcze inny sposob zaokrgglania?
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedziatowe]

Rodzaje zaokrgglen

W jednostce arytmetyki zmiennopozycyjnej (FPU)
procesora Intel aktualnie realizowany sposob zaokragglania
okresla zawartos¢ dwubitowego pola RC, ktore jest 10.

1 11. bitem jej stowa sterujacego.

bit bit
| -|5 8 | 7 O ]
C RC PC PM UMOM ZM DM IM

pity kontfrolne
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedziatowe]

Rodzaje zaokrgglen

Zawartos¢ pola RC — zaokraglenie:
00 — standardowe,

01 — w dol,
10 — w gore,

11 — uciecie w kierunku zera.

bit bit bit bit
| -|5 8 | 7 O ]
C RC PC PM UMOM ZM DM IM

bity kontrolne MAski EAN33 2 74)




Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedziatowe]

Rodzaje zaokrgglen

IC — bit sterowania nieskonczonoscig, ktory okresla typ stosowanej arytmetyki
nieskonczonosci:
0 — rzutowa (nierozrdznianie znaku nieskonczonosci),
1 — afiniczna (- 1 +),
PC — pole sterowania precyzja, ktore okresla jedng z trzech mozliwych precyz;i:
00 — kroétka rzeczywista (wynik 24 bitowy),
10 — dhuga rzeczywista (wynik 53-bitowy),
11 — tymczasowa rzeczywista (wynik 64-bitowy).

bit bit bit bit
| -|5 8 | 7 O ]
C RC PC PM UMOM ZM DM IM

ity kontrolne MAski ore




Realizacja zmiennopozycyjne)
arytmetyki przedziatowe]

Rodzaje zaokrgglen

Maski: i Jezeli bit jakiej$ maski jest rowny 1,
PM —precyzji, oznacza to, ze po wystgpieniu warunku
UM - niedomiaru, okreslonego dang maska zostang podjete
OM — nadmiaru, standardowe dziatania korygujace.
ZM — dzielenia przez zero, W przypadku, gdy bit maski jest rowny 0,
DM — zdenormalizowanego operandu, 6 wystapieniu warunku zostanie
IM - niedozwolonej operacji. wygenerowany sygnat przerwania.
oit it bit it
15 Sl 4
IC RC PC PM UMOM ZM DM IM

pity kontfrolne Maski EAN(3S 2 74)




Realizacja zmiennopozycyjne)
arytmetyki przedziatowe]

Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Niech [x] 1 [y] oznaczaja przedzialy maszynowe, tj. przedziaty,
ktorych konce sg liczbami maszynowymi.

Elementarne operacje zmiennopozycyjne na przedziatach
maszynowych sg okreslone nast¢pujaco:

[¥]+ 1= [V(x+ ) aGr+ )]
[x]- 0] = [V(x - 3). A3 y))
[x]-[v]= ’1-111'11{\? (xy).¥ (5_;),-\? (xy).¥ (?Z)} 11151}{{& (xv). A(x>). a(xp). &
¥/ = [V (1 3).8(1/ )| o€l

gdzie V oznacza zaokraglenie w dot, a A — w gore.

)}

EAN(36 z 74)




Realizacja zmiennopozycyjne)
arytmetyki przedziatowe]

Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Z podanych wzorow wynika, ze wykonanie operacji na przedziatach
wymaga wiaczania odpowiednich sposobow zaokraglania, a wiec
sterowania stowem sterujagcym jednostki arytmetyki
zmiennopozycyjnej (FPU).

Do tego celu shuza:

*xnstrukcje asemblera FSTCW 1 FLDCW,

xpredefiniowana (w module System) zmienna Default8087CW,
xprocedura Set8087CW (jest ona zdefiniowana w module System),

*x funkcje SetRoundMode 1 GetRoundMode (zdefiniowane
w module Math).
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Realizacja zmiennopozycyjne)
arytmetyki przedziatowe]

Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Zmienna Default8087CW okresla standardowg
zawartosc stowa sterujgcego FPU. Jej deklaracja ma
postac

var Default8087CW : Word = $1332;

oit

0

|

-% 'g‘g %PMT @Ollégk/l?/l

E 5P 2033 ol el el s 2., ol

N < N R e A
’gb”'y%@nﬂom; O g n%(] I S0 B I ean@sz74)

S N » F= ey Y = Q c S e D




Realizacja zmiennopozycyjne)
arytmetyki przedziatowe]

Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Procedura Set8087CW stuzy do zmiany zawartosci stowa
sterujgcego FPU. Jej wywolanie ma postac

Set8087CW (wyrazenie)
gdzie wyrazenie (typu Word) okresla jego nowg zawartosc.

Uwagi:

x Niecodpowiednia zmiana zawartosci stowa sterujgcego FPU (przez
zmian¢ wartosci zmienne] Default8087CW lub wywotanie procedury
Set8087CW) moze doprowadzi¢ do konsekwencji trudnych do

przewidzenia.

* Zmiana zawartosci stowa sterujacego FPU za pomocg procedury
Set8087CW powoduje zmiang wartosci zmiennej Default8087CW.
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Przykiad

Jesli zamierzamy zmieni¢ standardowg zawartosc stowa sterujacego FPU,
to nalezy zdefiniowac jaka$ zmienng typu Word, np.

var stan : Word,;

przypisac jej pierwotng (standardowg) warto$¢ zmiennej Default8087CW:
stan:=Default8087CW,

1 dopiero po wykonaniu tej operacji wywotac¢ procedure Set8087CW, np.
Set8087CW ($133F);

(wywotanie to wytacza wszystkie maski FPU). Po wykonaniu okreslonych
operacji przy niestandardowej zawartosci stowa sterujagcego FPU, nalezy
ustali¢ jego standardowa zawartos¢ za pomocg instrukcji

Set8087CW (stan);
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Jesli podejrzewamy, ze biezaca zawartos¢ stowa sterujagcego FPU nie
jest standardowa, a wigc jest rozna od pierwotne) warto$ci zmienne
Default8087CW, to do jego odczytania mozna postuzyc¢ si¢
instrukcjg asemblera FSTCW.

Odpowiednia procedura w jezyku Delphi Pascal moze mie¢ postac:

procedure ustalenie stanu pierwotnego (var stan : Word);
var odczyt : Word,
begin

asm

FSTCW odczyt

end;

stan:=odczyt
end {ustalenie stanu pierwotnego};
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Jesli okaze sie, ze w wyniku wywotania tej procedury:
ustalenie stanu pierwotnego (stan);

gdzie stan oznacza zmlennq typu Word, wartosc zmlennej podanej
w wywolaniu jest rézna od $1332, to w celu przywrocenia
standardowej wartosci stowa sterujagcego koprocesora nalezy
zastosowac 1nstrukcje

Set8087CW ($1332);
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

W celu wlaczenia zaokraglenia w dot wywotanie
procedury Set8087CW powinno miec postac

Set8087CW ((stan or $0400) and not $0800);
a w celu wiaczenia zaokraglenia w gore — nastepujaca
postac:

Set8087CW ((stan and not $0400) or $0800);

Zauwazmy, z€ W powyzszych wywotaniach zmienna stan
wcale nie musi by¢ rowna standardowej zawartosci stowa
sterujgcego FPU (wywotania te powoduja wyltacznie
zmian¢ zawartosci pola RC, ktore steruje zaokragleniamai).
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Do wlaczenia zaokraglen w dot 1 w gore mozna tez uzy¢ instrukcji
asemblera FLDCW, a odpowiednie procedury paskalowe moga miec
postacie:

procedure zaokraglenia w_dol (const stan : Word);
var nowy_stan : Word,

begin
nowy stan:=stan or $0400; // wlaczenie bitu 10
nowy stan:=nowy stan and not $0800; // wylaczenie bitu 11
asm
FLDCW nowy stan // ustalenie nowego stanu
end // stowa sterujacego FPU

end {zaokraglenia w_dol};
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Do wlaczenia zaokraglen w dot 1 w gore mozna tez uzy¢ instrukcji
asemblera FLDCW, a odpowiednie procedury paskalowe moga miec
postacie:

procedure zaokraglenia w_gore (const stan : Word);
var nowy_stan : Word,

begin
nowy_ stan:=stan and not $0400; // wytaczenie bitu 10
nowy stan:=nowy stan or $0800; // wlaczenie bitu 11
asm
FLDCW nowy stan // ustalenie nowego stanu
end // stowa sterujacego FPU

end {zaokraglenia w_gore};
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Od wersji 7 jezyka Delphi Pascal w module Math (w module

System.Math w pakiecie Delphi XE) sa dost¢epne standardowe

funkcje sluzace do ustalenia i okreslenia aktualnego rodzaju

zaokraglenia.

GetRoundMode — uzyskanie informacji o biezacym rodzaju
zaokraglania realizowanym przez FPU; wartos¢
funkcji jest typu TFPURoundingMode:

type TFPURoundingMode =(rmNearest, rmDown, rmUp,

rmTruncate);
rmNearest  — zaokraglenie standardowe, tj. do najblizszej liczby,
a w przypadku rownych odlegtosci do liczby parzystej
rmDown — zakraglenie w dot
rmUp — zaokraglenie w gore

rmTruncate — obcigcie w kierunku zera EAN(46 2 74)
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

SetRoundMode (zaokrgglenie) — okreslenie rodzaju zaokraglenia
realizowanego przez FPU
(wartoscig funkcji jest poprzedni
rodzaj zaokraglenia); parametr
zaokrgglenie 1 wartoS¢ funkcji sg
typu TFPURoundingMode

W realizacji zmiennopozycyjnej arytmetyki przedzialowej

stosujemy nastepujace wywolania:

xSetRoundMode(rmDown) — wlgczenie zaokraglenia w dot,

xSetRoundMode(rmUp) — wigczenie zaokraglenia w gore,

xSetRoundMode(rmNearest) — powrot do standardowego
zaokraglania.
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Realizacje czterech podstawowych dziatan
arytmetycznych, tj. dodawania, odejmowania, mnozenia
1 dzielenia, w arytmetyce przedziatlowej zapewniajg
w jezyku Delphi Pascal nastepujgce funkcje:
function 1add (const x, y : interval) : interval;
begin
SetRoundMode (rmDown);
Result.a:=x.aty.a;
SetRoundMode (rmUp);
Result.b:=x.b+y.b;
SetRoundMode (rmNearest)
end {1add}; EAN(E 274
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

function isub (const x, y : interval) : interval;
begin
SetRoundMode (rmDown);
Result.a:=x.a—y.b;
SetRoundMode (rmUp);
Result.b:=x.b—y.a;
SetRoundMode (rmNearest)
end {isub};

EAN(49 z 74)




Realizacja zmiennopozycyjne)
arytmetyki przedziatowe]

Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

function imul (const x, y : interval) : interval;
var xlyl, x1y2, x2yl : Extended,;
begin
SetRoundMode (rmDown);
xlyl:=x.a*y.a; xly2:=x.a*y.b; x2yl:=x.b*y.a;
with Result do
begin
a:=x.b*y.b;
if x2yl<a then a:=x2yl;
if x1y2<a then a:=x1y2;
if xlyl<a then a:=x1yl
end;
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

SetRoundMode (rmUp);
By liFp.a*y.al XIyZeexaty.b; x2yl:=x.b'\aad’
with Result do
begin
b:=x.b*y.b;
if x2y1>b then b:=x2y1;
if x1y2>b then b:=x1y2;
if x1y1>b then b:=x1yl
end;
SetRoundMode (rmNearest);
end {1imul};
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

function 1div (const X, y : interval) : interval;
var xlyl, x1y2, x2yl : Extended,;
begin
if (y.a<=0) and (y.b>=0)
then raise EZeroDivide.Create (’Dziclenie przez’
+’przedziat zawierajacy 0.)
else begin
SetRoundMode (rmDown);
xlyl:=x.a/y.a; xly2:=x.aly.b; x2yl:=x.b/y.a;
with Result do
begin
a:=Xx.b/y.b;
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach
if x2yl<a then a:=x2yl;
if x1y2<a then a:=x1y2;
if xlyl<a then a:=x1yl
end;
SetRoundMode (rmUp);
X=X .a/y.a; X1y2i=x.a/y.bax2iE=x . b/y a8
with Result do
begin
b:=x.b/y.b;
if x2y1>b then b:=x2y1;
if x1y2>b then b:=x1y2;
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

if x1yl1>b then b:=x1yl
end
end;
SetRoundMode (rmNearest)
end {1div};

Typ interval nalezy zdefiniowac nastepujaco:

type interval = record
a, b : Extended
end;
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

Typ interval mozna zdefiniowac¢ wraz z deklaracjami operatorow
przecigzonych, co utatwia programowanie obliczen na przedziatach:

type interval = record
a, b : Extended,
class operator Implicit (x : Extended) : interval;
class operator Add (x, y : interval) : interval;
class operator Subtract (x, y : interval) : interval;
class operator Multiply (x, y : interval) : interval;
class operator Divide (X, y : interval) : interval;

end;

przy czym definicje operatorow przecigzonych sg nastepujace:
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

class operator interval.4dd (x, y : interval) : interval;
begin

Result:=1add(x.y)
end {Add};

class operator interval.Subtract (x, y : interval) : interval;
begin

Result:=1sub(x,y)
end {Subtract};

class operator interval. Multiply (x, y : interval) : interval;
begin

Result:=1imul(x,y)
end {Multiply};
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Operacje zmiennopozycyjne na przedziatach

class operator interval.Divide (X, y : interval) : interval;
begin

Result:=1d1v(X,y)
end {Divide};

class operator interval Implicit (x : Extended) : interval;
var s : string;
begin
Str (x:26, s);
Result.a:=left read(s);
Result.b:=right read(s)
end {Implicit};

Operator Implicit jest operatorem
niejawnej zmiany typu. Funkcje left read
1 right read wyznaczaja odpowiednio
najwicksza liczb¢ maszynowa mniejszg
lub rowng liczbie reprezentowanej przez
tancuch s oraz najmniejsza liczbe
maszynowa wiekszg lub rowna tej liczbie.
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Przedziatowe reprezentacije liczb

Jeslhi liczba rzeczywista nie jest liczbg maszynowa, to moze
bycC reprezentowana w postaci przedziatu o koncach
bedacych dwiema sgsiednimi liczbami maszynowymi.

Proponowany sposob otrzymywania takiego przedziatu
opiera si¢ na wykorzystaniu informacji o reprezentacji
maszynowe] danej (wprowadzonej liczby).

Ograniczamy si¢ do liczb typu Extended (typu
rzeczywistego jezyka Delphi Pascal o najwieksze;j
precyzji 1 najwickszym zakresie).
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Przedziatowe reprezentacije liczb

Oznaczmy:
a — liczba wprowadzona do programu,

x — zmienna, w ktorej jest zapamigtana reprezentacja
maszynowa (typu Extended) liczby a,

sa — zmienna typu tancucha dtugiego (AnsiString),
w ktorej jest przechowywany cigg wprowadzonych
znakow liczby a,

sx — zmienna typu tancucha dtugiego, w ktorej
zapamietujemy statoprzecinkowg, dziesietng wartosc
reprezentacji maszynowe] liczby a, czyli wartosc¢
zmienne] x odczytang z j€) wewngtrznej postaci.
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Przedziatowe reprezentacije liczb

Jesli liczbe wprowadzono w zapisie zmiennopozycyjnym, to

w tancuchu sa dokonujemy konwersj1 do zapisu statopozycyjnego.
Z uwagi na zakres liczb typu Extended tancuch ten bedzie zawieral
mniej niz 5000 znakow, co wobec dozwolonych rozmiarow
tancuchow dtugich, ograniczonych praktycznie tylko dost¢png
pamigcia, nie jest duzo.

Przypadek 1: sa = sx

Liczba a jest reprezentowana dokladnie w komputerze,
a wigc przedziat jej maszynowe] reprezentacji ma
szerokos¢ 0 (przedziatem tym jest [x, x]).

EAN(60 z 74)




Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedziatowej

Przedziatowe reprezentacije liczb
Przypadek 2: sa # sx

Analiza wewnetrznej reprezentacii liczb typu Extended
prowadzi do wniosku, ze przy rownych cechach mantysy
dwoch sasiednich liczb maszynowych w tym typie

roznia sie 0 2.

Zatem dodajac jedynke dwojkowa na ostatnim bicie
wewnetrzne) reprezentacjl mantysy zmiennej x oraz
wykonujac wynikajace stad ewentualne modyfikacje cechy
otrzymamy nastepng liczb¢ maszynowg w stosunku do
wartosci zmiennej Xx.

Z kolel, gdy odeymiemy jedynke dwojkowa na ostatnim
bicie, to otrzymamy poprzednig liczb¢ maszynowa. ..er.q
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Przedziatowe reprezentacije liczb

Zamiast tych operacji mozemy do zmiennej x dodac

1 0dja¢ zmienng eps, ktorej] wartos¢ wyznacza wewnetrzna
(znormalizowana) posta¢ mantysy rowna 1 1 cecha
mniejsza o 63 od wartosci cechy w wewnetrzne;
reprezentacjl wartosSci zmiennej X.

Wyznaczenie takiej wartosci zmiennej eps jest mozliwe dla kazdej
zmiennej x typu Extended, ktorej bezwgledna warto$¢ jest o 2%
(okoto 5-10*%) wieksza od minimalnej dodatniej liczby w tym typie.
Wobec dolnego ograniczenia zakresu liczb typu Extended do okoto
3,6:10"*°! wystarczy przyjac¢ za dolna granice zakresu rozwazanych
wielkos$ci warto$¢ 10777,
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Przedziatowe reprezentacije liczb

Otrzymane wartosci przypisujemy zmiennym:
nx — w przypadku liczby maszynowej nastepnej,
px — w przypadku liczby maszynowej poprzednie;,
snx — tancuch zawierajacy odpowiednik dziesietny
(w postaci statopozycyjnej) wartosci zmiennej nx,
spx — tancuch zawierajacy odpowiednik dziesietny
(w postaci statopozycyjnej) wartosci zmiennej px.

Po wykonaniu tych operacji dysponujemy czterema
tancuchami dlugimi: sa, sx, spx oraz snx.
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Przedziatowe reprezentacije liczb

Jeshi wprowadzilismy liczbe dodatnig, to wystarczy teraz

sprawdzic, ktora z nast¢pujacych par relacji tancuchowych
jest prawdziwa:

Spx. < S@E sx czy tcz Sxe®s5a < sHx.

Jeshi prawdziwa jest pierwsza para nierOwnosci, to
przedziatem zmiennopozycyjnym reprezentujacym liczbe
rzeczywistg (niemaszynowag) a jest przedzial [px, x],

a w drugim przypadku — przedzial [x, nx].
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Przedziatowe reprezentacije liczb

Zauwazmy, ze¢ dla liczby dodatniej nierOwnosci

8oy <Sa 1 sa < Snx
sg zawsze spelnione (jeshi wprowadzona liczba jest
reprezentowana doktadnie w komputerze, to sa = sx,
a ponadto spx < sx < snx). Dlatego w praktyce wystarczy
wyznaczy¢ tylko tanuchy sa 1 sx oraz ograniczyc¢ si¢ do
sprawdzenia poprawnosci jednej z relacyi

sa<sx lub sx <sa.
W przypadku liczby ujemnej, gdy prawdziwa jest pierwsza
nierownosc, to poszukiwanym przedzialem jest [x, nx],
a gdy druga — przedziat [px, x]. 3
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Przedziatowe reprezentacije liczb

Realizacja przedstawionego algorytmu w programie wcale
nie jest tatwa. Gtowna trudnos¢ polega na konstrukcji
tancuchow dlugich z dziesietng, stalopozycyjng postacia
wewnetrznych reprezentacii liczb.

Uwaga: Jesli dana jest przedziatem rzeczywistym
(w sensie matematycznym), to za lewy koniec
przedzialu maszynowego przyjmujemy najwigksza
liczbe maszynowg < lewemu koncowi przedziatu
rzeczywistego, a za prawy koniec — najmniejszg
liczbe maszynowa > prawemu koncowi tego
przedziatu. i
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Przykiad
Rozwazmy uktad rownan liniowych Boothroyda-Dekkera
AXx =Db, gdziex, b € R", A oznacza macierz kwadratowq

stopnia n, ktorej wspotczynniki sq okreslone wzorem
n-1

(n+i—]}
Gl o1 ) n-j

a wielkoscib, =i (i=1, 2, ..., n). Rozwiqzanie doktadne
tego uktadu ma postac

v = (-)'G-1), i=12,...,n

N

i, j=12,...,m;

b

'i+j—l
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Przyklad (cd.)

Do rozwigzania tego uktadu zastosowano metode elimina-
cji Gaussa z petnym wyborem elementu podstawowego.

Przy zaokrggleniach standardowym, w gore i w dot
otrzymano nastepujgce wyniki.:

Rozwiazanie '"normalne"

x[ 1] = -0.00000000004743192
x[ 2] = 1.00000000045157710
x[ 3] = -2.00000000238984643
x[ 4] = 3.00000000926638707
x[ 5] = -4.00000002935040749
x[ 6] = 5.00000008041954110
x[ 7] = -6.00000019736256904
x[ 8] = 7.00000044395588679
x[ 9] = -8.00000093031922800

x[10] 9.00000183787835168
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Przyklad (cd.)

x[ 1]
x[ 2]
x[ 3]
x[ 4]
x[ 5]
x[ 6]
x[ 7]
x[ 8]
x[ 9]
x[10]

Rozwiazanie przy
w gore

.00000000004669545 -0
.99999999952417554 i
.99999999734731506 -2
.99999998928228114 35
.99999996489990830 -4
.99999990113041707 o
.99999975164410683 -6.
.99999943012533486 748
.999900878513889253 -8.
.99999756377489755 9

Srodek

zaokragleniach

w déi
.00000000001606113
00000000017043271
.00000000097625318
00000000402198646
.00000001336713452
00000003808894987
00000009656985761
00000022328708134
00000047905955295
.00000096592257091

x[ 1]
x[ 2]
x[ 3]
x[ 4]
x[ 5]
x[ 6]
x[ 7]
x[ 8]
x[ 9]

SJSoubkWMNMNRER OO

"przedziaitu"

.00000000001531716
.99999999984730412
.99999999916178412
.99999999665213380
.99999998913352141
.99999996960968347
.99999992410698222
.99999982670620810
.99999963209922274

do rozw.

Szerokosci
"przedziatéw"
.00000000006275657
.00000000064625717
.00000000362893812
.00000001473970533
.00000004846722622
.00000013695853281
.00000034492575078
.00000079316174648
.00000169392066042
.00000340214767336
Réznica w stosunku
"normalnego"
0.00000000006274908

eNolNeoNeNeNoNolNoNeNe

-0.00000000060427298

0.00000000322806232

-0.00000001261425327

0.00000004021688608

-0.00000011080985763

0.00000027325558682

-0.00000061724967869

0.00000129822000526u(69 z 74)
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Przyklad (cd.)

Analiza przedstawionych wynikow prowadzi do wniosku, ze przy
kazdym rodzaju zaokrgglania FPU otrzymane rozwigzania sq
obarczone dosc¢ duzym bledem, przy czym rozwigzanie uzyskane przy
standardowym zaokrgglaniu wcale nie musi by¢ doktadniejsze
(porownaj wartosci X[1]).

Ponadto rozwigzanie ,,normalne" niekoniecznie musi leze¢ wewngtrz

przedziatu wyznaczonego przez dwa pozostate rozwigzania (zobacz,
na przyktad, wartosci X[6]). Przedziatu tego nie nalezy tez uwazac za

rozwiqzanie przedziatowe w sensie arytmetyki przedziatowej.

Przy okazji zwrocmy takze uwage na zaokrgglenia wykonywane
przez procedure Writeln — wyswietlone roznice wartosci nie sq
rowne roznicy wyswietlonych wartosci.
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Przyklad (cd.)
Zastosowanie zmiennopozycyjnej arytmetyki przedziatowej:

Rozwigzanie Szerokosci

przedziatowe przedziatow
x[ 1]=[-0.00000000000000000,-0.00000000000000000] 0.00000000000000E+0000
x[ 2]=[ 1.00000000000000000, 1.00000000000000000] 0.00000000000000E+0000
x[ 3]=[-2.00000000000000000,-2.00000000000000000] 0.00000000000000E+0000
x[ 4]=[ 3.00000000000000000, 3.00000000000000000] 0.00000000000000E+0000
x[ 5]=[-4.00000000000000000,-4.00000000000000000] 0.00000000000000E+0000
x[ 6]=[ 5.00000000000000000, 5.00000000000000000] 0.00000000000000E+0000
x[ 7]=[-6.00000000000000000,-6.00000000000000000] 0.00000000000000E+0000
x[ 8]=[ 7.00000000000000000, 7.00000000000000000] 0.00000000000000E+0000
x[ 9]=[-8.00000000000000000,-8.00000000000000000] 0.00000000000000E+0000
x[10]=[ 9.00000000000000000, 9.00000000000000000] 0.00000000000000E+0000

Przez zastosowanie arytmetyki przedzialowej w jezyku
Delphi Pascal otrzymalismy zatem rozwiqgzanie dokladne!

Oczywiscie w ogolnosci, tj. dla dowolnego ukiadu rownan
liniowych, tak nie musi byc.
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedziatowe]

Przyklad (cd.)

Dla uktadu rownan postaci

1,0x, +45x, + 1,2x; + 2,1x, + 2,52x, = 2,1;
5,9x, +3,3x, +9,9x; +1,848x, +2,31x, = 1,98;
2,2x, + 1,485x, +4,752x, +9,24x, + 1,188x, = 1,0395;
7,15x, +5,148x, + 1,716x; +3,432x, + 4,5045x, = 4,004;
2,002x, + 1,5015x, + 5,148x; + 1,05105x, + 1,4014x, = 1,26126;

otrzymuje Sie nastepujgce rozwigzanie przedziatowe:

Rozwiazanie Szerokosci
przedziatowe przedziatow
x[ 1]1=[-0.00771054612831261,-0.00771054612831209] 5.16238205747763E-0016
x[ 2]=[-0.10075588680675287,-0.10075588680675171] 1.16191236319840E-0015
x[ 3]=[ 0.00081505200045489, 0.00081505200045508] 1.94743038969131E-0016
x[ 4]1=[-0.00057063465615305,-0.00057063465615292] 1.37354068633369E-0016
x[ 5]=[ 1.01640170918098016, 1.01640170918098248] 2.32008422890173E-0015
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Realizacja zmiennopozycyjnej
arytmetyki przedziatowe]

Przyklad (cd.)
Na podstawie otrzymanego rozwiqzania przedziatowego
mozna jednak okreslic¢ rozwigzanie danego ukiadu

z doktadnoscig do 14. miejsca po przecinku:

%7 40,0074 B84612831, x, =01 00750 3368 CEHOS
X577/ - 0,000688) 52 00045, T =~ 0,0005066H086 |
xs= 1,01640170918098.

Czy moglibysmy podac rozwigzanie podanego uktadu
z takg samgq doktadnosciq przy zastosowaniu wykilej
arytmetyki zmiennopozycyjnej?
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