Elementy analizy numerycznej
wyktad 1

zadania (obliczenia na przedziatach)

1. Obliczy¢
a) [_la O] + [Oa 7[]
Korzystamy z definicji dodawania przedziatow:

[x]+[yv]=[x, X]+ [y, ¥]=[x+y, X+ ¥].

Mamy:
[-1,0]+[0,7]=[-1+0,0+ 7] =[-1, 7].

Korzystamy z definicji odejmowania przedziatow:

[x]-v]=[x, ][y, ¥y]I=[x-y,Xx - y].

Otrzymujemy:
[L4]-[1,4]=[1-4,4-1]=[-3,3].
Zauwazmy, ze odjecie przedziatu od siebie nie daje wartosci 0, lecz przedzial zawierajacy

liczbg 0.
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d) [2,4]-3

Liczba 3 to przedzial punktowy [3, 3]. Mamy wigc:
[2,4]-3=[2,4]-[3,3]=[2-3,4-3]=[-11].

e) 3—[2,4]=[3,3]-[2,4]=[3-4,3-2]=[-11].

f) —1-[2,5]
Liczbe -1 traktujemy jako przedziat punktowy [~ 1, - 1] o korzystamy z definicji mnoze-

nia przedziatow:
[x]-[y]=[x,x]-[y, ¥]
=[min{xy, xy, Xy, Xy}, max{xy, xy, Xy, Xy}].

Otrzymujemy:
-1:12,5]1=[-1,-1]-[2,5] =[min{-1-2,—-1-5}, max{-1-2,—1-5}]

=[min{-2, — 5}, max{-2, - 5}]=[-5, - 2].



g) [-2,3]-[-2,3]=[min{-2-(-2), - 2-3,3-(=2),3- 3},
max{~2-(=2), - 2-3,3-(=2),3-3}]
= [min{4, — 6,9}, max {4, — 6, 9}]=[-6, 9].

Zauwazmy, ze podniesienie przedziatu [-2, 3] do kwadratu daje inny przedziat. Zgodnie
z definicja kwadratu przedziatu
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gdzie
([x])= min{| x|:x e[x] =[x, x]},

‘[x]‘zmax{‘x‘:x e[x]z[g,)?]}zmax{‘g
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mamy bowiem

[-2,3]% = [(minﬂ x|:x e[-2, 3]})2 , (max{| x|:x e[-2, 3]})2} - [0, 9].

Uwaga: Liczby | [x] | nie nalezy myli¢ z warto$cia bezwzgledna przedziatu [x], ktora jest
elementarna funkcja przedzialowa okreslona nastgpujaco:

abs([x]) = [([x]),|[x] ]
b (1,421 [-1,1]=[min{l- (=1),1- 1,42 - (=1),2 - 1},
max{l-(=1),1-1,v/2 - (=1),v/2 - 1}]
—[min{=1, 1, — +/2,+2}, max{—1,1, - v/2,42}]= [-/2,2].

D [1,2]/[-2,-1]

Korzystamy z definicji dzielenia przedzialow:
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Przedzial, przez ktéry ma zosta¢ wykonane dzielenie zawiera 0. Dziatanie nie jest wigc
okreslone.

2. Znalez¢ przyktady przedziatéw [x], [y] 1 [z], dla ktorych w relacji
[x]([y]+[z]) < [x][y]+[x][=z] (*)

zachodzi zawieranie wlasciwe, tzn. przedzial lewostronny lezy catkowicie we wngtrzu prze-
dzialu prawostronnego (przedziaty takie nie moga mie¢ wspolnych koncow). Jezeli przedziat
lewostronny oznaczymy przez L, a prawostronny przez P, to potozenie przedzialdéw powinno
by¢ takie, jak na ponizszym rysunku.
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Przedzialami takimi moga by¢
[x]=[1,2], [¥]=[2,3], [z]=[-4,-3]
Mamy bowiem
L=[12](2,3]+[-4,—- 3] =[1,2][-2,0]
=[min{l-(-2),1-0,2-(-2),2-0}, max{l-(-2),1-0,2-(-2),2-0}]
=[min{-2,0, -4}, max{-2,0,—4}]=[-4,0],
P=[1,2][2,3]+[1,2][-4,—- 3]
=[min{l-2,1-3,2-2,2 -3}, max{l-2,1-3,2-2,2-3}]
+[min{l-(-4),1-(=3),2-(-4),2-(=-3)}, max{l-(=4),1-(=3),2- (-4),2- (-3)}]
=[min{2, 3,4, 6}, max{2, 3,4, 6} ]+ [min{—4, — 3, - 8, — 6}, max{-4,— 3,— 8, — 6}]
=[2,6]+[-8,—-3]=[-6, 3]

1 widzimy, ze przedziat L lezy catkowicie we wnetrzu przedziatu P.

Ciekawostka: Jesli wybierzemy dwa przedziaty o obu koncach dodatnich i trzeci o obu kon-
cachujemnych lub dwa przedziaty o obu koncach ujemnych i trzeci i obu koncach dodatnich,
to relacja (*) zawsze bedzie zwieraniem wlasciwym. Nie wyczerpuje to jednak wszystkich
mozliwych przypadkow.

. Poda¢ przykiad przedziatu, dla ktérego
[x]* <[] [x]. (*%)

Jeden przyktad zostat podany na wyktadzie. Inny przyktad podano w zad. 1 g) dla przedziatu
[-2, 3], dla ktorego [-2, 3] =1[0,9],a[-2,3] - [-2, 3] =[-6, 9].

Jesli jeden koniec przedzialu jest ujemny, a drugi dodatni, to zawsze zachodzi relacja (**).



4. Na przyktadzie trzech, matematycznie rownowaznych, zapisoOw funkcji f zmiennej rzeczy-
wistej x:
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pokazaé, ze jej rozszerzenia przedziatlowe moga by¢ rozne. Jaka jest warto$¢ funkcji prze-

dzialowej odpowiadajacej danej funkcji rzeczywistej dla podanego przedziatu?

Rozwazmy najpierw dla podanego przedziatu wartos¢ funkcji przedziatowej.Definicja takiej
funkcji (odpowiadajacej danej funkcji zmiennej rzeczywistej) jest nastgpujaca:

f@xD= | f.

x €[x]

Poniewaz funkcja fjest symetryczna, wigc zakres jej wartosci dla x € (-2, 2) jest dany wzo-
rem

FIxD =1/ (<[x1>), £ (| [x1P]-
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Zatem

Wykres funkcji f(x) oraz otrzymany przedzial przedstawiono na rysunku.



[x]

Dla pierwszego zapisu funkcji zmiennej rzeczywistej jej rozszerzenie przedziatowe jest
nastgpujace:

1 1
+
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i dla podanego przedzialu mamy
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Otrzymany przedziat zaznaczamy na rysunku. Widzimy, Ze jest on znacznie szerszy od
przedziatu, ktory otrzymaliSmy dla funkcji przedziatowe;.
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Dla drugiego zapisu funkcji rzeczywistej mamy rozszerzenie przedziatowe postaci
4
PG = s
. 4~ [x]-[x]

1 otrzymujemy
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Przedziat ten takze zaznaczamy na rysunku i widzimy, Ze jest on we¢zszy od przedzialu

otrzymanego poprzednio, ale w dalszym ciagu szerszy niz przedzial otrzymany dla funkcji
przedziatowe;.



Trzecie rozszerzenie przedzialowe funkcji zmiennej rzeczywistej jest nastepujace:

£ (I =—2—.

4 —[x]

Dla przedziatu [x] = {— %, %} mamy
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Otrzymali$my taki sam przedzial, jak dla funkcji przedziatowej (zob. rysunek).
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Rozwiazanie zadania pokazuje empiryczny fakt, ze w celu otrzymania przedziatu o naj-
mniejszej szerokos$ci z kilku matematycznie rownowaznych zapisow funkcji zmiennej rze-
czywistej nalezy wybra¢ zapis, w ktorym argument x wystgpuje najmniejsza liczbg razy
i dla niego skonstruowac rozszerzenie przedziatowe tej funkcji.



