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Problem klasyfikacji

]

Trenowanie klasyfikatora liniowego: btad 0/1

Relaksacja btedu 0/1

Regresja logistyczna

Optymalizacja regresji logistycznej: metoda Cauchy’'ego
@ Optymalizacja regresji logistycznej: metoda Newtona
Przyktad

B Zawiasowa funkcja btedu
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Problem klasyfikacji

m Przewidywania/wyjasnienie jednej zmiennej dyskretnej (V)
przez inne zmienne (X).
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Problem klasyfikacji

m Przewidywania/wyjasnienie jednej zmiennej dyskretnej (V)
przez inne zmienne (X).
m Klasyfikacja vs. regresja:
m Regresja — Y ciagta.
m Klasyfikacja — Y dyskretna, np. Y € {1,...,K}.
m Wartosci Y nazywane: klasami, kategoriami, etykietami, . ...

Przyktady

®m X — wyniki testéw medycznych, Y € {chory, zdrowy}.

m X — jasnos¢ pikseli w obrazie Y € {0,...,9} — cyfra na
obrazie.

m X - stowa w dokumencie tekstowym, Y € {spam, niespam}.

m X — tre$¢ strony internetowej + stowa kluczowe zapytania,

Y € {odwiedzona, nieodwiedzona} — czy strona zostata(by)
odwiedzona po pokazaniu w wyszukiwarce.



Przyktad

m Zbidr uczacy: IRIS (Ronald Fisher, 1936)
m Zmienne wejsciowe (X): sepal-length,
sepal-width, petal-length, petal-width

® Zmienna wyjsciowa (Y): type

X X3 Xy Y
sepal length | sepal width | petal length | petal width type
4.4 2.9 14 0.2 setosa
6.8 2.8 4.8 14 versicolor
5.1 3.5 14 0.2 setosa
7.7 3.0 6.1 23 virginica
6.2 2.9 43 1.3 versicolor
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m Zbidr uczacy: IRIS (Ronald Fisher, 1936)
m Zmienne wejsciowe (X): sepal-length,
sepal-width, petal-length, petal-width

® Zmienna wyjsciowa (Y): type

X X3 Xy Y
sepal length | sepal width | petal length | petal width type
4.4 2.9 14 0.2 setosa
6.8 2.8 4.8 14 versicolor
5.1 3.5 14 0.2 setosa
7.7 3.0 6.1 23 virginica
6.2 2.9 43 1.3 versicolor
4.0 2.9 1.9 1.0 ?

5/47



Klasyfikator

m Klasyfikator to funkcja, ktéra kazdemu x przyporzadkowuje
przewidywana klase 3.

m Klasyfikator jest zwykle wyznaczany (uczony) na podstawie
zbioru danych (treningowych).

m Klasyfikator dzieli przestrzen x-éw na obszary odpowiadajace
przewidywanym klasom.
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Przyktad — 2 klasy

Hastie, Tibshirani, Friedman, Elements of Statistical Learning
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Przyktad — 2 klasy

Hastie, Tibshirani, Friedman, Elements of Statistical Learning

Uzycie klasyfikatora typu ,najblizszy sasiad” (nearest neighbour). &4
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Przyktad — 2 klasy

Hastie, Tibshirani, Friedman, Elements of Statistical Learning

Klasyfikator liniowy: granica decyzyjna jest funkcjg liniowa. 0/47



Przyktad — 3 klasy (lris)

Hastie, Tibshirani, Friedman, Elements of Statistical Learning

Klasyfikator liniowy: granica decyzyjna jest funkcja liniowa. oo
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» Klasy zwykle kodowane jako Y € {—1,+1}.
m Klasyfikator ztozony z dwéch czescei:
m Funkcja liniowa X:

f(X) = Wy —+ ijXj = ’U)TX
j=1

m Klasyfikacja poprzez progowanie w zerze:

o= {20 o)

m Dla wiekszej ilosci klas zwykle rozbicie problemu na problemy
dwuklasowe (jedna klasa vs. pozostate klasy).
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Klasyfikacja liniowa — 2 klasy

m Granica decyzyjna jest funkcja liniowa

» Klasy zwykle kodowane jako Y € {—1,+1}.
m Klasyfikator ztozony z dwéch czescei:
m Funkcja liniowa X:

f(X) = Wy —+ ijXj = ’U)TX
j=1

m Klasyfikacja poprzez progowanie w zerze:
- 41 jedli f(X)>0
Y(X) = { “1 jedi f(x) <0 = serUX))
m Dla wiekszej ilosci klas zwykle rozbicie problemu na problemy
dwuklasowe (jedna klasa vs. pozostate klasy).
m Model liniowy jest bardzo ogdlny:
m Przyktfad: klasyfikacja wielomianowa to klasyfikacja liniowa!
® Majac X, tworzymy zmienne X; = X, Xo = X2, X3 = X3, ...
f(X) =w1X+w2X2+...—|—w0 =w X1 +weXo+...4+wy
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Trenowanie klasyfikatora liniowego: btad 0/1
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Trenowanie klasyfikatora liniowego

m Majac zbidr uczacy (x1,41),- .., (®n, yn), jak znalezé wektor
wspbtczynnikéw w?
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Trenowanie klasyfikatora liniowego

m Majac zbidr uczacy (x1,41),- .., (®n, yn), jak znalezé wektor
wspbtczynnikéw w?

Podejscie I: Minimalizacja btedu klasyfikacji

m Naturalny btad klasyfikacji (btad 0/1): liczba niepoprawnie
sklasyfikowanych obserwacji.

m Wyznacz wspétczynniki w jako te, ktére minimalizuja
catkowity btad klasyfikacji na danych.
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Minimalizacja btedu klasyfikacji

m Prosty zapis btedu klasyfikacji (y;,9; € {—1,1}):
1 jesli y;9; <0 N
Ot 0 jeéli yilji >0 ]l[ylyz - 0]’

gdzie 1[C] to funkcja indykatorowa: C 7 1 : O.
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Minimalizacja btedu klasyfikacji

m Prosty zapis btedu klasyfikacji (y;,9; € {—1,1}):
1 jesli y;9; <0 N
Ot 0 jeéli yigi >0 ]l[ylyz - 0]7

gdzie 1[C] to funkcja indykatorowa: C 7 1 : O.
m Minimalizujemy:

n
min : L = E err;
i=1

= Afyidi < 0]
=1

= Z]l[yiw—ra:i <0].

=1

m Silnie nieliniowy problem z powodu funkcji indykatorowe;.
m Mozna pokazaé, ze w ogdlnosci problem jest NP-trudny!
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Sprowadzenie do problemu liniowego catkowitoliczbowego

= Wprowadzamy zmienne binarne err; € {0, 1}, ktére okreslaja
btedy klasyfikacji.
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Sprowadzenie do problemu liniowego catkowitoliczbowego

= Wprowadzamy zmienne binarne err; € {0, 1}, ktére okreslaja
btedy klasyfikacji.
» Minimalizujemy liniowa funkcje L = "7 | err;.
m Chcemy wprowadzi¢ ograniczenia liniowe, ktére gwarantuja, ze
err; = ]l[yinmi <0
yiw ' z; < M(1 — err;),

yinch- > —Merr; + €,

gdzie M jest bardzo duza liczba, a € bardzo matjy liczba.
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Sprowadzenie do problemu liniowego catkowitoliczbowego

n
min L = E err;
=1

p.o. yw x; < M(1 — err;) i=1,...,n
p-o. yina:i > —Merr; + ¢ 1=1,...,n
err; € {0,1} i=1,...,n
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Sprowadzenie do problemu liniowego catkowitoliczbowego

n
min L = E err;
=1

p.o. yw x; < M(1 — err;) i=1,...,n
p-o. yinmi > —Merr; + ¢ 1=1,...,n
err; € {0,1} i=1,...,n

Oczywiscie, problem jest nadal NP-trudny ...
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Relaksacja btedu 0/1
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Btad klasyfikacji

m Przypomnijmy, ze btad 0/1 ma postaé err; = 1[y;w "x; < 0].
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Btad klasyfikacji

m Przypomnijmy, ze btad 0/1 ma postaé err; = 1[y;w "x; < 0].

= Wprowadzamy pojecie marginesu (margin) marg; = y;w ' x;.

m Dodatni margines oznacza poprawng klasyfikacje (brak btedu),
ujemny margines oznacza niepoprawna klasyfikacje (bfad).

<o
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error
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|
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|

-3 -2 -1 0o .1 2 3
margin = yw x

m Giéwny problem: nieciggty btad klasyfikacji.
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Relaksacja btedu klasyfikacji

Dokonujemy relaksacji nieciagtego btedu 0/1 do ciagtego btedu
bedacego nadal funkcja marginesu.
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Relaksacja btedu klasyfikacji

Dokonujemy relaksacji nieciagtego btedu 0/1 do ciagtego btedu
bedacego nadal funkcja marginesu.

m Zrelaksowany btad powinien by¢ funkcjg nieujemna i osiggaé
zero dla nieskoficzonego marginesu (chcemy, aby rozwigzanie
bezbtedne miato btad zerowy).

m Zrelaksowany btad powinien by¢é malejaca funkcja marginesu
(im wiekszy margines, tym mniejszy btad).

m Zrelaksowany bfad powinien byé wypukta funkcja marginesu
(daje to problem o ztozonosci wielomianowej).
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Relaksacja btedu klasyfikacji
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Relaksacja btedu klasyfikacji
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Relaksacja btedu klasyfikacji
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Regresja logistyczna
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Btad logistyczny

err(margin) = log(1 + exp(—marg)) = log(1 + exp(—yw "))

— 0/1
—— logistyczny

error
1 1 1

00 05 10 15 20 25 30

:

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 T 1 2 3
margin = yw 'x
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Btad logistyczny

err(margin) = log(1 + exp(—marg)) = log(1 + exp(—yw "))

— 0/1
—— logistyczny
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error
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margin = yw 'x

m Btad logistyczny otrzymujemy poprzez:
wziecie funkgji liniowej w "z,
przemnozenie przez prawdziwa etykiete klasy y, otrzymujac
margines marg = yw ' x,
przeksztatcenie przez nieliniowa funkcje log(1 + exp(—marg)).
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Dlaczego btad logistyczny?

» Wynika z popularnego modelu statystycznego (szczegdty:
wyktad dr. Dembczyniskiego).
m Ma bardzo dobre wiasnosci:

m Jest funkcja wypukta (prosta do optymalizacji = jedno
minimum globalne).

m Dla duzego dodatniego marginesu marg wyktadniczo szybko
zbiega do zera:

log(1 + exp(—marg)) ~ exp(—marg),

gdzie skorzystaliSmy z rozwiniecia Taylora log(1 + z) ~ z dla
matych z.
m Dla silnie ujemnego marginesu marg rosnie liniowo:

log(1 + exp(—marg)) ~ log(exp(—marg)) = —marg.

Odporna na wartosci odstajace!
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Regresja logistyczna

m Minimalizacja catkowitego btedu logistycznego na zbiorze
uczacym.

min : L(w) = Zlog(l + exp(—yw ' ;).
i=1
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min : L(w) = Zlog(l + exp(—yw ' ;).

i=1

m Ciggta (i wypukta) funkcja bez ograniczen.
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Regresja logistyczna

m Minimalizacja catkowitego btedu logistycznego na zbiorze
uczacym.

min : L(w) = Zlog(l + exp(—yw ' ;).
i=1

m Ciggta (i wypukta) funkcja bez ograniczen.
m Mozemy uzy¢ jednej z poznanych metod optymalizacji
poznanych na wyktadzie.
m Po optymalizacji wspdtczynnikéw, klasyfikacja nowych
obserwacji uzywajac funkgji:
Y =sgn(w' X)
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Optymalizacja regresji logistycznej: metoda Cauchy’ego
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Metoda Cauchy'ego (spadek wzdtuz gradientu)

Zaczynamy od rozwigzania wg = 0.
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Metoda Cauchy'ego (spadek wzdtuz gradientu)

Zaczynamy od rozwigzania wg = 0.
Dla k =1,2,... az do zbieznosci

m Wyznaczamy gradient w punkcie wg_1, Vi (wg_1).
m Robimy krok wzdtuz negatywnego gradientu:

Wi = Wi—1 — oV (wr—1),

gdzie oy, jest dtugoscig kroku ustalong przez przeszukiwanie
liniowe.
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Metoda Cauchy'ego (spadek wzdtuz gradientu)

m Funkcja celu:

L(w) = > log(1 + exp(—yiw” ;).
=1
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Metoda Cauchy'ego (spadek wzdtuz gradientu)

m Funkcja celu:

L(w) = > log(1 + exp(—yiw” ;).
=1

= Pochodne: " .
OL(w) _ N~ —Yivij exp(—yiw @) _ > — Y
dw; 1+ exp(—y;w " x;) 1+ exp(yiw ;)

=1 i=1
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Metoda Cauchy'ego (spadek wzdtuz gradientu)

m Funkcja celu:

L(w) = > log(1 + exp(—yiw” ;).
=1

m Pochodne: " .
OL(w) _ N~ —Yivij exp(—yiw @) _ > — Y
dw; —~ 1+exp(—yw @) — 1+ exp(yaw ;)
m Gradient:

Vi(w) = — Z YiTi

— 1+ exp(yaw ;)
m Krok wzdtuz gradientu:

n
Yi L
WE = W1 + ag Z
=1

1+ exp(yw'x;)
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Interpretacja kroku wzdtuz gradientu

1
1+ exp(yiw ' x;)

n
w = wp1 + g Y vixiBi, B

=1
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Interpretacja kroku wzdtuz gradientu

1
1+ exp(yiw ' x;)

n
Wy, = Wg_1 + Z Yix; B, Bi
i=1
Kierunek kroku determinowany przez sume ,wptywdw obserwacji”
o postaci y;x;5;.
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Interpretacja kroku wzdtuz gradientu

1
1 +exp(yiw ! x;)

n
Wy, = Wg_1 + Z Yix; B, Bi
i=1
Kierunek kroku determinowany przez sume ,wptywdw obserwacji”
o postaci y;x;5;.
m jesli y; = 1, to kierunek jest w strone wektora x;

30/47



Interpretacja kroku wzdtuz gradientu

1
1 +exp(yiw ! x;)

n
Wy, = Wg_1 + Z Yix; B, Bi
i=1
Kierunek kroku determinowany przez sume ,wptywdw obserwacji”
o postaci y;x;5;.
m jesli y; = 1, to kierunek jest w strone wektora x;
m jedli y; = —1, to kierunek jest w strone przeciwng do x;

30/47



Interpretacja kroku wzdtuz gradientu

1
1 +exp(yiw ! x;)

n
Wy, = Wg_1 + Z Yix; B, Bi
i=1
Kierunek kroku determinowany przez sume ,wptywdw obserwacji”
o postaci y;x;5;.
m jesli y; = 1, to kierunek jest w strone wektora x;
m jedli y; = —1, to kierunek jest w strone przeciwng do x;
m Wptyw danego wektora x; zalezy od wartosci 3;:

o
“
@ |
=]
© |
=]

@

<
=1

N
=1

o |
o

T T T T T
-4 -2 0 2 4
margin = yw 'x
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@ Optymalizacja regresji logistycznej: metoda Newtona
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Metoda Newtona

Zaczynamy od rozwigzania wg = 0.
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Metoda Newtona

Zaczynamy od rozwigzania wg = 0.
Dla k=1,2,... az do zbieznosci

= Wyznaczamy gradient w punkcie wy_1, Vi (wg—_1).

= Wyznaczamy hesjan w punkcie wy_1, Hp (wg_1).
u Robimy krok:

Wg = Wg—1 — (HL(wk—1))_1VL(wk—1),
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Metoda Newtona

m Funkcja celu:

L(w) = > log(1 + exp(—yiw” ;).
=1
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i=1
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m Funkcja celu:

L(w) = > log(1 + exp(—yiw” ;).

i=1
= Pochodne: " .
IL(w) _ —YiTij exp(—yinmi) _ Z —YiTij
w; = 1+ exp(—yiw ' ;) =1+ exp(yiw'x;)

m Drugie pochodne:
& L(w) _ " yiyivijri exp(yiw T ;)
wjwy = (1+ exp(yiw " z;))?

m Hesjan:
n

-
exp(y,w ' x;)

H = T '

(w) ;mlmz 1+ exp(yiw a;))?
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Interpretacja kroku Newtona
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Interpretacja kroku Newtona

Wprowadzajac ponownie §3; = zauwazamy, ze:

1
T+exp(yiw @)’
exp(y;w " x;) B exp(y;w " x;) 1

(1 +exp(yw 2;))2 (1 +exp(yw ;) 1+ exp(yw’ ;)
= Bi(1 - B)

34 /47



Interpretacja kroku Newtona

1

Wprowadzajac ponownie §3; = , Zauwazamy, ze:

1+exp(ysw T ;)
exp(yiw—rmi) _ exp(yiw—rmi) ‘ 1
(I+exp(yiwx;))?  (1+exp(yiw’z;)) 1+ exp(yiw’x;)
= Bi(1 - Bi)

m Gradient:

n n
1

v _ E e _ E B

L(w) - ylmll T exp(yi'mei) v Y B
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Interpretacja kroku Newtona

1

Wprowadzajac ponownie §3; = , Zauwazamy, ze:

1+exp(ysw T ;)
exp(yiw—rmi) _ exp(yiw—rmi) ‘ 1
(I+exp(yiwx;))?  (1+exp(yiw’z;)) 1+ exp(yiw’x;)
= Bi(1 - Bi)

m Gradient:

n n
1

v _ E e _ E B

L(w) - ylmll T exp(yi'mei) v Y B

m Hesjan:
n

X w !z, -
Hy(w) =Y wia] exp(yiw ' ;) 5= S ] Bi(1-6)
=1

— "1+ exp(yiw T x;
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Interpretacja kroku Newtona

Woprowadzajac ponownie 3; = !

Trexp(yiw T z;)’ zauwazamy, ze:
exp(yiw ' @;) _ exp(y;w | ;) | )
(I+exp(yaw’®))?  (1+exp(yiw’ @) 1+ exp(yaw ;)
= Bi(1 - i)
m Gradient:

n n
1

v _ E o _ E B

L(w) - ylmll T eXp(yi’UJTwi) v Y B

m Hesjan:
n

HL(’lU) = Z mim—r( exp(ylw mz Z ;T Tﬁz 5@

— 1+ exp(y;w ' x;))?

m Krok Newtona:

n —1 n
wy, = Wwy_1 + (Z z;z; Bi(1 — 52')) (Zyzwzﬂz)
i—1 i=1
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Interpretacja kroku Newtona

m Regresja liniowa:
n —1 n
w* = <Zmzm:) (ZW&)
i=1 i=1

m Regresja logistyczna — krok Newtona.

n —1 n
Wy = Wp—1 + (Z ] Bi(1 - 50) (Zyzivzﬁz)
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Interpretacja kroku Newtona

m Regresja liniowa:
n —1 n
w* = <Zmzm:) (ZW&)
i=1 i=1

m Regresja logistyczna — krok Newtona.

n —1 n
Wy = Wp—1 + (Z ] Bi(1 - 50) (Zyzivzﬁz)
i=1

i=1

m Rozwiazanie regresji logistycznej przez metode Newtona to
wielokrotne rozwigzywanie problemu najmniejszych kwadratéw
z obserwacjami wazonymi przez [3;!
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Przyktad
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South African heart disease

m 462 obserwacje, 160 chorych i 302 obserwacji kontrolnych.

m 7 cech wejsciowych (X)) i jedna binarna cecha wyjsciowa
(Y = zdrowy/chory).

SBP systolic blood pressures

TOBACCO cumulative tobacco (kg)

LDL low density lipoprotein cholesterol

FAMHIST family history of heart disease (present/absent)
OBESITY obesity (bmi)

ALCOHOL alcohol consumption (ltr)

AGE age (years)

DISEASE presence of heart disease (no/yes)

Hastie, Tibshirani, Friedman, Elements of Statistical Learning
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South African heart disease
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South African heart disease

feature coefficient
(intercept) -4.130
SBP 0.006
TOBACCO 0.080
LDL 0.185
FAMHIST 0.939
OBESITY -0.035
ALCOHOL 0.001
AGE 0.043
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B Zawiasowa funkcja btedu
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Relaksacja btedu klasyfikacji
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Relaksacja btedu klasyfikacji
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Zawiasowa funkcja straty

err(margin) = 0 jesli margin > 1 _ (1—margin)
gy = 1 — margin  jedli margin <1 s+

gdzie:

(a)y = 0 jesli a<O0
T )a jedli a>0.
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err(margin) = 0 jesli margin > 1 _ (1—margin)
gy = 1 — margin  jedli margin <1 s+

gdzie:

0 jesli a<0
a jesli a>0.

m Wartos¢ 1 jest tu wzieta arbitralnie — cokolwiek powyzej zera
zadziata. Dlaczego?

m Poniewaz wagi mozna przeskalowac. Btad w zerze musi by¢
jednak niezerowy, inaczej trywialne rozwigzanie w = 0 bytoby
natychmiast optymalne.
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Zawiasowa funkcja straty — optymalizacja

Minimalizacja sumy btedéw zawiasowych na danych:
n

min: Lw) = 3 (1 - yaw] @)
=1
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Zawiasowa funkcja straty — optymalizacja

Minimalizacja sumy btedéw zawiasowych na danych:
n

min : Lw) = > (1= yow] @)
i=1
Sprowadzamy do problemu programowania liniowego:
m Dla kazdego i = 1,...,n wprowadzamy zmienng err; > 0 i
chcemy zapewnié, ze
(1 — yw, x;), = err;

m Wystarczy zapewnié, ze
1-— yszZT:I:l < err;,

poniewaz bedziemy minimalizowali btedy err;.
m Dowdd:
m jedli w rozwiazaniu optymalnym 1 — y,w,  x; < err;, to
oznacza, ze err; = 0.
m Inaczej, gdyby err; > 0, mozemy zmniejszy¢ err;, co
przeczytoby optymalnosci.
44 /47



Optymalizacja

Rozwigzujemy problem:
n

min L= Z err;
i=1

p.o. 1—yiw;ra:i§erri 1=1,...,n
err; > 0 1=1,...,n
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Regresja logistyczna vs. bfad zawiasowy

— 01
———  zawiasowy
—— logistyczny

error
00 05 10 15 20 25 30

-

= .
margin = yw'x

m Oba btedy s3 do siebie bardzo podobne.

m Obie funkcje btedu prowadza do dobrych klasyfikatoréw i
zaden btad nie wydaje sie istotnie lepszy od drugiego.

m Regresja logistyczna popularnigjsza.

m Regresja logistyczna daje oszacowanie niepewnosci predykcji
(wykfad dr. Dembczynskiego).
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Koniec na dzisiaj :)

47 /47



	Problem klasyfikacji
	Trenowanie klasyfikatora liniowego: bład 0/1
	Relaksacja błedu 0/1
	Regresja logistyczna
	Optymalizacja regresji logistycznej: metoda Cauchy'ego
	Optymalizacja regresji logistycznej: metoda Newtona
	Przykład
	Zawiasowa funkcja błedu

