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Problem regres;ji

Metody regresji liniowe]

Minimalizacja kwadratéw bteddw

Minimalizacja sumy wartosci bezwzglednych btedéw

Przyktad: wycena doméw
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Problem regresji
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Problem regres;ji

m Przewidywania/wyjasnienie zmian jednej zmiennej (Y) pod
wptywem zmian innych zmiennych (X).

m Powdd: zmienne X zwykle fatwe do pozyskania, Y — trudne
lub niemozliwe do pozyskania
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Problem regres;ji

m Przewidywania/wyjasnienie zmian jednej zmiennej (Y) pod
wptywem zmian innych zmiennych (X).

m Powdd: zmienne X zwykle fatwe do pozyskania, Y — trudne
lub niemozliwe do pozyskania

Przyktady

X — ceny akgcji w ostatnim tygodniu, Y — cena akgcji jutro.

m X — wyniki testbw medycznych, Y — poziom zaawansowania
choroby.

X — wielko$¢ programu, Y — czas pisania programu.
m X — warunki na drodze, czas, lokalizacja, Y — Srednia
predkos¢ samochoddw.

X — cechy domu Y — cena domu.
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Regresja liniowa

m Modelujemy zmienng Y jako funkcje liniowa X.
m dla jednej zmiennej:
Yy = w1 X + wo

m dla wielu zmiennych:

Y:lel—i—...—l—’mem—i-woZ’LUTX—FUJO
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Regresja liniowa

m Modelujemy zmienng Y jako funkcje liniowa X.
m dla jednej zmiennej:

Y = w1 X + wy
m dla wielu zmiennych:

Y:lel—i—...—l—mem—i-woZ’wTX—f—UJo

m Model liniowy jest ogdlniejszy niz myslicie!
m Przyktad: regresja wielomianowa to regresja liniowa!

= Majac X, wprowadzamy zmienne:
X1 =X, Xo=X2X;3=X3,...

f/ = w1X+w2X2+. twy = }A/ = w X1F+we Xo+. . . 4wy
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Jak to sie zwykle robi

m Otrzymujemy zbiér danych historycznych, na ktérym znane sa

wartosci Y:
(11, %12, -+, T1ms Y1) (x1,91)
(w21, 22, . - ., Tom, Y2) (x2,92)
lub w skrécie
(xnly Tn2y -y Tum, yn) (.’I:n, yn)

6/29
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m Testujemy nasz model na osobnym zbiorze testowym (réwniez
ze znanymi wartosciami Y')
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(711,712, -, T1m, Y1) (x1,91)
(721,22, . . ., Tam, Y2) (x2,92)
lub w skrécie
(xnlyan;---axnmyyn) (mnayn)
m Wyznaczamy wspoétczynniki wq, w1y, . .., wy, na danych.

m Testujemy nasz model na osobnym zbiorze testowym (réwniez
ze znanymi wartosciami Y')
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Przyktad: szacowanie czasu pracy programistow

X Y
Rozmiar programu Oszacowany czas
186 130
699 650
132 99
272 150
291 128
331 302
199 95
1890 945
788 368

1601 961
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Przyktad: szacowanie czasu pracy programistow

X Y
Rozmiar programu Oszacowany czas
x1 = 186 y1 = 130
xro = 699 y2 = 650
r3 = 132 y3 =99
x4 = 272 ys = 150
x5 = 291 ys = 128
xe = 331 ye = 302
x7 = 199 yr =95
rg = 1890 ys = 945
T9 = 788 Yo = 368

10 = 1601 Y10 = 961
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Przyktad: szacowanie czasu pracy programistow

X Y
Rozmiar programu Oszacowany czas
z1 = 186 y1 = 130 -
T2 = 699 y2 = 650 ¢
x5 = 132 ys = 99 ) )
T4 = 272 ys = 150 =8
@5 = 291 ys = 128 “g )
x = 331 ys = 302 o
z7 = 199 yr = 95 "l
x5 = 1890 ys = 945 0
Ty = 788 yo = 368 A
z10 = 1601 Y10 = 961
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Przyktad: szacowanie czasu pracy programistow

X Y
Rozmiar programu Oszacowany czas
z, = 186 y1 = 130 :
T2 = 699 y2 = 650 .
T3 = 132 ys = 99 )
Ty = 272 ys = 150 =8
x5 = 291 ys = 128 -
z6 = 331 Y6 = 302 )
27 = 199 yr = 95 :
g = 1890 ys = 945 00
2o = 788 Yo = 368 S
10 = 1601 Ji0 = 961 wy = 45.93, w; = 0.5273
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Metody regresji liniowe]
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Jak wyznaczy¢ wspétczynniki?

Problem optymalizacji

Majac zbiér danych (x1,41), ..., (€n, Yn), wyznacz wspbtczynniki
wop, W1, - . . , Wy, tak, aby wartosci przewidywane przez model:

N T
Yi = W1Ti1 + ... + WnTim +Wo = W x; + Wy

na wszystkich danych (i = 1,...,n) byty jak najblizej prawdziwych
wartosci ;.
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Jak wyznaczy¢ wspétczynniki?

Problem optymalizacji

Majac zbiér danych (x1,41), ..., (€n, Yn), wyznacz wspbtczynniki
wop, W1, - . . , Wy, tak, aby wartosci przewidywane przez model:

i = w1Za1 + ... + WinTam +wo = W' T; + wo
na wszystkich danych (i = 1,...,n) byty jak najblizej prawdziwych

wartosci ;.

m Uwaga: zwykle dodajemy jeszcze jedng zmienng wejéciowa X
stale réwng 1 i chowamy wspdtczynnik wy do wektora w,
otrzymujac:

Ui = Woxio + W1Ti1 + . .. + WinTim = ’wT-’Bi
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Odchylenia (btedy) na danych

price [1000EUR]
300 350
L L

250
L

200
L

T T T T T T
80 100 120 140 160 180 200
area size [sq.m]

Zrédto: Hastie, Tibshirani, Friedman, Elements of
statistical learning.
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Odchylenia (btedy) na danych

price [1000EUR]

250
L

350
I

300
I

200
L

T T T T T T T
80 100 120 140 160 180 200

area size [sq.m]

Zrédto: Hastie, Tibshirani, Friedman, Elements of
statistical learning.

m Odchylenie (btad) na danym «; to réznica miedzy prawdziwa
wartoscia y;, a wartoscia przewidywana przez model g; (punkt
na prostej):

Si=yi—9i=yi—w @
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Odchylenia (btedy) na danych

price [1000EUR]

250

350

300

200

T T T T T T T
80 100 120 140 160 180 200

area size [sq.m]

Zrédto: Hastie, Tibshirani, Friedman, Elements of
statistical learning.
Odchylenie (btad) na danym x; to réznica miedzy prawdziwa
wartoscia y;, a wartoscia przewidywana przez model g; (punkt
na prostej):
Si=yi—9i=yi—w @
Jak zmierzy¢ sumaryczny btad?
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Trzy kryteria
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Trzy kryteria

= Minimalizacja sumy kwadratéw btedéw/odchylen
(least squares — LS)

n

n
min : z = Z 51,2 = Z(yz — QZ)2
=1

i=1
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Trzy kryteria

= Minimalizacja sumy kwadratéw btedéw/odchylen
(least squares — LS)

n

n
min: 2z= Z(Sf = Z:(yZ — )2
i=1

i=1

m Minimalizacja sumy wartosci bezwzglednych btedéw/odchyler
(least absolute deviations — LAD)

n n
min:  z=» |6=> |y~ Gl
=1 =1
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Trzy kryteria

= Minimalizacja sumy kwadratéw btedéw/odchylen
(least squares — LS)

n

n
min : Z = Z 51,2 = Z(yz - Qz)2
=1

i=1

m Minimalizacja sumy wartosci bezwzglednych btedéw/odchyler
(least absolute deviations — LAD)

n n
min:  z=» |6=> |y~ Gl
=1 =1

m Minimalizacja najwiekszego z btedéw
(minimax — MM)
min: z= max |§| = max |y; — i
1= n

i=1,..., =1,...,,
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Zalety i wady

LS LAD MM
optymalizacja analityczny wzér progr. liniowe progr. liniowe
stabilno$¢ rozwiazania stabilne niestabilne niestabilne
wartosci odstajace nieodporna odporna bardzo nieodporna

m Zwykle wybér miedzy LS a LAD.

m MM nie nadaje si¢ do stosowania w regresji! (poza
wyjatkowymi przypadkami).
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Odporno$¢ na wartosci odstajace

Najprostszy przypadek: Brak X, tylko Y.
Model zawiera tylko stata:

g]:wg.
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Odporno$¢ na wartosci odstajace

Najprostszy przypadek: Brak X, tylko Y.
Model zawiera tylko stata:

Q = wop-
Dane: 100 punktéw, y1 = y2 = ... = ygg9 = 1 oraz jedna
przypadkowo Zle wpisana warto$¢ yg = 1000.
Wspotczynniki wyznaczone na danych:

13/29



Odporno$¢ na wartosci odstajace

Najprostszy przypadek: Brak X, tylko Y.
Model zawiera tylko stata:
Q = wop-
Dane: 100 punktéw, y1 = y2 = ... = ygg9 = 1 oraz jedna
przypadkowo Zle wpisana warto$¢ yg = 1000.
Wspotczynniki wyznaczone na danych:
» Minimalizacja kwadratéw btedéw (LS):
min {99 (wo — 1) + (wo — 1000)2}
wo

13/29



Odporno$¢ na wartosci odstajace

Najprostszy przypadek: Brak X, tylko Y.
Model zawiera tylko stata:
Q = Wg.
Dane: 100 punktéw, y1 = y2 = ... = ygg9 = 1 oraz jedna
przypadkowo Zle wpisana warto$¢ yg = 1000.
Wspotczynniki wyznaczone na danych:
» Minimalizacja kwadratéw btedéw (LS):
min {99 (wo — 1)? + (wo — 1000)2} — wp = avg(y) = 10.99
wo

13/29



Odporno$¢ na wartosci odstajace

Najprostszy przypadek: Brak X, tylko Y.
Model zawiera tylko stata:
Q = Wg.
Dane: 100 punktéw, y1 = y2 = ... = ygg9 = 1 oraz jedna
przypadkowo Zle wpisana warto$¢ yg = 1000.
Wspotczynniki wyznaczone na danych:
» Minimalizacja kwadratéw btedéw (LS):
min {99 (wo — 1)? + (wo — 1000)2} — wp = avg(y) = 10.99
wo

= Minimalizacja wartosci bezwzglednych (btedéw) (LAD):
min {99 - wo — 1| + |wo — 1000[}
wo

13/29



Odporno$¢ na wartosci odstajace

Najprostszy przypadek: Brak X, tylko Y.
Model zawiera tylko stata:
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Odporno$¢ na wartosci odstajace

Najprostszy przypadek: Brak X, tylko Y.
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Odporno$¢ na wartosci odstajace

Najprostszy przypadek: Brak X, tylko Y.
Model zawiera tylko stata:
Q = wop-
Dane: 100 punktéw, y1 = y2 = ... = ygg9 = 1 oraz jedna
przypadkowo Zle wpisana warto$¢ yg = 1000.
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wo

» Minimalizacja najwigkszego btedu (MM):
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Odporno$¢ na wartosci odstajace

Najprostszy przypadek: Brak X, tylko Y.
Model zawiera tylko stata:
Q = wop-
Dane: 100 punktéw, y1 = y2 = ... = ygg9 = 1 oraz jedna
przypadkowo Zle wpisana warto$¢ yg = 1000.
Wspotczynniki wyznaczone na danych:
» Minimalizacja kwadratéw btedéw (LS):
min {99 (wo — 1)? + (wo — 1000)2} — wp = avg(y) = 10.99
wo

» Minimalizacja warto$ci bezwzglednych (btedéw) (LAD):
min {99 - wg — 1| + |wo — 1000} = wo = median(y) =1
wo

» Minimalizacja najwigkszego btedu (MM):
min max {|wy — 1|, |wg — 1000|} = wp = middle(y) = 500.5
wo

Gdy s3 X, prosta regresji dla LS i MM bedzie przyciggana zbyt

mocno do wartosci odstajacych! (szczegdlnie MM: tragedia!)
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Minimalizacja kwadratéw btedéw
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Optymalizacja

»Metoda najmniejszych kwadratéw”
n

min : L(w) = Z(yz —w'x;)?

w
i=1
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Optymalizacja

»Metoda najmniejszych kwadratéw”
n

min : L(w) = Z(yz —w'x;)?

w
i=1

m Funkcja wypukta, kwadratowa.
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Optymalizacja

»Metoda najmniejszych kwadratéw”
n

min : L(w) = Z(yz —w'x;)?

w
i=1

m Funkcja wypukta, kwadratowa.

m Rozwiazanie poprzez przyréwnanie pochodnych po wszystkich

w; do O:
n —1 n
wrLs = (Zwﬂ!j) (Zyiwi)7
i=1 i=1
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Metoda najmniejszych kwadratéw

16 /29



Metoda najmniejszych kwadratéw

m Funkcja celu:
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Metoda najmniejszych kwadratéw

m Funkcja celu:

m Pochodne:

—2(yi —w )z
8wj ;

[ Przyréwnanie do zera:

Z 2 w Z; :L‘z] =0 = Zyzxu = Zzwkxﬂfl‘l]
=1

i=1 k=1
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Metoda najmniejszych kwadratéw

m Funkcja celu:

m Pochodne:

—2(y; —w :cz)xl]
8wj ;

[ Przyréwnanie do zera:

Z —2(y;—w :nl):vw =0 = Zyzasu = ZZwkxzk%J
=1

i=1 k=1
= Wektorowo:
n

n n —1 n
zyixi:(zmim;)w — w:(zmimz) (Zym)
=1 =1 =1 i=1
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MNK jako metoda Newtona-Raphsona
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MNK jako metoda Newtona-Raphsona

n

Lw) =Y (yi —w' ;)

i=1

m Funkcja celu:
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MNK jako metoda Newtona-Raphsona

n

Lw) =Y (yi —w' ;)

i=1

m Funkcja celu:

. L g
= Pochodne:  OL(w) _ 2—2(%’ —w ' x;)T

m Gradient: Vi(w) = —2 Z(yl —w 'z
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MNK jako metoda Newtona-Raphsona

n

Lw) =Y (yi —w' ;)

i=1

m Funkcja celu:

: L g
m Pochodne: 9 (w_) = Z —2(yi — ’mei)xij
ow; —
m Gradient: _ _QZ —w'x)x
= Drugie pochodne: 9?L(w Z
2%k

owjwy,
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MNK jako metoda Newtona-Raphsona

n

Lw) =Y (yi —w' ;)

i=1

m Funkcja celu:

m Pochodne: OL(w) _ - T
Tow, ; —2(yi —w ' ;)4
m Gradient: _ _QZ —w’ ;)
m Drugie pochodne: 92L(
2 (2 1
8w]wk Z TikTi

Hesjan: "
) HL(’LU) = Z 22121'26;"—
i=1
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MNK jako metoda Newtona-Raphsona

» Gradient: _ _22 —w'x)x

m Hesjan: Hy (w) = Z 23%‘513;"—
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MNK jako metoda Newtona-Raphsona

» Gradient: _ _22 —w'x)x

m Hesjan: Hy (w) = Z 2%%7

m Rozwigzanie poczatkowe wqy = 0.
n

Vi(wy) = _22%51717 Hj(wg) = 22931-’3:
i—1
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MNK jako metoda Newtona-Raphsona

» Gradient: _ _22 —w'x)x

m Hesjan: Hy (w) = Z 2%%7

m Rozwigzanie poczatkowe wqy = 0.
n

Vi(wo) = _22%51717 Hp(wo) = 22931-’3:
i=1
m Krok metoda Newtona-Rapshona:

wy = wy — Hp ' (wo) V1, (wo)
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MNK jako metoda Newtona-Raphsona

» Gradient: _ _22 —w'x)x

m Hesjan: Hy (w) = Z 2%%7

m Rozwigzanie poczatkowe wqy = 0.

n
Vi(wy) = —22%%7 Hj(wg) = 22931-’3:
i—1

m Krok metoda Newtona-Rapshona:

—1 n
wlzwo—HL (wo)V . (wp) (wa ) (Zyzwz)
i=1
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MNK jako metoda Newtona-Raphsona

m Gradient:
= —22 —w' ;)T
m Hesjan: T
H(w) = Z 2x;x;
i=1
m Rozwigzanie poczatkowe wqy = 0.

n
Vi(wy) = _22%51717 Hj(wg) = 22931-’3:
i—1

m Krok metoda Newtona-Rapshona:

—1 n
wlzwo—HL (wo)V . (wp) (wa ) (Zyzwz)
i=1

Newton-Rapshon rozwigzuje MNK w jednym roku!
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Metoda Levenberga-Marquada

m Co jesli hesjan H7, jest osobliwy (nieodwracalny)?
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Metoda Levenberga-Marquada

m Co jesli hesjan H7, jest osobliwy (nieodwracalny)?

m Dodajemy do hesjanu macierz jednostkowa I przemnozona
przez (mata) stata \:

n ! n
w = Z a:za:ZT + M Z Yid;
i=1 i=1
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Metoda Levenberga-Marquada

m Co jesli hesjan H7, jest osobliwy (nieodwracalny)?

m Dodajemy do hesjanu macierz jednostkowa I przemnozona
przez (mata) stata \:

n ! n
w = Z a:za:ZT + M Z Yid;
i=1 i=1

m Czy istnieje modyfikacja problemu regres;ji, ktére
rozwigzaniem jest jeden krok Levenberga-Marquada?
— Regresja grzbietowa.
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Regresja grzbietowa

m Funkcja celu: n
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Regresja grzbietowa

m Funkcja celu: n
L(w) =Y (yi —w'@;)* + Al|w]>.
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Regresja grzbietowa

m Funkcja celu: n

m Pochodne:

L n

m Przyréwnanie pochodnych do zera daje:

Z YiZij = Z Z WETikTij + Awj

=1 k=1
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Regresja grzbietowa

m Funkcja celu: n

m Pochodne:

I n
9 (w) = Z —2(yi — ’wTazi)xij + 2)\wj

m Przyréwnanie pochodnych do zera daje:

Z YiZij = Z Z WETikTij + Awj

=1 k=1
m Wektorowo:
n

L = Y xr;x, |w+Iw = Y iz, + I |w
Y= (Yol Ju o = (Yol )
i=1 i=1

i=1
n -1 n
Zw:(Zmimg——i—)\I) (Zylml)
i=1 i=1
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Minimalizacja sumy wartosci bezwzglednych btedow
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Optymalizacja

Minimalizacja sumy wartosci bezwnganych btedéw (LAD):

mln L(w z|yl—w x|
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Optymalizacja

Minimalizacja sumy wartosci bezwnganych btedéw (LAD):
mln L(w z|yl—w x|

Sprowadzamy do problemu programowania liniowego:
m Dla kazdego i = 1,...,n wprowadzamy dwie zmienne
o, 07 >0 takie, ze
_l’_

T _ —
Yi—w T =0; —0; .
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Optymalizacja

Minimalizacja sumy wartosci bezwnganych btedéw (LAD):
mln L(w z|yl—w x|

Sprowadzamy do problemu programowania liniowego:
m Dla kazdego i = 1,...,n wprowadzamy dwie zmienne
o, 07 >0 takie, ze
_l’_

T _ —
Yi—w T =0; —0; .

m Zauwazmy, ze wtedy:
T _
|yi_w milgo';—“‘o'i»
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Optymalizacja

Minimalizacja sumy wartosci bezwzglgdnych btedéw (LAD):
mln L(w z|yl—w x|

Sprowadzamy do problemu programowania liniowego:
m Dla kazdego i = 1,...,n wprowadzamy dwie zmienne
o, 07 >0 takie, ze
yi—wTaz,-:a;r—ai_.
m Zauwazmy, ze wtedy:
lyi —w @] < o + o7,

czyli

n
w) <Y ol oy,
=1
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Optymalizacja

Minimalizacja sumy wartosci bezwzglednych btedéw (LAD):
mln L(w z|yl—w x|

Sprowadzamy do problemu programowania liniowego:
m Dla kazdego i = 1,...,n wprowadzamy dwie zmienne
o, 07 >0 takie, ze
+

T _ —
Yi—w T =0; —0; .

m Zauwazmy, ze wtedy:
T _
|yi_w milgo';—“‘o'i»

czyli
n
w) <Y ol +op,
i=1

i rbwnoé¢ zachodzi doktadnie gdy dla kazdego i =1,...,n,

jedno z o7, o, jest réwne 0.
107
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Optymalizacja

Rozwigzujemy problem:

min L'(w,0",0~ ZO’ +o;

p.o. yi—meizaj—ai 1=1,...,n
+ - -
g, ,0; 20 ’L—].,...,TL.
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Optymalizacja

Rozwigzujemy problem:
min L'(w,0",0~ ZO’ +o;

p.o. yi—meizaj—ai 1=1,...,n
+ - -
g, ,0; 20 ’L—]_,...,TL

» Minimalizujemy gérne ograniczenie funkcji L(w).

+

= Wiemy, ze w optimum dokfadnie jedno z o;", 0, jest réwne 0.
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Optymalizacja

Rozwigzujemy problem:

min L'(w,0",0~ ZO’ +o;

p.o. yi—meizaj—ai 1=1,...,n
+ - -
g, ,0; 20 ’L—]_,...,’I’L

» Minimalizujemy gérne ograniczenie funkcji L(w).

m Wiemy, ze w optimum doktadnie jedno z a;", o, jest réwne 0.

m Dowdd: jedli oba Uf,a; > 0, to mozemy oba zmniejszy¢ o 6,
zachowujac ograniczenia, a zmniejszajac funkcje celu o 26 —
sprzecznos¢!
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Optymalizacja

Rozwigzujemy problem:

min L'(w,0",0~ ZO’ +o;

p-o. yi—meizaj—ai 1=1,...,n
+ - -
o/ ,0, >0 i=1,...,n

» Minimalizujemy gérne ograniczenie funkcji L(w).
m Wiemy, ze w optimum doktadnie jedno z a;", o, jest réwne 0.
m Dowdd: jedli oba Uf,a; > 0, to mozemy oba zmniejszy¢ o 6,
zachowujac ograniczenia, a zmniejszajac funkcje celu o 26 —
sprzecznos¢!
m Whniosek: W optimum
L'(w,o%,07) = L(w),

wiec rozwigzalismy problem LAD.
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Przyktad: wycena doméw
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Wycena doméw

m Den Bosch ('s-Hertogenbosch), Holandia

m 119 domdw.

X Y -y
living area sale price

) 385 788 g
s 156 449 En
s 90 169 E
4 86 269 g
s 73 225

6 125 298 g

T T T T
200 400 600 800

area size [sq.m]
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m 119 doméw, opisanych 9 cechami wejsciowymi (X) i1
wyjsciowa (Y).

DISTR type of district, four categories ranked from bad (1) to good (4)

AREA total area including garden

BEDR number of bedrooms

TYPE apartment (1), row house (2), corner house (3),
semidetached (4), detached (5), villa (6)

VOL volume of the house

STOR number of storeys

GARD type of garden, four categories ranked from bad to good

GARG no garage (1), normal garage (2), large garage (3)

YEAR build year

PRICE selling price
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Wycena doméw

Zbiér danych:

X1 Xo X3 Xy X5 Xg X7 Xg X9 Y

DISTR AREA BEDR TYPE VOL STOR GARD GARG YEAR PRICE

@1 4 385 5 6 775 3 3 3 1934 788
@2 3 156 2 1 350 1 1 1 1996 449
x3 4 90 3 1 200 1 1 1 1950 169
xy 3 86 3 2 410 3 2 1 1966 269
x5 1 73 3 2 330 3 3 1 1950 225
xg 3 125 2 1 300 2 1 2 1950 298
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llustracyjny przyktad

Wezmy tylko jedng zmienng X = X5 (AREA) dla zilustrowania
wynikéw na ptaszczyznie.

Wykres Y =PRICE w funkcji X =AREA:

o
S
9 °
o
& ] ° o
°
’%? ° o o ° ..
w o °
g &1 .
g . e .
.g % ....o °
S S °
5 .!%0. °
°
.| e :
§1Qe°
°
T T T T
200 400 600 800

area size [sq.m.] 28 /29



llustracyjny przyktad

Wezmy tylko jedng zmienng X = X5 (AREA) dla zilustrowania
wynikéw na ptaszczyznie.

Metoda najmniejszych kwadratéw (LS):

800 1000
|

600

price [1000EUR]

400

200

T T T T
200 400 600 800

area size [sq.m.] 28 /20



llustracyjny przyktad

Wezmy tylko jedng zmienng X = X5 (AREA) dla zilustrowania
wynikéw na ptaszczyznie.

Minimalizacja sumy wartosci bewzglednych (LAD):

1000
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800
|

price [1000EUR]

400
1

200
|
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200 400 600 800
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llustracyjny przyktad

Wezmy tylko jedng zmienng X = X5 (AREA) dla zilustrowania
wynikéw na ptaszczyznie.

Minimalizacja najwiekszego btedu (MM):

600 800 1000

price [1000EUR]

400

200

T T T T
200 400 600 800

area size [sq.m.] 28 /20
/



Koniec na dzisiaj :)
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