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Przeszukiwanie liniowe dla dowolnych funkgji

Przeszukiwanie liniowe dla funkcji jednomodalnych
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Opis problemu

Znajdz minimum (maksimum) ciagtej funkgcji jednej zmiennej f(z),
gdzie x € R.
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Opis problemu

Znajdz minimum (maksimum) ciagtej funkgcji jednej zmiennej f(z),
gdzie x € R.

m Nie zaktadamy nic o rézniczkowalnosci.
m Ksztatt funkcji nieznany (niekoniecznie wypukta).

m Zaktadamy, ze znamy dziedzine funkgcji X = [a, b].
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Rozwigzanie — metoda ,siatki” (grid)

Podziel dziedzine funkcji X na bardzo wiele krétkich odcinkow i
sprawdz warto$¢ funkcji w kazdym z odcinkow.
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Rozwigzanie — metoda ,siatki” (grid)

Podziel dziedzine funkcji X na bardzo wiele krétkich odcinkow i
sprawdz warto$¢ funkcji w kazdym z odcinkow.

m Metoda o ztozonosci liniowej z liczba odcinkéw.
m Jakos$¢ rozwigzania silnie zalezy od regularnosci funkcji.

m W przypadku gdy chcemy mie¢ lepszg doktadnos¢, mozemy
rekurencyjnie rozbi¢ ,najlepszy” odcinek na pododcinki.
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Przeszukiwanie liniowe — przykfad
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Przeszukiwanie liniowe — przykfad

Rekurencyjnie rozbijamy nalepszy odcinek i dwa wokdt niego na
pododcinki.
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Przeszukiwanie liniowe — przykfad

Rekurencyjnie rozbijamy nalepszy odcinek i dwa wokdt niego na
pododcinki.
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Czy przeszukiwanie liniowe gwarantuje znalezienie

minimum?
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m Jest to najmniejsza stata L taka, ze dla dowolnych x1, x5 € X:

|f(z1) — f(z2)| < Llzy — 32].

Stata Lipschitza daje gérne ograniczenie na szybkos$¢ zmian
funkgji (wzrostu lub spadku).
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m Nie!
m Jako$¢ rozwigzania zalezy od tzw. statej Lipschitza.
m Jest to najmniejsza stata L taka, ze dla dowolnych x1, x5 € X:

|f(z1) — f(z2)| < Llzy — 32].

Stata Lipschitza daje gérne ograniczenie na szybkos$¢ zmian
funkgji (wzrostu lub spadku).

m Jesli podzielimy dziedzine na odcinki o dtugosci ¢, to dla
x1,T9 z tego samego odcinka, |z1 — x2| <€, a stad
|f(z1) — f(z2)| < Le.

m Metoda przeszukiwania liniowego gwarantuje rozwigzanie nie
gorsze niz Le od optymalnego!

m Uwaga: dla niektérych funkcji, L moze by¢ bardzo duze lub
nawet nieskonczone!
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Funkcje wielu zmiennych
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Funkcje wielu zmiennych

Przyktad dziedziny dla funkcji dwéch zmiennych f(x,y)
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Funkcje wielu zmiennych

m Liczba ,oczek” siatki rosnie wyktadniczo z liczbg zmiennych!

m Metoda efektywnie daje sie zastosowaé do maksymalnie 3 — 4
zmiennych (w zalezno$ci od gestosci siatki i zaktadanej jakosci
rozwiazania).

m Dla wiekszej liczby zmiennych zamiast dzieli¢ dziedzine na
oczka siatki, lepiej losowaé wielokrotnie punkty z dziedziny
(Monte Carlo), a nastepnie wybra¢ najlepszy punkt i
rekurencyjnie losowa¢ kolejne punkty wokét niego.
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Przeszukiwanie liniowe dla funkcji jednomodalnych

m Funkcja jednomodalna to taka, ktéra ma jedno
minimum /maksimum.
— zaktadamy minimum, poniewaz minimalizujemy.
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Przeszukiwanie liniowe dla funkcji jednomodalnych

m Funkcja jednomodalna to taka, ktéra ma jedno
minimum /maksimum.

— zaktadamy minimum, poniewaz minimalizujemy.

m W szczegdlnosci: funkcja wypukta jest jednomodalna.

m Dla funkcji jednomodalnej istnieje algorytm gwarantujacy
zbiezno$¢ do minimum.

m Algorytm zbiega wyktadniczo szybko: jedli dziedzing funkgji
jest odcinek o dtugosci M, to po n odwotaniach do funkgji,
minimum zostanie zlokalizowane wewnatrz odcinka o dtugosci
Ma™, dla statej a < 1.

Przykfad: dla M =1, a = 1/\/5:

n=2 minimum zlokalizowane z doktadnosciag 4 0.5
n==~6 minimum zlokalizowane z dokfadnosdcia =+ 0.125
n =10 minimum zlokalizowane z dokfadnosciag £ 0.03125
n = 60 minimum zlokalizowane z doktadnoscia + 2730 ~ 1079
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ldea algorytmu

Twierdzenie

Niech funkcja f(x) posiada jedno (Sciste) minimum na przedziale
[Z,7]. Jedli dla dowolnych z1, 29 € [I,7], takich, ze z1 < z9,
zachodzi f(z1) > f(x2), to f(z) > f(z2) dla wszystkich

x € [l,x1]. Podobnie, jesli f(x1) < f(x2), to f(z) > f(x1) dla
wszystkich = € [z2,r].
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ldea algorytmu
Kazda iteracja zmniejsza zakres przeszukiwania z [l, ]| do jednego

z dwdch przedziatéw: [I, z2] lub [z, 7).

f(x)
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ldea algorytmu
Kazda iteracja zmniejsza zakres przeszukiwania z [l, ]| do jednego

z dwdch przedziatéw: [I, z2] lub [z, 7).

f(x)

Jak dobraé zy i x9, aby maksymalnie zawezi¢ zakres przeszukiwan?
2548

= punkt x1 i x5 w $rodku, jak najblizej siebie!



Algorytm I: bisekcja (dichotomous search)

Wejscie: Procedura wyznaczajaca warto$¢ funkcji f(z) w
dowolnym punkcie dziedziny X = [a, b]; liczba odwotan do funkgji
n; stata € mniejsza od oczekiwanej doktadnosci (np. € = 10719)

Wyjscie: Punkt z* odlegty od minimum funkcji f o nie wiecej niz
1 n/2
(b-a)-(5+¢)".
Przypisz £ = a, r = b.
Powtarzajdlai=1,2,...,n/2:
Wyznacz punkt srodkowy m = HT’”
Wyznacz wartosci funkcji punktach m — e i m + €.
Jedli f(m—¢) < f(m+e€) tor =m+ ¢, w przeciwnym
przypadku £ = m — €.

Jako wynik zwr6¢ punkt z* = ’%.
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1 n/2
(b-a)-(5+¢)".
Przypisz ¢ = a, r = b.
Powtarzaj dla i = 1,2,...,1/2: < po 2 odwotania na iter.
Wyznacz punkt srodkowy m = HT’”
Wyznacz wartosci funkcji punktach m — e i m + €.
Jedli f(m—¢) < f(m+e€) tor =m+ ¢, w przeciwnym
przypadku £ = m — €.

Jako wynik zwr6¢ punkt z* = ’%.
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Gwarancja na odlegto$¢ od optimum: (b —a) - (% + e) o~
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Algorytm bisekcji — przyktad
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Algorytm bisekcji — przyktad
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Algorytm bisekcji — przyktad
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Czy mozna to zrobi¢ szybciej?

m Dotychczas w kazdej iteracji sprawdzaliSmy funkcje w dwéch
punktach i zmniejszaliSmy przedziat przeszukiwan o potowe.

m Jeden z dwdch punktéw staje sie nowa granica przedziatu, po
czym prébkujemy funkcje w dwdch nowych punktach.

4348
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Konstrukcja algorytmu

m W nastepnej iteracji obszar zweza sie do xo — [ lub r — x7.
Poniewaz nie wiemy, ktéry przypadek nastapi, ustalamy:
o —1l=1r—uxa.
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Konstrukcja algorytmu

xo — 1
| | | | |
T T T T T T
l T3 X1 xT9 T
x1 —1

m W nastepnej iteracji obszar zweza sie do xo — [ lub r — x7.
Poniewaz nie wiemy, ktéry przypadek nastapi, ustalamy:
o —1l=1r—uxa.

m Jesli wybierzemy obszar np. x2 — [, punkt x; zostanie uzyty
ponownie. Aby zachowaé proporcje podziatu, ustalamy:

Z’Q—l_ml—l
r—1  xo—1
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Ztoty podziat

m Otrzymali$my réwnania:
To—1 x1—1

To—l=1r—x1, = .
r—1 To — 1
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Ztoty podziat

m Otrzymali$my réwnania:
To—1 x1—1

To—l=1r—x1, = .
r—1 To — 1

m Podstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego:

ro—l r—x9 r—Il+l—xy 11 1

r—1  x9—1 To — 1 _mg—l_

z2—1 H 4 A
-2, dostajemy réwnanie:

m Definiujac proporcje p =

1
p=—-—1 — p2+p—1:0,
b
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Ztoty podziat

m Otrzymali$my réwnania:
To—1 x1—1

To—l=1r—x1, = .
r—1 To — 1

m Podstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego:

ro—l r—x9 r—Il+l—xy 11 1

r—1  x9—1 To — 1 _mg—l_

z2—1 H 4 A
-2, dostajemy réwnanie:

m Definiujac proporcje p =

1
p=—-—1 — p2+p—1:0,
b

majace rozwiazanie:
5—-1
p= \/_2 ~ (0.618.

Ztoty podziat odcinka.
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Algorytm |l: ztoty podziat

Oznaczamy o = ‘/5,;1 ~ (0.618.

Wejscie: Procedura wyznaczajaca warto$¢ funkcji f(z) w
dowolnym punkcie dziedziny [a, b]; liczba odwotai do funkgji n.

n—1

Wyijscie: Punkt z* odlegty od minimum f o najwyzej (b—a)«
Przypisz { =a, r=b, 21 = a(b—a), zo = (1 — a)(b — a).

Wyznacz f(z1), f(22).
Powtarzajdlai=1,2,...,n:
Jedli f(x1) < f(xa), przypisz r = 29, T2 = 1,
1 = (1 —a)(r—1), i wyznacz f(x1).
Jesli f(x1) > f(ma), przypisz l = z1, ©1 = 29, 22 = a(r —1), i
wyznacz f(z2).

. Y * f"l"f’
Jako wynik zwr6¢ punkt z* = = .
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Poréwnanie

algorytm zbieznos¢

bisekcji ( )" ~ (0.707)"

B

n—1
ztotego podziatu ( 5 1) ~ (0.618)"
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Poréwnanie

algorytm zbieznos¢

bisekcji ( )" ~ (0.707)"

B

n—1
ztotego podziatu ( 5 1) ~ (0.618)"

m Zbiezno$¢ (0.618)™ jest asymptotycznie optymalna.
m Algorytm optymalny to metoda Fibonacciego:

m Zbiezno$¢ bardzo podobna jak dla algorytmu ztotego podziatu
(asymptotycznie taka sama).
m Bardziej skomplikowany i przez to mniej praktyczny.
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Koniec na dzisiaj :)
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