Klasyfikacja za pomoca regresji logistyczne;
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1 Problem klasyfikacji

Przewidywania/wyjasnienie zmian jednej zmiennej dyskretnej (Y) pod wplywem zmian in-
nych zmiennych (X = (X1,...,X,;n)). Zwykle Y przyjmuje tylko kilka mozliwych wartosci,
ktore nazywa sie klasami, etykietami lub kategoriami. Czesto Y € {—1,+1}, mamy wtedy
do czynienia z klasyfikacjqg binarng. Zajmiemy sie tylko ta ostatnia, poniewaz kazdy problem
z wiecej niz dwoma klasami da sie sprowadzi¢ do klasyfikacji binarnej (np. metoda ,jeden
przeciwko wszystkim”). Przyklady:

e X — wyniki testéw medycznych, Y € {chory, zdrowy}.
e X — jasno$¢ pikseli w obrazie Y € {0,...,9} — cyfra na obrazie.
e X — slowa w dokumencie tekstowym, Y € {spam, niespam}.

e X —tredé strony internetowej + stowa kluczowe zapytania, Y € {odwiedzona, nieodwiedzona}
— czy strona zostala(by) odwiedzona po pokazaniu w wyszukiwarce.

Dzisiaj zajmiemy sie klasyfikacjg liniowg. Kodujac klasy jako {—1, 41}, klasyfikator liniowy
sktada sie z dwoch czesci:

e Funkcji liniowej od X:

j=1

o Klasyfikacji poprzez progowanie w zerze:

R el s LTy

Naturalnym bledem klasyfikacji jest blad 0/1 (,zero-jedynkowy”), zapisany jako:

(Y, 7) =1y £ 7],
gdzie 1[C] to funkcja indykatorowa: C 7 1 : 0. Chcieliby$my wiec wytrenowaé klasyfikator
minimalizujac jego blad na zbiorze uczacym:

n

L(w) = Z]l[yz‘ # Uil = Z]l[yiw;-’ﬂi <0].

i=1

Niestety, jest to problem NP-trudny, stad przyblizamy btad 0/1 innym typem bledu. Dzisiaj
zajmiemy si¢ bledem logistycznym.
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Rysunek 1: Blad logistyczny w poréwnaniu do btedu 0/1 jako funkcja marginesu Yw ™ X

2 Regresja logistyczna

Uwaga: regresja logistyczna jest procedura klasyfikacji! Nazwa ,regresja” ma tu tylko zna-
czenie historyczne. Zastepujemy blad 0/1 bledem logistycznym:

LY, w) =log (1 + e*Y“’TX) .

Wyrazenie Yw " X nazywamy czesto marginesem.
Nasza nowa funkcja do minimalizacji jest wigc sumaryczny btad logistyczny:

L(w) = ilog (1 + e*y”"T‘”i) .
i=1

W celu unikniecia osobliwoéci hesjanu dodaje si¢, podobnie jak w przypadku regresji liniowej,
dodatkowy czton z reqularyzacjq:
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By = 3o (14 7)1 Lyt
(w) Z og|l+e + 2/\||wH
=1
W celu minimalizacji L(w), wyznaczamy gradient i hesjan:

VL(w) = Aw — Z?Ji%ﬁm H(w) = + Zﬁi(l - B,
i=1 i=1

gdzie:
1

1 +eyiw x|
Dokladne wyprowadzenie znajduje sie na slajdach z wykladu. Metoda Newtona-Raphsona
prowadzi do nastepujacego algorytmu:

Bi

1. Zaczynamy od wy = 0,

2. W kolejnych iteracjach t = 1,2,... az do zbieznosci:

1

(a) Wyznaczamy wspolezynniki 8 = ————.
1+4e7 7t=177

(b) Wyznaczamy gradient VL(w;_1) = Awi_1 — Y iy i Si-



(¢) Wyznaczamy hesjan H(w;—1) = A + Y 1, Bi(1 — i)z .
(d) Robimy krok Newtona-Rapshona uaktualniajac wektor wag:

wy = wy—1 — H(wy—1) ' VL(w;1).

Nalezy zauwazy¢, ze problem bardzo przypomina problem regresji liniowej, z wyjatkiem tego,
ze pojawiaja sie wspOlczynniki §;, oraz tego, ze optymalizacje trzeba powtérzyé wielokrotnie
(w przypadku regresji liniowej wystarczyla jedna iteracja).

Jak wiele iteracji robimy? Sensowne, a zarazem latwe do implementacji kryterium stopu
to wyznaczanie dtugosci (normy) gradientu ||[VL(w;—1)|| (funkcja norm w Octave) i zatrzy-
manie petli, gdy bedzie ona bardzo bliska zeru, np. ponizej e = 1076,

3 Uwagi o implementacji

Kolejne zadania laboratorium beda wykorzystywaly napisana przez Was implementacje me-
tody regresji logistycznej. Przy implementacji nalezy zwrdci¢ uwage na nastepujace rzeczy:

e Nalezy napisa¢ program tak, aby przyjmowal na wejéciu dowolny zbiér danych w okre-
Slonym formacie (mozna uzy¢ skryptu do wezytywania danych z poprzednich zajed).

e Tak jak w przypadku regresji liniowej, naturalne jest wczytanie danych jako macierz X
o rozmiarze n X m, ktérej poszczegdlne wiersze to obserwacje x1, ..., x, (tak wezytuje
to powyzszy skrypt).

e Warto réowniez zdefiniowaé macierz diagonalna B or rozmiarze n x n, gdzie B;; = §;
(poza diagonala sa same zera).

e Wtedy hesjan mozna zapisaé jako:

Hw; )=M+X"B(I-B)X...

e ...ale uwaga: do macierzy X po wczytaniu nalezy doda¢ kolumne jedynek aby uwzgled-
ni¢ wyraz wolny!

e Podobnie, naturalne jest wezytanie wartosci zmiennej wyjsciowej jako wektora y (tak
wezytuje to powyzszy skrypt). Wtedy gradient mozna zapisaé jako jako:

VL(wi_1) = w, 1 — X' By.

4 Sztuczne zbiory danych

Celem zadania jest implementacja metody regresji logistycznej zgodnie z uwagami wymie-
nionymi powyzej, a nastepnie uzycie jej na dwoéch malych, sztucznych zbiorach danych:
pierwszy zbidér oraz drugi zbiér. Format obu plikéw jest taki sam: pierwszy wiersz
zawiera nazwy zmiennych oddzielone spacja, a kazdy kolejny wiersz to opis jednej obserwacji
z lista wartosci zmiennych (réwniez oddzielone spacja). Wskazdwka: Dla pierwszego zbioru
danych powinniécie dosta¢ wspélezynniki (przy A = 0): wy = —0.5873,w; = 1.1723,wy =
0.7065.
Odpowiedz na nastepujace pytania:

1. Jakie sg wartosci wspotczynnikéw w?

2. Czy wspdlezynniki zaleza od malej regularyzacji w sposob istotny? Tzn. zmniejszajac
regularyzacje do zera, czy wspoOlczynniki zmieniaja sie mocno?


http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/to/artificial3.data
http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/to/artificial4.data
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