Regresja liniowa — metoda najmniejszych kwadratow
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1 Problem regresji

Przewidywania/wyjasnienie zmian jednej zmiennej (Y) pod wplywem zmian innych zmien-
nych (X = (Xy,...,X,)). W problemie regresji zmienna Y jest ciggla. Po co nam regresja?
Zmienne X zwykle latwe do pozyskania, Y — trudne lub niemozliwe do pozyskania. Przy-
ktadowo: X — ceny akcji w ostatnim tygodniu, ¥ — cena akcji jutro; lub: X — wyniki testéw
medycznych, Y — poziom zaawansowania choroby.

Dzisiaj zajmiemy si¢ regresjg liniowq, kiedy modelujemy zmienna Y jako funkcje liniowa
X:

Y =wo + w1 X1+ weXo+ .. wpXm =w' X,  gdze X =(1,X1,...,X,).

Zwykle otrzymujemy zbior danych skladajacy sie n obserwacji, dla ktérych znamy wartosé
zmiennej Y:

(11,212, -+, T1m, Y1) (x1,91)
(721,222, ., T2m, Y2) (x2,72)

lub w skrocie

(xnlaxn%"'?xnmayn) (wnvyn)

Prébujemy dopasowaé funkeje liniowa (czyli wektor w) do zbioru uczacego, tak aby wartosci
przewidywane przez model g; byly jak najblizej zaobserwowanych wartosci y;.
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Rysunek 1: Odchylenia, tj. réznice miedzy wartoscia zaobserwowana a przewidywana (zazna-
czone liniami pionowymi). Przypadek jednej (lewy obrazek) i dwéch zmiennych wejsciowych
(prawy obrazek). Prawy obrazek z Hastie, Tibshirani, Friedman: Elements of Statistical
Learning.



Odchylen jest n, a my chcemy mieé¢ jedna funkcje celu. Najpopularniejsza funkcja celu
jest suma kwadratow odchylen:

L(w) = Z(yl —w'x;)?

i=1

Chcemy minimalizowaé¢ L(w). W tym celu mozemy uzy¢ metody Newtona-Raphsona, ktora
rozwiaze ten problem w jednym kroku (dlaczego? przypomne potem na wykladzie), rozpo-
czynajac od dowolnego wy. Liczymy gradient i hesjan:

i 2 —w mz)mu H('LU) = i2mzm;r,
=1

i=1

i uzywamy metody Newtona-Raphsona:
-1
w=wo— (H(wy)) VL(w),

7 czego po podstawieniu wy = 0 (dla wygody, dowolne wq by dalo ten sam wynik) otrzymu-
jemy:
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Osobliwo$é hesjanu. Metoda Levenberga-Marquada. Jedli hesjan jest osobliwy, mo-
zemy doda¢ do niego macierz jednostkowa przemmnozong przez stala M. Jest to metoda
Levenberga-Marquada. Tak, jak metoda Newtona-Raphsona odpowiada zwyklej regresji li-
niowej z minimalizacja sumy kwadratow odchylen, tak metoda Levenberga-Marquada odpo-
wiada regresji grzbietowej (ridge regression). W regresji grzbietowej wychodzimy z problemu
minimalizacji:

L(w):Z(y w'a;)? + A|wlf*.

Liczymy gradient i hesjan:
n n
Z —2(y; —w ' xy)x; + 2w, H(w) = Z 2x,x; + M,
i=1 i=1
i uzywajac metody Newtona-Raphsona po podstawieniu wy = 0 otrzymujemy:
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Dostajemy krok metody Levenberga-Marquada. Tak jak poprzednio, rozwiazujemy problem
w jednym kroku.

2 Uwagi o implementacji

Kolejne zadania laboratorium beda wykorzystywaly napisana przez Was implementacje me-
tody regresji liniowej poprzez minimalizacje sumy kwadratéw odchylen, zgodnie z tym co
opisano powyzej. Przy implementacji nalezy zwrdci¢ uwage na nastepujace rzeczy:

e Nalezy napisaé program tak, aby przyjmowal na wejéciu dowolny zbiér danych w okre-
$lonym formacie.

e Tu znajduje sie¢ prosty skrypt napisane w Octave, ktéry mozna uzy¢ do odczytania
dowolnego pliku uzywanego na tych zajeciach.


http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/to/readdata.m

e Naturalne jest wezytanie danych jako macierz X o rozmiarze n X m, ktérej poszczegdlne
wiersze to obserwacje @1,...,%, (tak wezytuje to powyzszy skrypt). Czyli (X),;
to warto$¢ j-tej zmiennej wejsciowej dla i-tej obserwacji. Wtedy macierz » ., iz,
(gléwny element hesjanu) mozna zapisa¢ jako X ' X. ..

e ...aleuwaga: do macierzy X po wczytaniu nalezy doda¢ kolumne jedynek aby uwzgled-
ni¢ wyraz wolny!

e Podobnie, naturalne jest wezytanie wartosci zmiennej wyjéciowej jako wektora y (tak
. . n . . s T 7
wezytuje to powyzszy skrypt). Wtedy > ., y;@; mozna zapisa¢ jako X 'y (gléwny
element gradientu).

e Trzeba sie upewnié, czy hesjan nie jest osobliwy, jesli jest, nalezy uzy¢ metody Levenberga-
Marquada. Jak sprawdzi¢ osobliwo$¢ macierzy?

e Mozna uzy¢ tego zbioru danych do przetestowania swojego programu. Hesjan nie jest
tu osobliwy, a wartoéci wspotczynnikow to: wg = 0.33795, wy; = 0.97572, we = 0.60207.
Z kolei ten zbiér danych powinien daé¢ osobliwy hesjan, a wartosci wspotczynnikow
dla A = 107° to wg = 0.036364, w; = —0.020053, wy = —0.033422.

3 Sztuczne zbiory danych

Celem zadania jest implementacja metody regresji liniowej poprzez minimalizacje sumy kwa-
dratéw odchylen (zgodnie z uwagami wymienionymi powyzej), a nastepnie uzycie jej na
dwoéch matych, sztucznych zbiorach danych: pierwszy zbiér oraz drugi zbidér. Format
obu plikéw jest taki sam: pierwszy wiersz zawiera nazwy zmiennych oddzielone spacja, a
kazdy kolejny wiersz to opis jednej obserwacji z lista warto$ci zmiennych (réwniez oddzielone
spacja,).

Odpowiedz na nastepujace pytania:

1. Jakie sa wartosci wspotczynnikéw w?

2. Czy hesjan byt osobliwy? Jedli tak to dlaczego i jak mozna sobie z tym poradzi¢?

4 Rzeczywisty zbiér danych

Celem zadania jest uzycie metody regresji liniowej zaimplementowanej w poprzednim zadaniu
na zbiorze danych wyceny doméw w Den Bosch. Zbiér zawiera 119 doméw, opisanych za
pomoca 10 zmiennych (9 wejsciowych i jedna wyj$ciowa — cena domu). Wiecej o problemie,
w tym opis zmiennych, mozna znalezé¢ na slajdach z wykladu. Zbiér zostal podzielony na
dwie czedci — treningows (80 doméw) i testowa (39 domdw), ktére mozna pobraé z: zbiér
treningowy oraz zbidér testowy.

Format obu plikéw jest tak sam: pierwszy wiersz zawiera nazwy zmiennych oddzielone
spacja, a kazdy kolejny wiersz to opis jednego domu, z lista warto$ci zmiennych (réwniez
oddzielone spacja). Zmienna wyjsciowa, ktéra bedziemy modelowaé (”price”) znajduje sie
na samym koncu listy, pozostale zmienne sa zmiennymi wej$ciowymi.

Nalezy zastosowaé metode regresji liniowej poprzez minimalizacje sumy kwadratow od-
chylen do zbioru tremingowego, uzyskujac wartosci wspotezynnikow. Nastepnie, nalezy uzy¢
warto$ci wspoltczynnikéw do predykcji wartosci cen doméw na zbiorze testowym. Odpowiedz
na nastepujace pytania:

1. Jakie sa wartosci wspotczynnikéw w? Jak mozna je interpretowaé?
2. Czy hesjan byt osobliwy?

3. Jaka jest $rednia warto$¢ btedu na zbiorze treningowym, a jaka na zbiorze testowym?
Sprobuj zinterpretowaé réznice.


http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/to/test.data
http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/to/test2.data
http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/to/artificial1.data
http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/to/artificial2.data
http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/to/DenBosch_train.data
http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/to/DenBosch_train.data
http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/to/DenBosch_test.data

Uwaga: jako srednig wartosé¢ bledu na danym zbiorze przyjmij tak zwany pierwiast-
kowany $redni bled kwadratowy (root mean squared error), wyznaczony jako:

err =

Jedli obserwacje znajduja sie jako wiersze w macierzy X, to wektor predykcji mozna
wyznaczy¢ jako y = Xw.

Zadanie dla chetnych: Jak wybdr wartosci A wplywa na wynik (sumaryczny blad) na
zbiorze treningowym i testowym? Rozwiaz problem dla wielu warto$ci A wyznaczonych jako
kolejne potegi dwéjki, np. A = 27152714 2713 a7 do A = 220, Dla kazdej takiej wartoéci
wyznacz blad na zbiorze treningowym i testowym, a nastepnie umies¢ oba bledy na wykresie
w zaleznosci od A (na osi X zastosuj skale logarytmiczna). Zinterpretuj wyniki.

5 Pytania
Odpowiedz na nastepujace pytania:

e Jaka bedzie wartos¢ wspolczynnika regresji, gdy mamy tylko jedna ceche wejsciowa x
(i brak wyrazu wolnego)? W szczegdlnosci, jak wyglada taki wspoélezynnik, gdy cecha
wejsciowa jest stale réwna jeden?

e Jak bedzie wygladal ten wspolczynnik w przypadku regresji grzbietowej? Zinterpretuj
zmiany.

e Sprobuj wyznaczyé wzor na prosta regresje liniowa jednej zmiennej z wyrazem wolnym:

n —
Zi:l TilYi — NTY

n 2 =2 )
i T nx

P =

w, = wo =Y — W1T.

e Rozwaz regresje poprzez minimalizacje sumy wartosci bezwzglednych. Sprébuj udo-
wodnié¢, ze jedli mamy tylko wyraz wolny, to przewidywana warto$¢ § bedzie rownanie
medianie z danych.
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