Analiza regres;ji

Wojciech Kottowski
Statystyka i analiza danych 2019/2020

12.05.2020

1/11



Regresja liniowa: zafozenia
Zmienna Y jest funkcja liniowa zmiennej X wraz z dodatkowym
sktadnikiem losowym (,szumem”) e:

Y = aX +b+e, € ~ N(0,0?)

® Wspbtczynniki a, b mozemy traktowaé jako nieznane
parametry populacji

¢ Homoskedastyczno$é szumu: jego wariancja o2 jest stata i
nie zalezy od X

hetere czny szum
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Rozktad zmiennosci Y
Na danych {(X1,Y1),...,(Xn,Yn)} wyznaczono wspétczynniki
regresji d,@ metoda najmniejszych kwadratéw.
Mozemy je traktowaé jako estymatory nieznanych wspdtczynnikéw
a,b populacji

Oznaczmy f/l = aX; + b. Zachodzi:

n n n
DY) =Y (V=Y + Y (Vi V)
=1 =1 =1

SST SSR SSE

® SST: catkowita suma kwadartéw odchylen — catkowita
zmienno$¢ Y.

® SSR: regresyjna s.k.0. — cze$¢ zmiennosci wyjasniona przez
model liniowy.

® SSE: resztowa s.k.o. — cze$¢ zmienno$ci nie wyjasniona przez
model liniowy.
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Dowdd rozktadu

SST = Y (Vi-T) = Y- T + - TP

i=1 i=1
= Y-V + Y-V ) (v - (T - Y)
i=1 i=1 i=1
SSE SSR

Wystarczy pokaza¢, ze ostatni czton znika. Z poprzedniej prezentacji
wynika, ze b=Y — aX, a stad:
Vi-Y=aX;+b-Y =a(X; - X)

V=Y, =Yi—aX;—b = ;- Y —a(X; - X).
Uzywajac powyzszego i definicji (z poprzedniej prezentacji) G = *%*:
X
n R N . n . n
YN -V)Y-Y) =) aVi - V)X - X)—a® ) (X; — X)?
i=1 i=1 i=1
= (n — ]_)CAL(SXY - dsX) = (TL 1)a(sxy Xy =0



SSR i SSE

Dlaczego SSR to czeéé¢ wyjasniona przez model liniowy?
® Wezmy sytuacje, w ktorej wszystkie punkty leza na prostej
(idealna zalezno$¢ liniowa). Wtedy Y; =Y} i
n
SSE=Y (Vi - ¥)? =0,
i=1
a wiec SST = SSR.

Dlaczego SSE to czes¢ niewyjasniona przez model liniowy?

® Wezmy sytuacje, w ktérej brak jakiegokolwiek trendu
liniowego (@ = 0). Wtedy:

SSR = Zn:(ﬁ V) =) @X;+b-Y) =nb-Y)"

i=1 =1

Poniewaz b =Y — aX = Y, mamy SSR = 0, a wiec
SST = SSE.
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Wspétczynnik determinacji

USSR SE
- SST SST'

Cze$¢ zmiennosci Y wyjasnionej przez model liniowy.

R2

R? jest kwadratem wspétczynnika korelacji. Uzywajac a = ri—i
orazb=Y —aX:

SSR n (Y —Y)? no(aX;i—b-Y)>
R2: _ 1=1 _ =1

SST  YL(vi-Y)2 YL (Yi-Y)?

B SLC DI 2K s
2im(Yi=Y) Sy %%
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Test na istotnos¢ regresji

e Uktad hipotez:
Hy: a=0
Hi: a#0

® Statystyka testowa:

SSR

= soe

n—2) ~ F(l,n—2),

gdzie F'(k,m) to rozktad F' Snedecora o k i m stopniach
swobody.
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Istotnosc regresji vs. istotnos¢ korelacji

Istotnos¢ regresiji Istotnos¢ korelacji
Hy: a=0 Hy : p=20
Hy: a#0 Hi: p#0
SSR r
SSE (n=2) V1—r2 V=2

Alea=r3 wieca=0 < r=0...7
sx
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Istotnosc regresji vs. istotnos¢ korelacji

Istotnos¢ regresiji Istotnos¢ korelacji
Hy: a=0 Hy : p=20
Hy: a#0 Hi: p#0
SSR r
SSE (n=2) V1—r2 V=2

Alea=r3 wieca=0 < r=0...7
sx

Jest to w zasadzie ten sam test:

2 SSR
2 _ T o __ SST . . SSR . .
T _71—7“2@ 2)——§§$ (n 2)——SSE(n 2)=F

Ta réwnowazno$¢ nie zachodzi dla wielorakiej regres;ji.
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Pozostate wspétczynniki

® Btad standardowy oszacowania (estymator rozrzutu szumu o):

SSE
n—2

® Biedy standardowe parametréw @ i b:

Sqg=—vn—1
Sx
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Globalny test na istotno$¢ regres;ji

wielorakiej
Model liniowy z m zmiennymi objasniajacymi:

Y =80+ BiXi
i=1
e Ukfad hipotez:

Hoi ,81:,82::5,»”:0
H; : Co najmniej jeden 3; # 0

e Statystyka testowa:

SSR/m

ST —

~ F(m,n—m—1).

Uwaga: wyraz wolny nigdy nie wchodzi do uktadu hipotez!
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Test pojedynczego parametru w regresji
wielorakiej

e Uktad hipotez:

Hy: Bi=0
Hy: B #0
e Statystyka testowa:
T= bi ~ t(h—m—1)
S8,

W przypadku prostej regresji liniowej (m = 1), jest to ten sam test,
co na istotno$¢ wspdtczynnika korelacji.
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