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Streszczenie

W pracy przedstawiono tworzenie stanów spl°tanych i mierzenie spl°tania
w nieliniowych procesach optycznych — generacji drugiej harmonicznej oraz
efekcie Kerra. Skupiono si¶ przede wszystkim nad spl°taniem dla zmiennych
ci°g™ych, w przybliªeniu gaussowskim. Procesy nieliniowe zosta™y zanali-
zowane na dwa sposoby: poprzez formalizm wej±cia-wyj±cia za pomoc° równa´
Langevina, oraz w obrazie Schrödinger, poprzez równania master, równania
Fokkera-Plancka i równania ewolucji korelacji kwantowych. Przedstawiono i
porównano wyniki dla obu przypadków.

Abstract

In the thesis, creation of entangled states and measures of entanglement were
considered in the nonlinear optical processes — second harmonic generation and
Kerr e↵ect. We focused mainly on the entanglement measures for continuous
variable systems, using the Gaussian approximation. The nonlinear processes
were analysed from two points of view: using the input-output formalism and
Langevin equation, and in the Schödinger picture, using the master equation,
Fokker-Planck equations and equations for evolution of quantum correlations.
The results for both approaches were presented and compared.
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Wynalezienie lasera zapocz°tkowa™o rozwój nowej dziedziny optyki, zajmu-
j°cej si¶ nieliniowym oddzia™ywaniem ±wiat™a z materi°. Generacja drugiej har-
monicznej za pomoc° rubinowego lasera w krysztale kwarcu by™a pierwszym
zjawiskiem tego typu [38]. Wkrótce odkryto inne efekty optyki nieliniowej,
takie jak mieszanie wielu fal czy optyczny efekt Kerra. Wszystkie te zjawiska
zosta™y juª dziesi°tki lat temu dok™adnie zbadane, poznane i opisane. Wkrótce
jednak potem powróci™y w tematyce nowych bada´, gdy zacz¶to je analizowa¢
uwzgl¶dniaj°c kwantow° natur¶ ±wiat™a. Ujawni™y one swoje nowe oblicze, przy
okazji przyczyniaj°c si¶ do rozwoju optyki kwantowej jako ca™o±ci. Ich opis za-
wiera™ nowe elementy, takie jak kwantowe korelacje ±wiat™a, ±cie±nione stany
pola, statystyki fotonów (bunching i antibunching), dystrybucje kwazipraw-
dopodobie´stwa, itd [4, 28, 31, 42]. Okazuje si¶, ªe wraz z rozwojem nowej
dziedziny nauki — informatyki kwantowej — zjawiska te powracaj° po raz kole-
jny, i po raz kolejny w innym kontek±cie.
W roku 1982 ameryka´ski fizyk Richard Feynman jako pierwszy poruszy™

temat symulacji uk™adów kwantowych na klasycznych komputerach. Niepokoi™o
go, ªe zasoby klasycznej maszyny, potrzebne do symulacji uk™adu kwantowego,
rosn° wyk™adniczo wraz z rozmiarem uk™adu. Zasugerowa™ rozwi°zanie prob-
lemu, widz°c w komputerach opartych na prawach mechaniki kwantowej, wi¶k-
sze moªliwo±ci obliczeniowe, w tym moªliwo±¢ efektywnej symulacji kaªdego
uk™adu kwantowego. Ziarno zosta™o zasiane i, pocz°tkowo nie±mia™o, z cza-
sem coraz szybciej zacz¶™a si¶ wy™ania¢ nowa nauka, traktuj°ca o moªliwo±ciach
obliczeniowych ukrytych w prawach mechaniki kwantowej. Juª w roku 1985
David Deutsch [10] zaproponowa™ model uniwersalnego komputera kwantowego
i poda™ pierwszy problem, który moªe na takim komputerze zosta¢ rozwi°zany
znacznie szybciej, niª na jakimkolwiek komputerze klasycznym. Wydaje si¶ jed-
nak, ªe zainteresowanie obliczeniami kwantowymi wybuch™o na dobre dopiero w
roku 1994, kiedy to matematyk Peter Shor przedstawi™ wielomianowy algorytm
faktoryzacji liczb na komputerze kwantowym. Efektywny algorytm rozk™adu na
czynniki pierwsze, z uwagi na niezwykle waªne zastosowania i brak jakiegokol-
wiek efektywnego algorytmu klasycznego, wzbudzi™ ogromne zainteresowanie i
przyspieszy™ rozwój dziedziny. Pojawi™y si¶ nowe algorytmy i zacz¶to rozpoz-
nawa¢ wi¶cej problemów o praktycznym zastosowaniu (jak np. przeszukiwanie
baz danych), które mog° zosta¢ rozwi°zane efektywniej.
Równocze±nie rozwija™a si¶ kwantowa teoria informacji [32], która na

podobie´stwo jej klasycznej wersji, postawi™a sobie za cel prób¶ opisu przekazy-
wania i przetwarzania kwantowej informacji oraz spojrzenie na mechanik¶ kwan-
tow° z tego punktu widzenia. Uda™o si¶ otrzyma¢ kwantowe odpowiedniki klasy-
cznych twierdze´ Shannona, rozwin°¢ teori¶ kodowania, wprowadzi¢ kwantowe
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kody poprawiaj°ce b™¶dy, metody kwantowej kryptografii. Przy okazji tych
bada´ coraz bardziej zdawano sobie spraw¶ z wyj°tkowej roli jak° odgrywa znane
juª niemalªe od pocz°tków istnienia mechaniki kwantowej zjawisko, jakim jest
spl°tanie [16].
Spl°tanie, pocz°tkowo opisywane wy™°cznie w sposób jako±ciowy, jako

niezwyk™a cecha mechaniki kwantowej, odróªniaj°ca j° od mechaniki klasycznej,
z czasem zacz¶™o by¢ opisywane w sposób coraz bardziej ±cis™y, ilo±ciowy [35].
Pierwsze z prac, pokazuj°ce nierówno±ci, jakie musia™yby spe™nia¢ wszystkie
zmienne klasyczne, zarazem ™amane przez prawa mechaniki kwantowej, zosta™y
przedstawione przez Johna Bella [1]. Opisywa™y korelacje, jakim podlegaj° zmi-
enne opisuj°ce stany kwantowe i wskazywa™y na ich niezwyk™e cechy, których nie
posiadaj° ich klasyczne odpowiedniki. Z czasem zacz¶to wprowadza¢ ilo±ciowy
sposób pomiaru spl°tania poprzez wspó™czynniki, które otrzyma™y nazw¶ miar
spl°tania. Jedn° z nich okaza™a si¶ znana z kwantowej teorii informacji entropia
von Neumanna [32, 35], co podkre±la istotne zwi°zki z t° dziedzin°. Mimo, ªe
uda™o si¶ znaleπ¢ miar¶ dla uk™adów z™oªonych z dwóch poduk™adów opisanych
wektorami w przestrzeni Hilberta (tzw. stany czyste), w ogólnym przypadku do
dzi± pi¶trzy si¶ sporo trudno±ci. Stan uk™adu jest wtedy opisywany za pomoc°
macierzy g¶sto±ci, istniej° stany nie b¶d°ce stanami czystymi — mieszane. W
tym przypadku okaza™a si¶, ªe nie ma jedynego w™a±ciwego sposobu mierzenia
spl°tania. Pojawi™o si¶ wiele miar, wszystkie spe™niaj°ce w™asno±ci, jakich
od miar spl°tania oczekiwano. Jeszcze gorzej sytuacja wygl°da w przypadku
uk™adów kwantowych sk™adaj°cych si¶ wi¶cej niª z dwóch poduk™adów, teoria
w tym wypadku nie jest jeszcze wystarczaj°co dobrze rozwini¶ta.
W ko´cu, s° uk™ady, dla których poj¶cie spl°tania pojawi™o si¶ w literaturze

juª w s™ynnej pracy Einsteina, Rosena i Podolskiego [16], mianowicie uk™ady
ci°g™e, czyli opisywane w niesko´czenie wymiarowej przestrzeni Hilberta. W
tym przypadku sytuacja jest o tyle trudna, ªe istnieje mnogo±¢ stanów, w ja-
kich mog° wyst¶powa¢ tego typu uk™ady i jak na razie nie ma teorii opisuj°cej
spl°tanie w przestrzeni wszystkich moªliwych stanów ci°g™ych. Przestrze´ ta-
kich stanów jest praktycznie tak duªa, jak przestrze´ Hilberta funkcji. Uda™o
si¶ natomiast rozwin°¢ teori¶ przy ograniczeniu do pewnej dosy¢ uniwersalnej i
naturalnej klasy stanów — stanów opisywanych w tzw. reprezentacji Wignera
funkcjami gaussowskimi, zwanych w skrócie stanami gaussowskimi [8]. Stany
te bardzo cz¶sto wyst¶puj° w mechanice kwantowej (jak np. stan podstawowy
oscylatora harmonicznego), a równieª wiele stanów moªna nimi przybliªa¢ z
dobr° dok™adno±ci°. Wydaje si¶, ªe stany gaussowskie spe™niaj° w mechan-
ice kwantowej podobnie waªn° rol¶, jak rozk™ady normalne w rachunku praw-
dopodobie´stwa.
Kwantyzacja ±wiat™a w optyce kwantowej polega na przypisaniu kaªdemu

modowi pola kwantowego oscylatora harmonicznego. Opis pola elektromagnety-
cznego jest wi¶c opisem za pomoc° zmiennych ci°g™ych. St°d spl°tanie w reªimie
takich zmiennych odgrywa szczególnie istotn° rol¶ w tej dziedzinie. Z uwagi
na ograniczenie si¶ wy™°cznie do stanów gaussowskich, wyj°tkowo waªna pod
wzgl¶dem mierzenie spl°tania staje si¶macierz kowariancji takich stanów, zwana
takªe macierz° korelacji. To w niej ukryte s° pe™ne informacje o stanie, a jed-
nocze±nie, z uwagi na jej sko´czony wymiar, stanowi ona pomost mi¶dzy teori°
spl°tania dla zmiennych ci°g™ych i teori° w sko´czenie wymiarowej przestrzeni
Hilberta.
Co ciekawe, macierze korelacji dla stanów w optyce kwantowej juª od dawna
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by™y obiektem zainteresowania bada´ w tej dziedzinie, przy okazji wyznaczania
statystyk fotonów czy analizy stanów ±cie±nionych [14]. Narz¶dzia potrzebne
do analizy spl°tania s° wi¶c w optyce kwantowej juª od dawna gotowe. Jak
wspomniano, w ostatnim czasie powstaje teª dobra teoria spl°tania w przypadku
zmiennych ci°g™ych, otwiera si¶ wi¶c pole do bada´ nad zjawiskami optycznymi,
umoªliwiaj°cymi generowanie i operacje na stanach spl°tanych.
Okazuje si¶, ªe do tej roli ±wietnie nadaj° si¶ dobrze znane zjawiska nielin-

iowe. W™a±nie dlatego pojawi™y si¶ one ponownie jako przedmiot bada´, tym
razem analizowane pod wzgl¶dem ich w™asno±ci zwi°zanych z tworzeniem stanów
spl°tanych ±wiat™a. Stawka jest duªa, gdyª uk™ady o takich w™asno±ciach mog°
stanowi¢ istotn° rol¶ w tworzeniu najpot¶ªniejszej znanej maszyny obliczeniowej
— komputera kwantowego, dla którego nie znaleziono jeszcze dobrej technologii
na fizyczn° realizacj¶.
Niniejsza praca zajmuje si¶ w™a±nie pomiarami spl°tania w przypadku

uk™adów wykazuj°cych dwa rodzaje nieliniowo±ci — generacj¶ drugiej harmon-
icznej oraz efekt Kerra.
Pierwszy z rozdzia™ów wprowadza czytelnika w narz¶dzia optyki kwan-

towej — kwantyzacj¶ pola elektromagnetycznego, opis stanów pola, funkcje
kwaziprawdopodobie´stwa oraz równania ruchu dla uk™adu przy obecno±ci
otaczaj°cego go tzw. rezerwuaru. Wszystkie te narz¶dzia zostan° wykorzys-
tane w dalszej cz¶±ci pracy.
Rozdzia™ drugi opisuje wykorzystywane nieliniowe zjawiska optyczne — gen-

eracj¶ drugiej harmonicznej i efekt Kerra. Zosta™ zamieszczony zarówno opis
klasyczny (a w™a±ciwie pó™klasyczny— kiedy ±wiat™o jest opisywane klasycznymi
równaniami Maxwella, a o±rodek jest traktowane kwantowomechanicznie), jak i
kwantowy.
W rozdziale trzecim definiujemy spl°tanie i opisujemy, w jaki sposób moªna

je mierzy¢. Mniej uwagi po±wi¶camy uk™adom sko´czonym, którymi nie
b¶dziemy si¶ tutaj zajmowa¢, natomiast bardziej skupiamy si¶ na przypadku
zmiennych ci°g™ych.
Czwarty z rozdzia™ów opiera si¶ w duªej mierze na pracy [21] i opisuje

konkretny uk™ad z nieliniowym o±rodkiem generuj°cym drug° harmoniczn° z
punktu widzenia dwóch miar spl°tania. W rozdziale tym uªywane s° narz¶dzia,
opisane w poprzednich trzech rozdzia™ach wst¶pnych.
W rozdziale pi°tym nadal skupiamy si¶ nad tym samym uk™adem,

wprowadzamy jednak dodatkow° nieliniowo±¢— optyczny efekt Kerra. Badane
s° zmiany w strukturze spl°tania w zaleªno±ci od si™y tego efektu i porównuje
si¶ wyniki z rozdzia™em wcze±niejszym.
Szósty z rozdzia™ów to powrót do uk™adu z rozdzia™u czwartego, jednak za

pomoc° zupe™nie róªnych narz¶dzi. Celem jest tutaj przede wszystkim porów-
nanie wyników przy zastosowaniu innego formalizmu.
Ko´czymy podsumowaniem, w którym przedstawiamy zbiorcze rezultaty

oraz nakre±lamy plany przysz™ych bada´, które mog™yby stanowi¢ kontynuacj¶
tej pracy.
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Rozdzia™ 1

Elementy optyki kwantowej

1.1 Kwantowanie pola
Rozpoczniemy od wprowadzenia formalizmu pozwalaj°cego na skwantowanie

swobodnego pola elektromagnetycznego. Pole klasyczne w próªni opisane jest
czterema równaniami Maxwella [20, 23]:

r · E = 0 (1.1)
r · B = 0 (1.2)

r⇥E = �
@B

@t
(1.3)

r⇥B =
1
c2

@E

@t
(1.4)

przy czym E jest wektorem nat¶ªenia pola magnetycznego, B — wektorem
indukcji magnetycznej, za± c — pr¶dko±ci° ±wiat™a w próªni.
Oba pola moªna wyrazi¢ poprzez odpowiednie potencja™y — skalarny V dla

pola elektrycznego oraz wektorowy A dla pola magnetycznego. Przy ustalaniu
potencja™ów istnieje swoboda w ich pe™nym okre±leniu, nazywana cechowaniem.
Sprowadza si¶ ona do doboru dywergencji, odpowiedniej w danym problemie
fizycznym. Przyj¶cie cechowania kulombowskiego:

r · A = 0 (1.5)

sprowadza równania Maxwella do postaci równania falowego na potencja™ wek-
torowy [20, 23]:

�r
2
A +

1
c2

@
2
A

@t2
= 0 (1.6)

Aby rozwi°za¢ równanie (1.6) potrzebne s° jeszcze warunki brzegowe. Przyj-
muj°c ich periodyczn° posta¢ na obszarze (sze±cianie) o boku L, równanie
falowe spe™nione jest przez dowoln° fal¶ p™ask° z odpowiedni° warto±ci° wektora
falowego k:

kx

nx
=

ky

ny
=

kz

nz
=

2⇡
L

nx, ny, nz 2 Z (1.7)
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oraz cz¶sto±ci° !k = ck, gdzie k = |k|.
Ze wzgl¶du na liniowo±¢ równania falowego, dowolna superpozycja fal p™as-

kich równieª spe™nia (1.6), a ze wzgl¶du na zupe™no±¢ zbioru tych funkcji,
dowolne rozwi°zanie równania (1.6) jest superpozycj° fal p™askich:

A(r, t) =
X

k

{Ake
�i(!kt�k·r) + A

⇤

ke
i(!kt�k·r)

} (1.8)

W celu dokonania kwantyzacji pola, naleªy jeszcze sprowadzi¢ funkcj¶ Hamil-
tona pola wielomodowego do postaci kanonicznej oscylatora harmonicznego,
poprzez wprowadzenie zmiennych kanonicznych qk oraz pk [28, 42], zdefin-
iowanych poprzez relacje:

Ak =
1p

4✏0V !2
k

(!kqk + ipk)ek (1.9)

A
⇤

k =
1p

4✏0V !2
k

(!kqk � ipk)e⇤k (1.10)

Funkcja Hamiltona (energia) pola wyraªona w tych zmiennych b¶dzie mia™a
nast¶puj°c° posta¢:

H =
X

k

Hk =
X

k

1
2
(!2

kq
2
k + p

2
k) (1.11)

Maj°c oscylator harmoniczny, moªna dokona¢ jego kanonicznej kwantyzacji.
Najbardziej uªyteczne dla dalszych rozwaªa´ b¶dzie dokonanie tego poprzez
wprowadzenie dla kaªdego modu pola operatorów kreacji i anihilacji, âk oraz
â
†

k [27, 28, 31, 42], spe™niaj°cych bozonowe regu™y komutacji:

[âk, â
†

k0 ] = �kk0 (1.12)

[âk, âk0 ] = [â†k, â
†

k0 ] = 0 (1.13)

Potencja™ wektorowy, który odt°d staje si¶ operatorem, moªna wyrazi¢
poprzez:

Âk =
r

~
2✏0V !k

ekâk (1.14)

gdzie ✏0 jest przenikalno±ci° elektryczn°, a ek wektorem polaryzacji. Ostate-
cznie otrzymujemy wi¶c nast¶puj°c° posta¢ potencja™u wektorowego:

Â(r, t) =
X

k

r
~

2✏0V !k
ek

n
âke

�i(!kt�k·r) + â
†

ke
i(!kt�k·r)

o
(1.15)

oraz operatorów pola:

Êk = i

r
~!k

2✏0V
ek

n
âke

�i(!kt�k·r)
� â

†

ke
i(!kt�k·r)

o
(1.16)

B̂k = i

r
~

2✏0V !k
k ⇥ ek

n
âke

�i(!kt�k·r)
� â

†

ke
i(!kt�k·r)

o
(1.17)
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Hamiltonian wyraªony za pomoc° operatorów kreacji i anihilacji b¶dzie mia™
nast¶puj°c° posta¢:

H =
X

k

Hk =
X

k

~!k

✓
â
†

kâk +
1
2

◆
(1.18)

1.2 Stany kwantowe pola
Stany kwantowe swobodnego pola elektromagnetycznego moªna wyrazi¢ za

pomoc° róªnych reprezentacji. Poniªej przedstawione zostan° zarówno stany
w™asne hamiltonianu, jak równieª stany koherentne i ±cie±nione, wraz z relacjami
zachodz°cymi mi¶dzy nimi.

1.2.1 Stany Focka
Podstawow° baz° stanów w optyce kwantowej s° stany w™asne hamiltonianu,

tzw. stany Focka {|nki}:

Hk|nki = ~!k

✓
nk +

1
2

◆
|nki (1.19)

b¶d°ce równocze±nie stanami w™asnymi operatora liczby obsadze´ n̂k = â
†

kâk:

n̂k|nki = nk|nki (1.20)

Z tej w™a±nie przyczyny s° one cz¶sto nazywane stanami n-fotonowymi. Dzi-
a™anie operatorów kreacji i anihilacji na te stany przedstawia si¶ w nast¶puj°cy
sposób:

â
†

k|nki =
p

nk + 1|nk + 1i (1.21)
âk|nki =

p
nk|nk � 1i (1.22)

Rekursywnie uªywaj°c równania (1.21) pokazuje si¶, ªe kaªdy stan Focka
moªna otrzyma¢ ze stanu próªni poprzez nk-krotne zadzia™anie operatorem
kreacji, wraz z odpowiednim unormowaniem:

|nki =
(â†k)nk

p
nk!

|0i (1.23)

Zauwaªmy na koniec, ªe na skutek separowalno±ci hamiltonianu, stan pola
wielomodowego faktoryzuje si¶, tzn. moªe zosta¢ przedstawiony w postaci
iloczynu tensorowego stanów pola dla poszczególnych modów:

|ni = |nk1i ⌦ |nk2i ⌦ . . . = |nk1 , nk2 , . . .i (1.24)

1.2.2 Stany koherentne
Stany koherentne najpro±ciej wprowadza si¶ jako stany w™asne operatora

anihilacji:

â|↵i = ↵|↵i (1.25)
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Moªna jednak wyprowadzi¢ ten warunek, ª°daj°c aby stany koherentne
„przypomina™y” klasyczne stany pola w tym sensie, ªe energia pola liczona
klasycznie (Hclass = ~!khâ

†
ihâi) by™a równa ±redniej energii liczonej kwantowo

(Hquant = ~!khâ
†
âi) [28], lub, co równowaªne, ª°daj°c spójno±ci pola we wszys-

tkich rz¶dach.
Poprzez zadzia™anie operatorem â w iloczynie hn|â|↵i raz w lew°, raz w

praw° stron¶, otrzymujemy poprzez rozwini¶cie rekurencji nast¶puj°cy wynik
[42]:

hn|↵i =
↵

n

p
n!
h0|↵i (1.26)

Uªywaj°c tego wyniku w rozwini¶ciu wzgl¶dem bazy stanów fokowskich,
otrzymujemy:

|↵i = h0|↵i
X

n

↵
n

p
n!
|ni (1.27)

a z warunku normalizacji h↵|↵i = 1:

h0|↵i = e
�

|↵|2
2 (1.28)

Stany koherentne nie s° jednak ortonormalne, gdyª z (1.27) wynika:

|h↵|�i|
2 = e

�|↵��|2 (1.29)

Tym niemniej, s° one uk™adem zupe™nym, a z faktu, ªe jest ich wi¶cej niª
stanów fokowskich, nazywa si¶ je uk™adem przepe™nionym.
Wgl°d w natur¶ stanów koherentnych uzyskuje si¶ poprzez wprowadzenie

operatora przesuni¶cia [28, 34, 42]:

D(↵) = e
↵â†

�↵⇤â (1.30)

Powyªsz° formu™¶ wyprowadza si¶, uzyskuj°c, poprzez wstawienie do (1.27)
równa´ (1.28) i (1.23), nast¶puj°ce wyraªenie:

|↵i = e
�

|↵|2
2
X

n

(↵â
†)n

n!
|0i = e

�
|↵|2

2 e
↵â†

|0i (1.31)

Dodatkowo, poniewaª â|0i = 0, zachodzi 1̂|0i = e
�↵⇤â

|0i, tym samym:

|↵i = e
�

|↵|2
2 e

↵â†
e
�↵⇤â

|0i (1.32)

lub korzystaj°c z twierdzenia Bakera-Haussdor↵a [42, 28]:

|↵i = e
↵â†

�↵⇤â
|0i = D(↵)|0i (1.33)

Korzystaj°c z definicji operatora, moªna dowie±¢ nast¶puj°cych równo±ci:

D
�1(↵)â†D(↵) = â

† + ↵
⇤ (1.34)

D
�1(↵)âD(↵) = â + ↵ (1.35)

co pokazuje, ªe stany koherentne s° niczym innym jak przesuni¶tym (w sensie
amplitudy) stanem próªni fotonowej.
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Na koniec zauwaªmy, ªe nie moªna stworzy¢ podobnej bazy dla stanów w™as-
nych operatora kreacji. Moªna pokaza¢ [34], ªe ªaden taki stan nie by™by nor-
malizowalny.

1.2.3 Stany ±cie±nione
Pomimo, ªe operatory kreacji i anihilacji nie s° hermitowskie, moªna ut-

worzy¢ dwie ich hermitowskie kombinacje [28, 41, 42]:

X̂1 = â + â
† (1.36)

X̂2 = i(â† � â) (1.37)

Z regu™ komutacji (1.12) i (1.13) wynika nast¶puj°ca regu™a komutacji dla
X̂1 i X̂2:

[X̂1, X̂2] = 2i (1.38)

äatwo teª pokaza¢, ªe w stanie koherentnym nieoznaczono±ci obu operatorów
s° równe jedno±ci. Równocze±nie wykorzystuj°c wynikaj°c° z regu™ komutacji
zasad¶ nieoznaczono±ci Heisenberga:

�X̂1�X̂2 > 1 (1.39)

wnioskujemy, ªe zmniejszenie nieoznaczono±ci jednego z operatorów poniªej jed-
no±ci implikuje zwi¶kszenie nieoznaczono±ci drugiego z operatorów. Stany, dla
których �X̂i 6 1 dla i równego 1 lub 2, nazywamy stanami ±cie±nionymi
Generowanie stanów ±cie±nionych moªe by¢ opisane za pomoc° operatora

±ciskania S(⇠) wraz z operatorem przesuni¶cia D(↵):

|↵, ⇠i = D(↵)S(⇠)|0i (1.40)

gdzie operator ±ciskania zdefiniowany jest jako:

S(⇠) = e
1
2 (⇠⇤â2

�⇠â†2) (1.41)

W ogólno±ci, ⇠ jest wielko±ci° zespolon°, ⇠ = re
i✓, przy czym modu™ r okre±la

stopie´ ±ciskania, za± faza ✓ kierunki ±ciskania, tzn. okre±la operatory:

X̂1

✓
✓

2

◆
= âe

�i ✓
2 + â

†
e
i ✓
2 (1.42)

X̂2

✓
✓

2

◆
= i(â†ei ✓

2 � âe
�i ✓

2 ) (1.43)

wzd™uª których ±ciskanie prowadzi do minimum oznaczono±ci (s° to osie g™ówne
elipsy nieoznaczono±ci).
Korzystaj°c z definicji, moªemy obliczy¢ warto±ci ±rednie i wariancje opera-

torów kreacji i anihilacji w stanach ±cie±nionych:

h↵, ⇠|â|↵, ⇠i = ↵ (1.44)
h↵, ⇠|â

†
|↵, ⇠i = ↵

⇤ (1.45)



20 1.3. Funkcje kwaziprawdopodobie´stwa

h↵, ⇠|ââ|↵, ⇠i = ↵
2
� e

i✓ cosh r sinh r (1.46)
h↵, ⇠|â

†
â|↵, ⇠i = |↵|

2 + sinh2
r (1.47)

St°d ™atwo otrzymujemy juª wariancje operatorów X̂1 i X̂2 w stanie
±cie±nionym:

(�X̂1)2 = e
�2r cos2

✓

2
+ e

2r sin2 ✓

2
(1.48)

(�X̂2)2 = e
2r cos2

✓

2
+ e

�2r sin2 ✓

2
(1.49)

co uzasadnia nazwanie S(⇠) operatorem ±ciskania.

1.3 Funkcje kwaziprawdopodobie´stwa
Baza stanów koherentnych umoªliwia, dzi¶ki przepe™nieniu, reprezentacj¶

stanów kwantowych w postaci diagonalnej. Pozwala to na wprowadzenie funkcji
o argumentach zespolonych, opisuj°cych stan uk™adu, na podobie´stwo ze-
spo™ów statystycznych w przestrzeni fazowej. Naleªy jednak podkre±li¢, ªe nie
jest to podobie´stwo daleko id°ce, ze wzgl¶du na fakt, ªe kwantowe funkcje
rozk™adu mog° przyjmowa¢ warto±ci ujemne i osobliwe. Co wi¶cej, ze wzgl¶du
na nieprzemienno±¢ mnoªenia w mechanice kwantowej, przy kaªdym porz°dku
operatorów (normalnym, antynormalnym, symetrycznym), ±rednie i momenty
wyªszego rz¶du naleªy liczy¢ przy uªyciu innej funkcji rozk™adu. Wi¶kszo±¢ tego
podrozdzia™u oparta jest na [41, 42].

1.3.1 Funkcja Glaubera-Sudarshana
Funkcj¶ Glaubera-Sudarshana, zwan° teª funkcj° P (↵) definiuje si¶ jako

reprezentacj¶ macierzy g¶sto±ci w bazie stanów koherentnych, tj:

⇢̂ =
Z

P (↵)|↵ih↵|d2
↵ (1.50)

wraz z warunkiem normalizacji
Z

P (↵)d2
↵ = 1 (1.51)

Jest to reprezentacja diagonalna i nie jest oczywistym fakt istnienia takiej
reprezentacji dla stanu opisanego dan° macierz° g¶sto±ci. Moªna pokaza¢, ªe
je±li istnieje funkcja:

�
(n)(⇠, ⇠⇤) = Tr

n
⇢̂e

i⇠⇤â†
e
i⇠â
o

(1.52)

to jest ona transformat° Fouriera funkcji P (↵), tzn. odwrotna transformata
Fouriera daje:

P (↵) =
1
⇡2

Z
Tr
n
⇢̂e

i⇠⇤â†
e
i⇠â
o

e
�i⇠⇤↵⇤

e
�i⇠↵

d
2
⇠ (1.53)
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Funkcja P (↵) pozwala w prosty sposób wyznaczy¢ ±rednie warto±ci normal-
nie uporz°dkowanych operatorów kreacji i anihilacji:

Tr{⇢̂(â†)n
â

m
} =

Z
P (↵)h↵|(â†)n

â
m
|↵id

2
↵ =

Z
P (↵)(↵⇤)n

↵
m

d
2
↵ (1.54)

Jeszcze pro±ciej moªna powyªsze ±rednie wyznaczy¢ dzi¶ki znajomo±ci
funkcji charakterystycznej:

Tr{⇢̂(â†)n
â

m
} =

@
n+m

@(i⇠⇤)n@(i⇠)m
�

n(⇠, ⇠⇤)
���
⇠=⇠⇤=0

(1.55)

Poniewaª macierz g¶sto±ci stanu koherentnego |�i równa jest ⇢̂ = |�ih�|,
funkcja P (↵) jest wtedy osobliwa i równa

P (↵) = �
(2)(↵� �) (1.56)

Jeszcze wi¶ksz° osobliwo±¢ P (↵) przejawia w stanach n-fotonowych. Moªna
pokaza¢, ªe dla stanu |ni funkcja ta jest pochodn° delty Diraka:

Pn(↵) =
nX

m=0

1
(m!)2

n!
(n�m)!

@
2m

@↵m@↵⇤m
�
(2)(↵) (1.57)

Na koniec warto zauwaªy¢, ªe funkcja Glaubera-Sudarshana przyjmuje dla
pewnych stanów warto±ci dodatnie i spe™nia warunki klasycznej funkcji rozk™adu
prawdopodobie´stwa. Stany takie maj° odpowiedniki klasyczne, dzi¶ki czemu
funkcja P (↵) moªe s™uªy¢ jako kryterium „nieklasyczno±ci” (nieseparowalno±ci)
stanów kwantowych.

1.3.2 Funkcja Husimiego
Aby liczy¢ ±rednie z antynormalnego uporz°dkowania iloczynów operatorów

kreacji i anihilacji, moªna wprowadzi¢ antynormaln° funkcj¶ charakterystyczn°:

�
(a)(⇠, ⇠⇤) = Tr

n
⇢̂e

i⇠â
e
i⇠⇤â†

o
(1.58)

Pozwala ona na wyznaczanie nast¶puj°cych ±rednich:

Tr{⇢̂(âm
â
†)n

} =
@

n+m

@(i⇠)m@(i⇠⇤)n
�

a(⇠, ⇠⇤)
���
⇠=⇠⇤=0

(1.59)

Podobnie, jak w przypadku funkcji normalnej, moªna wyznaczy¢ odwrotn°
transformat¶ Fouriera antynormalnej funkcji charakterystycznej:

Q(↵) =
1
⇡2

Z
Tr
n
⇢̂e

i⇠â
e
i⇠⇤â†

o
e
�i⇠⇤↵⇤

e
�i⇠↵

⇠d
2
↵ (1.60)

Jest to w™a±nie funkcja Husimiego. Oczywi±cie, moªemy powróci¢ do funkcji
charakterystycznej poprzez transformat¶ Fouriera funkcji Q(↵):

�
(a)(⇠, ⇠⇤) =

Z
Q(↵)ei⇠⇤↵⇤

e
i⇠↵

d
2
↵ (1.61)

co po podstawieniu do (1.59) daje natychmiast:
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Tr{⇢̂âm(â†)n
} =

Z
Q(↵)↵m(↵⇤)n

d
2
↵ (1.62)

co oznacza, ªe funkcj¶ Q(↵) stosuje si¶ w analogiczny sposób do P (↵), ale przy
antynormalnym porz°dku operatorów.
Moªna równieª pokaza¢, ªe funkcja Q(↵) wyraªa si¶ prostym wzorem:

Q(↵) =
1
⇡
h↵|⇢̂|↵i (1.63)

a ze wzgl¶du na dodatni° okre±lono±¢ macierzy g¶sto±ci, funkcja Husimiego
jest równieª dodatnio okre±lona. Z powyªszego wzoru moªna natychmiast
policzy¢ warto±ci tej funkcji dla stanu koheretnego |�i:

Q(↵) =
1
⇡
h↵|�ih�|↵i =

1
⇡

e
�|↵��|2 (1.64)

oraz dla stanu n-fotonowego:

Q(↵) =
1
⇡
h↵|nihn|↵i =

1
⇡

|↵|
2n

n!
e
�|↵|2 (1.65)

Powód, dla którego funkcja Q(↵) zachowuje si¶ w tak „porz°dny” sposób
staje si¶ widoczny po znalezieniu relacji mi¶dzy ni° a funkcj° P (↵):

Q(↵) =
1
⇡
h↵|

✓Z
P (�)|�ih�|d2

�

◆
|↵i =

1
⇡

Z
e
�|↵��|2

d
2
� (1.66)

Funkcja Q(↵) jest wi¶c splotem P (↵) z funkcj° gaussowsk°, co powoduje jej
„rozmazanie”.

1.3.3 Funkcja Wignera

Rozwaªone zosta™y zarówno normalne, jak i antynormalne uporz°dkowania
operatorów. Pozostaje jeszcze jedno uporz°dkowanie, zwane symetrycznym, dla
którego funkcj¶ charakterystyczn° definiujemy w nast¶puj°cy sposób:

�
(s)(⇠, ⇠⇤) = Tr

n
⇢̂e

i⇠â+i⇠⇤â†
o

(1.67)

Podobnie, jak w poprzednich przypadkach, wprowadzamy odwrotn° trans-
format¶ Fouriera:

W (↵) =
1
⇡2

Z
Tr
n
⇢̂e

i⇠â+i⇠⇤â†
o

e
�i⇠⇤↵⇤

e
�i⇠↵

⇠d
2
↵ (1.68)

definiuj°c w ten sposób funkcj¶ Wignera.
Zwi°zki mi¶dzy funkcjami charakterystycznymi otrzyma¢moªna korzystaj°c

z twierdzenia Bakera-Hausdor↵a:

Tr
n
⇢̂e

i⇠⇤â†+i⇠â
o

= Tr
n
⇢̂e

i⇠⇤â†
e
i⇠â
o

e
�

|⇠|2
2 = Tr

n
⇢̂e

i⇠â
e
i⇠⇤â†

o
e

|⇠|2
2 (1.69)
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a st°d:

�
(s)(⇠, ⇠⇤) = e

�
|⇠|2
2 �

(n)(⇠, ⇠⇤) (1.70)

�
(s)(⇠, ⇠⇤) = e

|⇠|2
2 �

(a)(⇠, ⇠⇤) (1.71)

Korzystaj°c z tych wzorów oraz z (1.68) otrzymujemy zwi°zek mi¶dzyW (↵)
i P (↵):

W (↵) =
2
⇡

Z
e
�2|↵��|2

P (�)d2
� (1.72)

Na podstawie tego wzoru moªna wyznaczy¢ warto±¢ funkcji Wignera dla
stanu koherentnego:

W (↵) =
2
⇡

e
�2|↵��|2 (1.73)

oraz, po duªo bardziej skomplikowanych obliczeniach, dla stanu n-fotonowego:

W (↵) =
2
⇡

(�1)n
e
�2|↵|2

Ln(4|↵|2) (1.74)

gdzie Ln(x) jest n-tym wielomianem Laguerra.
Pozostaje pytanie, jakiego typu ±rednie moªna wyznacza¢ za pomoc° funkcji

Wignera. Okazuje si¶, ªe moªna liczy¢ momenty rozk™adu symetrycznie
uporz°dkowanych operatorów, tzn. porz°dku {(â†)n

â
m
}s sk™adaj°cego si¶ ze

wszystkich
�n+m

n

�
moªliwych porz°dków iloczynu n operatorów kreacji i m op-

eratorów anihilacji:

Tr{⇢̂{(â†)n
â

m
}s} =

Z
W (↵)(↵⇤)n

↵
m

d
2
↵ (1.75)

lub poprzez funkcj¶ charakterystyczn°:

Tr{⇢̂{(â†)n
â

m
}s} =

@
n+m

@(i⇠)m@(i⇠⇤)n
�

s(⇠, ⇠⇤)
���
⇠=⇠⇤=0

(1.76)

1.4 Stany gaussowskie
Stany gaussowskie na potrzeby tej pracy b¶d° zdefiniowane jako stany kwan-

towe opisane za pomoc° wielomodowej funkcji Wignera postaci:

W (↵) =
1

(2⇡)n/2|⌃|1/2
e
�

1
2 (↵�µ)T⌃�1(↵�µ) (1.77)

gdzie ↵ = (↵1, . . . ,↵n) jest wektorem zmiennych dla poszczególnych modów, µ
— parametrem, a ⌃ rzeczywist°, symetryczn° macierz° kowariancji (korelacji).
W szczególno±ci przydatna b¶dzie definicja funkcji dla dwóch modów ↵1 i

↵2 bez cz™onów liniowych w wyk™adniku:

W (↵1,↵2) =
1

(2⇡)|⌃|1/2
e
�

1
2 (re↵1,im↵1,re↵2,im↵2)

T⌃�1(re↵1,im↵1,re↵2,im↵2) (1.78)

oraz odpowiednia funkcja charakterystyczna:
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�
(s)(↵1,↵2) = e

�
1
2 (re↵1,im↵1,re↵2,im↵2)

T⌃(re↵1,im↵1,re↵2,im↵2) (1.79)

Definiujemy dla obu modów hermitowskie operatory:

X̂
1
1 = â1 + â

†

1 (1.80)

X̂
1
2 = i(â†1 � â1) (1.81)

X̂
2
1 = â2 + â

†

2 (1.82)

X̂
2
2 = i(â†2 � â2) (1.83)

oraz przedstawiamy macierz korelacji z nast¶puj°c° numeracj° elementów:

⌃ =

0

BBBB@

C
11
11 C

11
12 C

12
11 C

12
12

C
11
21 C

11
22 C

12
12 C

12
22

C
21
11 C

21
12 C

22
11 C

22
12

C
21
21 C

21
22 C

22
12 C

22
22

1

CCCCA
(1.84)

Korzystaj°c z (1.76) moªemy wyznaczy¢ elementy macierzy korelacji:

C
kl
mn =

1
2
hX̂

k
mX̂

l
n + X̂

l
nX̂

k
mi � hX̂

k
mihX̂

l
ni (1.85)

Zauwaªmy na koniec, ªe funkcja gaussowska jest w pe™ni opisana przez mo-
menty rozk™adu do drugiego rz¶du w™°cznie i za ich pomoc° moªna wyznaczy¢
wszystkie wyªsze momenty.

1.5 Równania ruchu
W mechanice kwantowej, ewolucja wektora falowego | (t)i opisana jest rów-

naniem Schrödingera:

i~ @
@t
| (t)i = H| (t)i (1.86)

W uk™adach otwartych, do opisu stanu kwantowego trzeba cz¶sto uªy¢ ogól-
niejszego formalizmu macierzy g¶sto±ci ⇢̂, dla której równanie ruchu wygl°da
nast¶puj°co:

d

dt
⇢̂ = �

i

~ [H, ⇢̂] (1.87)

W pracy b¶d° równieª uªywane równania ruchu w obrazie Heisenberga:

d

dt
Â(t) =

i

~ [H(t), Â(t)] +
@

@t
Â(t) (1.88)

oraz w obrazie oddzia™ywania, przytoczone póπniej.
Reszta tego podrozdzia™u zostanie po±wi¶cona przegl°dowi metod opisu

uk™adu otwartego, b¶d°cego w kontakcie z duªo wi¶kszym uk™adem, zwanym
rezerwuarem. Wi¶kszo±¢ tego podrozdzia™u oparta jest na pracy [28].
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1.5.1 Równanie master

Dla przyk™adu przyjmujemy pe™ny hamiltonian uk™adu w postaci:

H = Hs + Hr + V (1.89)

gdzie

Hs = ~!â
†
â (1.90)

jest hamiltonianem uk™adu (tutaj w prostej postaci oscylatora harmonicznego,
tj. reprezentacji modu pola elektromagnetycznego, dla uproszczenia oblicze´),

Hr =
X

j

~!j b̂
†

j b̂j (1.91)

to hamiltonian rezerwuaru (wiele modów traktowanych jako oscylatory harmon-
iczne),

V = ~
X

j

(gj â
†
b̂j + g

⇤

j b̂
†

j â) (1.92)

jest hamiltonianem oddzia™ywania mi¶dzy uk™adem a rezerwuarem
Zak™adaj°c, ªe w czasie t0 uk™ad i rezerwuar zaczynaj° by¢ w kontakcie i nie

wykazuj° mi¶dzy sob° korelacji, moªemy przyj°¢, ªe pe™na macierz g¶sto±ci obu
uk™adów ⇢̂sr faktoryzuje si¶:

⇢̂sr(t0) = ⇢̂s(t0)⇢̂r(Hr) (1.93)

Definiuj°c operator g¶sto±ci i hamiltonian oddzia™ywania w obrazie oddzi-
a™ywania (odpowiednio, V i P̂sr):

⇢̂sr(t) = e
�i(Hs+Hr)(t�t0)/~

P̂sr(t)ei(Hs+Hr)(t�t0)/~ (1.94)
VI(t� t0) = e

i(Hs+Hr)(t�t0)/~
Ve
�i(Hs+Hr)(t�t0)/~ (1.95)

(1.96)

otrzymujemy równanie ruchu w obrazie oddzia™ywania:

@

@t
P̂sr = �

i

~ [VI(t� t0), P̂sr] (1.97)

Nast¶pnie definiujemy macierz g¶sto±ci uk™adu w obrazie oddzia™ywania:

⇢̂(t) = Trr{P̂sr} (1.98)

Ca™kuj°c równanie (1.97) i rozwijaj°c do drugiego rz¶du w™°cznie, uªywaj°c
przybliªenia:

d

dt
⇢̂(t + ⌧) '

⇢̂(t + ⌧)� ⇢̂(t)
⌧

(1.99)

a nast¶pnie bior°c ±lad po rezerwuarze, otrzymujemy:
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d

dt
⇢̂(t) ' �

i

~⌧

Z ⌧

0
d⌧
0Trr{VI(⌧ 0)P̂sr(t)} (1.100)

�
1

~2⌧

Z ⌧

0
d⌧
0

Z ⌧ 0

0
d⌧
00Trr{VI(⌧ 0)VI(⌧ 00)P̂sr(t)� VI(⌧ 0)P̂sr(t)VI(⌧ 00)} + adj.

Wyraªamy nast¶pnie hamiltonian oddzia™ywania w nast¶puj°cej postaci:

VI(⌧) = ~â
†
F̂ (⌧) + ~âF̂

†(⌧) (1.101)

gdzie:
F̂ (⌧) = �i

X

j

gj b̂je
i(!�!j)⌧ (1.102)

Wykonuj°c ±lad po rezerwuarze napotykamy na ±rednie typu
hF̂ (⌧ 0)F̂ †(⌧ 00)ir, które uªywaj°c przybliªenie Markowa (o niesko´czenie
krótkiej pami¶ci rezerwuaru) moªna przyrówna¢ do:

hF̂ (⌧ 0)F̂ †(⌧ 00)ir = 2⇡D(!)hb̂(!)b̂†(!)ir�(⌧ 0 � ⌧ 00) (1.103)

gdzie D(!) jest g¶sto±ci° stanów. Takie przybliªenie prowadzi do redukcji ca™ek
postaci:

Z ⌧

0

Z ⌧ 0

0
d⌧
00
hF̂ (⌧ 0)F̂ †(⌧ 00)ir =

�⌧

2
hb̂(!)b̂†(!)ir (1.104)

gdzie � = 2⇡D(!)|g(!)|2 jest wspó™czynnikiem t™umienia. Ostatecznie, przyj-
muj°c hb̂†(!)b̂(!)ir = n̄, otrzymujemy równanie master w obrazie oddzia™ywa-
nia:

d

dt
⇢̂ =

�

2
(n̄ + 1)(â†â⇢̂(t)� â⇢̂(t)â†)�

�

2
n̄(⇢̂(t)ââ

†
� â

†
⇢̂(t)â) + adj. (1.105)

1.5.2 Równanie Fokkera-Plancka
Równanie master jest równaniem operatorowym. Moªliwe jest jednak przek-

szta™cenie tego równania do postaci cz°stkowego równania róªniczkowego, zaw-
ieraj°cego zmienne zespolone. Dokonuje si¶ tego poprzez wyraªenie macierzy
g¶sto±ci w postaci rozwini¶cia na stany koherentne (1.50) i podstawienia
do (1.105). Korzystaj°c z rozwini¶cia (1.31), ™atwo otrzyma¢ nast¶puj°ce
toªsamo±ci:

|↵ih↵|â =
✓

@

@↵⇤
+ ↵

◆
|↵ih↵| (1.106)

â
†
|↵ih↵| =

✓
@

@↵
+ ↵

⇤

◆
|↵ih↵| (1.107)

Wykonuj°c ca™kowanie przez cz¶±ci przy za™oªeniu, ªe w granicach |↵|!1

funkcja P (↵) znika, moªe usun°¢ pochodne przy wyraªeniach |↵ih↵|. Przyk™ad-
owo:
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Z
d
2
↵P (↵, t)↵

@

@↵
|↵ih↵| = �

Z
d
2
↵

✓
@

@↵
(↵P (↵, t))

◆
|↵ih↵| (1.108)

Ostatecznie, po przyrównaniu ze sob° wyrazów podca™kowych stoj°cych przy
|↵ih↵|, otrzymujemy równanie Fokkera-Plancka:

d

dt
P (↵, t) =

�

2

✓
@

@↵
(↵P (↵, t)) + c.c.

◆
+ �n̄

@
2

@↵@↵⇤
P (↵, t) (1.109)

Wspó™czynniki stoj°ce przy pierwszym z wyrazów po prawej stronie (przy
pierwszych pochodnych) równania nazywa si¶ macierz° dryftu, podczas gdy
wspó™czynniki przy drugim z wyrazów (przy drugich pochodnych) — macierz°
dyfuzji. Równanie okre±la ewolucj¶ czasow° funkcji kwaziprawdopodobie´stwa
dla oscylatora harmonicznego, reprezentuj°cego mod pola. Podobne równanie
zostanie póπniej przedstawione dla hamiltonianu opisuj°cego generacj¶ drugiej
harmonicznej.

1.5.3 Równanie Langevina
Dotychczasowy opis odbywa™ si¶ w obrazie oddzia™ywania, lub po prostych

przekszta™ceniach — w obrazie Schrödingera. Moªna jednak podobn° analiz¶
przeprowadzi¢ w obrazie Heisenberga, w którym to operatory posiadaj° nast¶pu-
j°ce równania ruchu:

d

dt
â(t) = �i!â(t)� i

X

j

gj b̂j(t) (1.110)

d

dt
b̂j(t) = �i!j b̂j(t)� ig

⇤

j â(t) (1.111)

Ca™kuj°c drugie z równa´ otrzymujemy:

b̂j(t) = b̂j(t0)e�!j(t�t0) � ig
⇤

j

Z t

t0

dt
0
â(t0)e�i!j(t�t0) (1.112)

Nast¶pnie podstawiaj°c (1.112) do (1.110), otrzymujemy:

d

dt
â(t) = �i!â(t)� i

X

j

gj b̂j(t0)e�!j(t�t0) (1.113)

�

X

j

|gj |
2

Z t

t0

dt
0
â(t0)e�i!j(t�t0)

Zwró¢my uwag¶, ªe przechodz°c do uk™adu rotuj°cego ze swobodn° cz¶sto±-
ci° operatorów (tj. do obrazu oddzia™ywania):

Â(t) = â(t)ei!t (1.114)

nast¶pnie wprowadzaj°c operator szumu:
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F̂ (t) = �i

X

j

gj b̂j(t0)e�!j(t�t0) (1.115)

oraz dokonuj°c ponownie przybliªenia Markowa, tym razem dla drugiego cz™onu
po prawej stronie równania (1.113), otrzymujemy ostatecznie:

d

dt
Â(t) = �

�

2
Â(t) + F̂ (t) (1.116)

Równanie to nazywane jest cz¶sto kwantowym równaniem Langevina, z
uwagi na podobie´stwo do równa´ z si™ami Langevina opisuj°cych ruchy
Browna.
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Rozdzia™ 2

Wybrane zjawiska
nieliniowe w optyce
kwantowej

Skonstruowanie lasera w latach 60. da™o moªliwo±ci techniczne do rozwoju
dziedziny badaj°cej nieliniowe oddzia™ywanie ±wiat™a z materi°, zwanej optyk°
nieliniow° [4, 24, 38, 41]. Za jej pocz°tek uwaªa si¶ eksperyment generacji
drugiej harmonicznej ±wiat™a przeprowadzony przez Frankena [17], za pomoc°
rubinowego lasera na krysztale kwarcu. W póπniejszym czasie zaobserwowano
wiele innych zjawisk nieliniowych, opisanych i wyja±nionych na gruncie teorii
elektromagnetyzmu (klasycznej i kwantowej).
W tym rozdziale celem jest przedstawienie dwóch znanych zjawisk nielin-

iowych — generacji drugiej harmonicznej i optycznego efektu Kerra — zarówno
j¶zykiem fizyki klasycznej, jak i kwantowej. Opis poprzedzi wst¶p dotycz°cy
bardziej ogólnych równa´ opisuj°cych oddzia™ywania padaj°cej fali elektromag-
netycznej na uk™ad o nieliniowej polaryzacji. Wi¶kszo±¢ tego rozdzia™u b¶dzie
oparta na pracach [4, 38].

2.1 Nieliniowe sprz¶ªenie fal elektromagnety-
cznych

W reªimie klasycznym, propagacj° fal elektromagnetycznych rz°dz° równa-
nia Maxwella. W przypadku analizowania ±wiat™a w materii, wygodniej jednak
jest pos™ugiwa¢ si¶ inn° ich postaci°. Pod wp™ywem fali elektromagnetycznej,
atomy ulegaj° polaryzacji, indukuj°c dodatkowy ™adunek, zwany zwi°zanym.
Moªna go otrzyma¢, rozwijaj°c pe™en ™adunek w szereg multipolowy i ucinaj°c
na drugim wyrazie:

⇢ = ⇢0 �r · P + . . . (2.1)

gdzie P jest wektorem polaryzacji, ar·P = ⇢zw ™adunkiem zwi°zanym. Podob-
nie moªna uczyni¢ z pr°dem J :
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J = J0 +r · M +
@P

@t
+ . . . (2.2)

gdzie M jest wektorem magnetyzacji (polaryzacji magnetycznej). Nast¶pnie
definiuj°c wektor indukcji elektrycznej D i nat¶ªenia pola magnetycznego H

jako:

D = ✏0E + P (2.3)

H =
1
µ0

B �M (2.4)

otrzymujemy nast¶puj°cy uk™ad równa´ materia™owych[20, 23]:

r · D = ⇢0 (2.5)
r · B = 0 (2.6)

r⇥E = �
@B

@t
(2.7)

r⇥H = J0 +
@D

@t
(2.8)

Po obustronnym zadzia™aniu operatorem rotacji na równanie (2.7) i podstaw-
ieniu równania (2.8), przy zaniedbaniu wektora magnetyzacji i sta™ego pr°du,
otrzymujemy równanie opisuj°ce propagacj¶ fali w o±rodku nieliniowym [38]:

✓
r⇥ (r⇥) +

1
c2

@
2

@t2

◆
E(r, t) = �µ0

@
2

@t2
P (r, t) (2.9)

Rozwijaj°c powyªsze wektory na niesko´czony szereg fal p™askich:

E(r, t) =
X

i

Eie
i(ki·r�!it) (2.10)

P (r, t) = P
(1)(r, t) + P

NL(r, t) (2.11)

P
(1)(r, t) =

X

i

�
(1)(!i) · Eie

i(ki·r�!it) (2.12)

P
NL(r, t) =

X

m

PNL
e
ikm·r�i!mt (2.13)

otrzymujemy nast¶puj°cy zbiór równa´ dla kaªdej cz¶sto±ci !:
✓
r⇥ (r⇥) +

!
2

c2
✏·

◆
E(k,!) = µ0!

2
P

NL(km,!m = !) (2.14)

Prawa strona zaleªy od warto±ciE dla innych !, co powoduje, ªe równania te
s° do siebie nieliniowo sprz¶ªone. Odt°d b¶dziemy zak™adali, ªe fala propaguje
si¶ w kierunku osi z. Dodatkowo, poniewaª transfer energii mi¶dzy falami staje
si¶ zwykle istotny dopiero po przesuni¶ciu fali o dystans duªo wi¶kszy, niª jej
d™ugo±¢ fali, stosujemy przybliªenie:

���
@

2E(z)
@z2

���⌧
���k
@E
@z

��� (2.15)
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Pole E moªe zosta¢ zdekomponowane na cz¶±¢ równoleg™° do k, E|| oraz
prostopad™° do k, E?. Otrzymujemy w ten sposób dwa równania falowe:

r
2
E? +

!
2

c2
(✏ · E)? = �µ0!

2
P

NL
?

(!, z) (2.16)

oraz:

r ·

⇣
✏0(✏ · E)|| + P

NL
||

⌘
= 0 (2.17)

Rozwijaj°c laplasjan po lewej stronie (2.16), otrzymujemy:

r
2
E? = e

i(kz�!t)

✓
@

2

@z2
+ i2k

@

@z
� k

2

◆
E?(z) (2.18)

natomiast ze zwi°zku mi¶dzy k a ! (mog°cego definiowa¢ k) wynika:

�k
2
E? +

!
2

c2
(✏ · E)? = 0 (2.19)

Równania te prowadz° wraz z przybliªeniem (2.15) do równania pierwszego
rz¶du:

@E?
@z

=
iµ0!

2

2kc2
P

NL
?

(!, z)e�i(kz�!t) (2.20)

Aby wprowadzi¢ potrzebne przybliªenia, cz¶sto rozwija si¶ nieliniow° po-
laryzacj¶ indukowan° przez pole elektromagnetyczne w szereg pot¶gowy wzgl¶-
dem amplitudy pola:

P
NL(!) = P

(2)(!) + P
(3)(!) + . . . (2.21)

przy czym:

P
(n)(!) = �

(n)(! = !1 + !2 + . . . + !n) : E1(!1)E2(!2) . . .En(!n) (2.22)

gdzie �
(n) jest tensorem n-tej rangi nieliniowej podatno±ci elektrycznej. Takie

rozwini¶cie wi°ªe si¶ zwykle z moªliwo±ci° zaniedbania pewnych cz™onów nielin-
iowych, np. uci¶ciu szeregu pot¶gowego na pewnym z wyrazów lub przyj¶ciu
tylko cz™onów o pewnych warto±ciach cz¶sto±ci !. W ten sposób tworzymy
prostszy problem, opisuj°c uk™ad tzw. hamiltonianem efektywnym.

2.2 Generacja drugiej harmonicznej

Generacja drugiej harmonicznej jest zjawiskiem, w którym na skutek nielin-
iowego oddzia™ywania z o±rodkiem, przy wchodz°cej fali elektromagnetycznej
o cz¶sto±ci ! tworzy si¶ dodatkowa fala o cz¶stotliwo±ci dwukrotnie wi¶kszej,
2!. Na pocz°tku przedstawiony zostanie opis klasyczny oddzia™ywania i równa-
nia rz°dz°ce propagacj° fali. W dalszej cz¶±ci podrozdzia™u, zjawisko generacji
drugiej harmonicznej opisane zostanie kwantowomechanicznie.
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2.2.1 Opis klasyczny

Przyjmiemy, ªe pole moªna zdekomponowa¢ na dwie fale p™askie o cz¶stotli-
wo±ciach ! oraz 2!, a z kolei kaªd° z nich na cz¶±¢ prostopad™a i równoleg™°. Do-
datkowo, poniewaª generacja drugiej harmonicznej jest zjawiskiem nieliniowym
drugiego rz¶du, ograniczymy do tego rz¶du cz™ony nieliniowe polaryzacji. Z
równa´ (2.16) i (2.17) otrzymujemy:

r
2
E?(!i) +

!
2
i

c2
(✏(!i) · E)?(!i) = �µ0!

2
P

(2)
?

(!i) (2.23)

oraz:

r ·

⇣
✏0E)||(!i) + P

(2)
||

(!i) + P
(2)
||

(!i)
⌘

= 0 (2.24)

gdzie !i = !, 2!, P
(2)(!) = �

(2)(! = 2! � !) : E
⇤(!)E(2!), P

(2)(2!) =
�

(2)(2! = ! + !) : E(!)E(!). Co wi¶cej, przyjmujemy fale w postaci

E(!) = E1(z)ei(k1·r�!t) (2.25)
E(2!) = E2(z)ei(k2·r�2!t) (2.26)

oraz wektory polaryzacji w postaci:

P
(2)(!) = P(2)

1 (z)ei((k2�k1)·r�!t) (2.27)

P
(2)(2!) = P(2)

2 (z)ei(2k2·r�2!t) (2.28)

Dalej przyjmiemy, ªe P
(2)
||
jest zwykle zaniedbywalne, co implikuje, ªe

E||(!i)/E?(!i) = tan↵i jest sta™e, gdzie ↵i jest k°tem mi¶dzy E(!i) oraz
E?(!i). Tym samym otrzymujemy równanie:

@

@z
Ei(z) =

iµ0!
2
i

2ki,z cos2 ↵i
ei · P(2)

i e
i�kz (2.29)

przy czym ei jest jednostkowym wektorem wzd™uª kierunku Ei, natomiast �k

jest róªnic° wektorów falowych polaryzacji i pola elektrycznego. W szczegól-
no±ci, rozpisanie tego równania dla generacji drugiej harmonicznej, przy za™oªe-
niu pe™nego dopasowania faz (�k = 0) prowadzi do nast¶puj°cych równa´:

@E1

@z
=

i!
2

k1,z cos2 ↵1
2KE

⇤

1E2 (2.30)

@E2

@z
=

i(2!)2

k2,z cos2 ↵2
KE

2
1 (2.31)

przy czym definiujemy K jako:

K =
µ0

2
e2 · �

(2)(2! = ! + !) : e1e1 (2.32)

=
µ0

4
e·�

(2)(! = �! + 2!) : e1e2 (2.33)
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co wynika z regu™ permutacyjnych dla �
(2). Przy odpowiedniej normalizacji, tj.

zamianie zmiennych E1 ! ↵1, E2 ! ↵2, z ! ⇠, równania (2.30) i (2.31) moªna
zapisa¢ w prostszej postaci:

d

d⇠
↵1(⇠) = ↵

⇤

1(⇠)↵2(⇠) (2.34)

d

d⇠
↵2(⇠) = �

1
2
↵

2
1(⇠) (2.35)

W dalszej analizie b¶dziemy rozwaªali generacj¶ drugiej harmonicznej w re-
zonatorze, st°d zmienna ⇠ zostanie zast°piona zmienn° czasow° t. Co wi¶cej,
do powyªszych równa´ moªna doda¢ cz™ony odpowiadaj°ce za „si™¶” wymusza-
j°c° dla poszczególnych modów (czyli zewn¶trzne pole pompuj°ce), a takªe
odpowiadaj°ce za t™umienie. Nie b¶dzie rozwaªany problem niedopasowania
faz, tzn. za™oªymy odt°d �k = 0. W dalszej cz¶±ci pracy b¶dziemy pos™ugiwa¢
si¶ równaniami [13, 36]:

d

dt
↵1(t) = ��1↵1(t) + ↵

⇤

1(t)↵2(t) + ✏1 (2.36)

d

dt
↵2(t) = ��2↵2(t)�

1
2
↵

2
1(t) + ✏2 (2.37)

przy czym ✏1, ✏2 s° klasycznym koherentnymi pola pompuj°cymi, �1, �2 —
wspó™czynnikami t™umienia.

2.2.2 Opis kwantowy

Rozwaªymy oddzia™ywanie modu ±wiat™a o cz¶sto±ci !1 z drugim modem
o podwojonej cz¶sto±ci !2 ' 2!1 w nieliniowym krysztale zamkni¶tym w in-
terferometrze Fabry-Perota [14, 41]. Oba mody s° nap¶dzane koherentnymi
wej±ciowymi polami o cz¶sto±ciach !p i 2!p. Uk™ad opisany jest nast¶puj°cym
hamiltonianem [14, 25]:

H = Hs + Hi (2.38)

gdzie Hs opisuj¶ cz¶±¢ hamiltonianu zwi°zan° z uk™adem (odwracaln°), nato-
miast Hi cz¶±¢ opisuj°c° oddzia™ywanie z rezerwuarem (nieodwracaln°):

Hs = ~!1â
†

1â1 + ~!2â
†

2â2 + i~
2
(â†21 â2 � â

2
1â

†

2) (2.39)

+ i~(✏1â†1e
�i!pt

� ✏
⇤

1â1e
i!pt) + i~(✏2â†2e

�i2!pt
� ✏

⇤

2â2e
i2!pt)

Hi = (â1�̂†

c1
+ â

†

1�̂c1) + (â2�̂†

c2
+ â

†

2�̂c2) (2.40)

gdzie �̂c1 i �̂c2 s° operatorami rezerwuarowymi (w porównaniu z równaniem
(1.89) jest to hamiltonian oddzia™ywania z rezerwuarem juª w obrazie oddzi-
a™ywania, wyraªony za pomoc° operatorów szumu kwantowego F̂ ). Eliminuj°c
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operatory szumu zgodnie z technik° opisan° w 1.5.1, otrzymujemy równanie
master

@

@t
⇢̂ = �

i

~ [Hs, ⇢̂] + �1(2â1⇢̂â
†

1 � â
†

1â1⇢̂� ⇢̂â
†

1â1)

+ �2(2â2⇢̂â
†

2 � â
†

2â2⇢̂� ⇢̂â
†

2â2)

+ 2�1n1[[â1, ⇢̂], â†1] + 2�2n2[[â2, ⇢̂], â†2] (2.41)

gdzie �i s° wspó™czynnikami t™umienia, ni — liczbami termicznych fotonów
wyst¶puj°cych w rezerwuarze. Równanie master moªe zosta¢ przekszta™cone
do równania Fokkera-Plancka zgodnie z zasadami opisanymi w rozdziale 1.5.2.
Zak™adamy przy tym, ªe rezerwuar jest w stanie fotonowej próªni, n1 = n2 = 0,
oraz dopasowanie cz¶sto±ci wymuszaj°cej do cz¶sto±ci rezonatora, !1 = !p.
Przekszta™camy równieª operatory kreacji i anihilacji do obrazu oddzia™ywania,
aby pozby¢ si¶ swobodnej ewolucji tych operatorów:

âi ! âie
�i!it (2.42)

â
†

i ! â
†

ie
i!it (2.43)

Po tych przekszta™ceniach otrzymujemy nast¶puj°ce równanie:

@

@t
P (↵1,↵2) =

@

@↵1
{(�1↵1 � ✏1 � ↵

⇤

1↵2)P (↵1,↵2)}

+
@

@↵
⇤

1

{(�1↵
⇤

1 � ✏
⇤

1 � ↵1↵
⇤

2)P (↵1,↵2)}

+
@

@↵2

n
(�2↵2 � ✏2 +



2
↵

2
1)P (↵1,↵2)

o

+
@

@↵
⇤

2

n
(�2↵

⇤

2 � ✏
⇤

2 +


2
↵
⇤

1
2)P (↵1,↵2)

o

+
1
2
@

2

@↵
2
1

{↵2P (↵1,↵2)} +
1
2
@

2

@↵
⇤

1
2 {↵

⇤

2P (↵1,↵2)} (2.44)

Naleªy skomentowa¢, ªe w przypadku uªycie zwyk™ej funkcji P (↵1,↵2),
mog° pojawi¢ si¶ problemy wynikaj°ce z osobliwo±ci tej funkcji dla pewnych
stanów kwantowych. Uªycie tzw. uogólnionej reprezentacji [12], opisanej za
pomoc° podwojonej liczby zmiennych (np. czterech zmiennych zespolonych
↵1,↵

†

1,↵2,↵
†

2, przy czym ↵
†

i nie jest sprz¶ªeniem zespolonym ↵i) zapobiega tego
typu sytuacjom, zapewniaj°c poprawne zachowanie si¶ funkcji P (↵1,↵

†

1,↵2,↵
†

2).
Tym niemniej, b¶dziemy uªywali równania Fokkera-Plancka do wyznaczenia mo-
mentów, przez co uªywanie uogólnionej reprezentacji nie wydaje si¶ konieczne.
Istnieje moªliwo±¢ rozwaªenia równa´ ruchu hamiltonianu drugiej harmon-

icznej w reprezentacji Heisenberga. Uªyjemy tutaj metody przedstawionej w
sekcji 1.5.3. Podobnie jak w poprzednim przypadku, sprowadzimy operatory
kreacji i anihilacji do obrazu oddzia™ywania. Uzyskujemy nast¶puj°ce kwan-
towe równania Langevina:
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d

dt
â1(t) = ��1â1(t) + â

†

1(t)â2(t) + ✏1 + F̂1(t) (2.45)

d

dt
â2(t) = ��2â2(t)�



2
(â1(t))2 + ✏2 + F̂2(t) (2.46)

przy czym operatory F̂i(t) s° operatorami szumu kwantowego. Jak zauwaªono
w [9], moªna operatory te potraktowa¢ jako proporcjonalne do zewn¶trznego
pola próªni wnikaj°cego do rezonatora. St°d równania te moªemy przepisa¢
jako:

d

dt
â1(t) = ��1â1(t) + â

†

1(t)â2(t) + ✏1 + Â1,in (2.47)

d

dt
â2(t) = ��2â2(t)�



2
(â1(t))2 + ✏2 + Â2,in (2.48)

2.3 Optyczny efekt Kerra
Efektem Kerra nazywa si¶ zmian¶ wspó™czynnika za™amania ±wiat™a w nielin-

iowym o±rodku na skutek przy™oªonego pola elektrycznego [4, 6]. Istotnym
czynnikiem odróªniaj°cym ten efekt od innego efektu, zwanego efektem Pock-
ela, jest fakt, ªe pojawiaj°ca si¶ róªnica warto±ci wspó™czynnika za™amania jest
proporcjonalna do kwadratu warto±ci pola elektycznego (podczas gdy w drugim
wspomnianym efekcie — po prostu do jego warto±ci w pierwszej pot¶dze).
Wyróªnia si¶ zwykle dwa rodzaje efektu Kerra — elektro-optyczny efekt Kerra
oraz optyczny efekt Kerra.
Pierwszy z nich wi°ªe si¶ z przy™oªeniem wolno zmieniaj°cego si¶ pola, np.

napi¶cia mi¶dzy dwoma ko´cami kryszta™u. Kryszta™ staje si¶ wtedy dwój™omny.
Drugi z efektów dotyczy przypadku, w którym samo padaj°ce ±wiat™o wytwarza
zmian¶ we wspó™czynniku za™amania na skutek indukowania w krysztale po-
laryzacji. W™a±nie tym drugim efektem b¶dziemy si¶ zajmowa¢ w tej pracy.

2.3.1 Opis klasyczny
Rozwaªmy przypadek ±wiat™a monochromatycznego o cz¶sto±ci ! padaj°cego

na kryszta™. W tym przypadku pierwszy cz™on w szeregu pot¶gowym polaryzacji
(2.21) wyst°pi tylko dla warto±ci ! i b¶dzie odpowiada™ za zwyk™y wspó™czynnik
za™amania dla ±wiat™a. Drugi ze wspó™czynników w szeregu wyst°pi dla warto±ci
! + ! = 2! oraz ! � ! = 0 i odpowiedzialny b¶dzie za, odpowiednio, generacj¶
drugiej harmonicznej oraz pojawienie si¶ napi¶cia na krysztale. Dopiero trzeci
wspó™czynnik, a dok™adniej jedna z jego sk™adowych o cz¶sto±ci ! + ! � ! = !

b¶dzie zwi°zana z efektem Kerra [6]:

P
(3) = 3�

(3)(! = ! + ! � !) : E(!)E(!)E⇤(!)
= 3�

(3)(! = ! + ! � !) : |E(!)|2E(!) (2.49)

przy czym czynnik 3 przy podatno±ci wynika z relacji permutacyjnych. Je±li
utniemy szereg pot¶gowy na trzecim wyrazie i dla prostoty za™oªymy pe™n°
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symetri¶ (co pozwala zredukowa¢ tensorow° natur¶ podatno±ci do postaci
skalarnej), ca™kowita polaryzacja b¶dzie równa:

P (!) = �
(1)

E(!) + �
(3)
|E(!)|2E(!) = �effE(!) (2.50)

gdzie �eff jest efektywn° podatno±¢ elektryczn°, wyraªon° wzorem:

�eff = �
(1) + 3�(3)

|E(!)|2 (2.51)

Nast¶pnie naleªy odnie±¢ podatno±¢ elektryczn° do wspó™czynnika za™ama-
nia:

n
2 = ✏0(1 + �) (2.52)

gdzie n jest wspó™czynnikiem za™amania, a ✏0 przenikalno±ci° elektryczn° próªni.
Podstawiaj°c do wzoru �eff , otrzymujemy:

n =
q
✏0(1 + �(1) + 3�(3)|E(!)|2) (2.53)

Nast¶pnie rozwijamy pierwiastek w szereg pot¶gowy wzgl¶dem ma™ego
wyrazu ✏03�(3)

|E(!)|2, odcinaj°c wyrazy powyªej pierwszego. Otrzymujemy
ostatecznie:

n =
q
✏0(1 + �(1)) +

3✏0�(3)

2
p
✏0(1 + �(1))

|E(!)|2

= n0 +
3✏0�(3)

2n0
|E(!)|2 (2.54)

Pozostaje u±redni¢ wspó™czynnik po czasie, pami¶taj°c, ªe hE(!)2i =
2|E(!)|2 (przyjmuj°c notacj¶, zgodnie z któr° amplituda pola stoi przy obu
eksponensach z ujemnymi i dodatnimi cz¶±ciami). Dostajemy:

n = n0 +
3✏0�(3)

n0
hE(!)2i = n0 + n2hE(!)2i (2.55)

gdzie

n2 =
3✏0�(3)

n0
(2.56)

T™umaczy to, ªe zmiana wspó™czynnika za™amania jest proporcjonalna do
kwadratu warto±ci padaj°cego pola elektrycznego.

2.3.2 Opis kwantowy
Rozwaªmy oddzia™ywanie pola elektromagnetycznego z nieliniowym o±rod-

kiem w obecno±ci optycznego efektu Kerra. Ca™y uk™ad moªe by¢ opisany za
pomoc° nast¶puj°cego hamiltonianu [29, 30, 39, 40]:

H = Hs + Hi (2.57)

gdzie, jak zwykle, Hs jest hamiltonianem uk™adu, za± Hi opisuje oddzia™ywanie
z rezerwuarem:

Hs = ~!â
†
â +

~�
2

â
†2

â
2 + i~(✏â†e�i!pt

� ✏
⇤
âe

i!pt) (2.58)
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Hi = â�̂† + â
†�̂ (2.59)

gdzie �̂ jest operatorem rezerwuarowym, ✏— koherentnym polem pompuj°cym,
a � sta™° sprz¶ªenie odpowiedzialn° za efekt Kerra. Eliminuj°c operatory szumu
zgodnie z technik° z cz¶±ci 1.5.1 otrzymujemy nast¶puj°ce równanie master :

@

@t
⇢̂ = �

i

~ [Hs, ⇢̂] + �(2â⇢̂â
†
� â

†
â⇢̂� ⇢̂â

†
â1)

+ 2�n[[â, ⇢̂], â†] (2.60)

gdzie n jest ±redni° liczb° fotonów w rezerwuarze. Podobnie, jak w przypadku
generacji drugiej harmonicznej, wykorzystuj°c regu™y z cz¶±ci 1.5.2, zak™adaj°c
stan próªni fotonowej rezerwuaru (n = 0), dopasowanie cz¶sto±ci fali pompu-
j°cej do cz¶sto±ci rezonatora (!p = !) oraz uªywaj°c operatorów w obrazie
oddzia™ywania, przekszta™camy powyªsze równanie do odpowiedniego równania
Fokkera-Plancka [40]:

@

@t
P (↵, t) = Lcl + Lqu (2.61)

gdzie Lcl i Lqu to wydzielone dwie cz¶±ci równania odpowiedzialne, odpowiednio,
za klasyczne i kwantowe zachowanie uk™adu:

Lcl =
@

@↵

⇢✓
1
2
�↵� ✏+ i�↵|↵|

2

◆
P (↵, t)

�

+
@

@↵⇤

⇢✓
1
2
�↵

⇤
� ✏

⇤
� i�↵

⇤
|↵|

2

◆
P (↵, t)

�
(2.62)

Lqu = �
i

2
@

@↵
(↵2

P (↵, t)) +
i

2
@

@↵⇤
(↵⇤2P (↵, t)) (2.63)

Podobnie, jak w przypadku generacji drugiej harmonicznej, uªyteczne okaªe
si¶ rozwi°zywanie równa´ ruchu w obrazie Heisenberga. Zak™adaj°c, ªe opera-
tory kreacji i anihilacji b¶d° rozpatrywane w obrazie oddzia™ywania:

â ! âe
�i!t (2.64)

â
†
! â

†
e
i!t (2.65)

otrzymujemy nast¶puj°ce równanie Langevina:

d

dt
â(t) = ��â(t)� i�â

†
â
2 + ✏+ F̂ (t) (2.66)

gdzie operator F̂ (t) jest operatorem szumu kwantowego.
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Rozdzia™ 3

Miary spl°tania

3.1 Definicja spl°tania
Niew°tpliwie, spl°tanie jest najistotniejsz° cech° odróªniaj°c° fizyk¶ kwan-

tow° od klasycznej [35]. Pocz°tkowo, by™o traktowane w sposób jako±ciowy, jako
element nieklasycznego zachowania si¶ uk™adu kwantowego. Z czasem jednak,
rozpoczynaj°c od prac Bella [1] nad nierówno±ciami zwi°zanymi z korelacjami,
zacz¶to podejmowa¢ próby ilo±ciowego opisu spl°tania. St°d pojawi™o si¶ poj¶-
cie miar spl°tania w uk™adach kwantowych.
Jak si¶ okaª¶ w dalszej cz¶±ci rozdzia™u, niezwykle istotn° rol¶ przy definicji

spl°tania odgrywaj° tzw. lokalne operacje kwantowej i klasyczna komunikacja
(LOCC). Nazw° t° okre±la si¶ ca™y szereg moªliwych operacji, w™°cznie z pomi-
arami, dotycz°cych jednak tylko jednego z poduk™adów (st°d lokalne). Dochodzi
do tego wymiana dowolnej informacji klasycznym kana™em komunikacji. Istot-
no±¢ LOCC polega na tym, ªe odzwierciedlaj° one to, co rozumiemy poprzez
klasyczne korelacje. Ich dzia™anie nie wykracza poza moªliwo±ci informacyjne
i obliczeniowe klasycznych uk™adów. St°d za ich pomoc° nie moªna utworzy¢
stanu spl°tanego ze stanu niespl°tanego. Co wi¶cej, je±li stan po operacjach
LOCC wykazuje jakie± cechy spl°tania, moªna by¢ pewnym, ªe cechy te musi-
a™y juª istnie¢ przed wykonaniem operacji, gdyª LOCC nie s° w stanie zwi¶kszy¢
si™y spl°tania. Wszystkie terminy, które zosta™y tutaj wymienione, zostan° do-
precyzowane w dalszej cz¶±ci rozdzia™u.
Zanim zdefiniuje si¶ miary spl°tania i poda w™asno±ci, jakie powinny by¢

przez nie spe™niane, naleªy zastanowi¢ si¶ nad sam° definicj° spl°tania. Moªe
by¢ ono uwaªane za w™asno±¢ uk™adu kwantowego, w którym pojawiaj° si¶ ko-
relacje niemoªliwe do osi°gni¶cia klasycznie [43]. Da si¶ wyróªni¢ kilka w™asno±ci
wskazuj°cych czy dany uk™ad jest spl°tany czy teª nie [35]:

• Stany separowalne, tzn. takie, których macierz g¶sto±ci da si¶ przedstawi¢
w postaci sumy iloczynów tensorowych macierzy wszystkich poduk™adów:

⇢̂total =
X

i

pi⇢̂
i
1 ⌦ ⇢̂

i
2 ⌦ . . . (3.1)

nie s° spl°tane.

• Spl°tanie nie moªe wzrosn°¢ na skutek lokalnych operacji kwantowych
i klasycznej komunikacji (LOCC) — postulat ten jest uzasadniony tym,
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ªe klasyczna komunikacja nie moªe zwi¶kszy¢ nieklasycznych korelacji; co
wi¶cej lokalne operacje kwantowe nigdy nie zmieni° stanu separowalnego
w nieseparowalny, tzn. nie doprowadz° do pojawienia si¶ spl°tania.

• Spl°tanie nie moªe zmieni¢ si¶ pod wp™ywem lokalnych operacji uni-
tarnych — z racji ich odwracalno±¢, jakakolwiek zmiana by™aby sprzeczna
z poprzedni° w™asno±ci°.

• Istniej° stany maksymalnie spl°tane — okazuje si¶, ªe kaªdy stan kwan-
towy moªe zosta¢ otrzymany poprzez zastosowanie LOCC ze stanu:

| maxi =
|0, 0i+ |1, 1i+ . . . |d� 1, d� 1i

p
d

(3.2)

(lub kaªdego innego stanu otrzymanego przez lokalnie unitarne transfor-
macje) dla dwucz¶±ciowego, d-wymiarowego uk™adu.

3.2 Postulaty miar spl°tania

Od tego momentu ograniczymy si¶ w rozwaªaniach tylko do uk™adu
z™oªonego z dwóch cz¶±ci, poniewaª s° najlepiej poznane i tylko takie b¶d°
tematem niniejszej pracy.
Celem wprowadzenia ilo±ciowego opisu spl°tania (czyli miary spl°tania),

naleªy ustali¢ wpierw, jakie w™asno±ci powinna posiada¢ taka miara, aby by™a
zgodna z w™asno±ciami i charakterem samego spl°tania. Przede wszystkim,
b¶dzie to funkcja:

E : H ! R+ (3.3)
⇢̂ 7! E(⇢̂) (3.4)

gdzieH jest przestrzeni° Hilberta. Zak™ada si¶ równieª normalizacj¶ dla maksy-
malnie spl°tanego stanu (3.2):

E(| maxi) = log d (3.5)

Poniªej przedstawiona zostaje lista postulatów, które powinny by¢ spe™nione
przez kaªd° z takich miar [35] (cho¢ nie wszystkie s° spe™niane przez istniej°ce
miary):

1. E(⇢̂) = 0 je±li ⇢̂ jest separowalny

2. E nie ro±nie (w sensie warto±ci ±redniej) przy operacjach LOCC:

E(⇢̂) >
X

i

piE

 
Âi⇢̂Â

†

i

Tr{Âi⇢̂Â
†

i}

!
(3.6)

gdzie Âi s° tzw. operatorami Krausa [32] opisuj°cymi pewne operacje
LOCC.
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3. Dla stanu czystego | ih | E redukuje si¶ do entropii spl°tania (ang. en-
tropy of entanglement) [32]:

E(| ih |) = (S � TrB)(| ih |) (3.7)

przy czym S jest entropi° von Neumanna (opisan° w nast¶pnej sekcji) a
TrB jest operacj° cz¶±ciowego ±ladu po poduk™adzie B.

Poza wyªej wymienionymi pojawiaj° si¶ jeszcze inne w™asno±ci, nie s° jednak
ogólnie przyjmowane:

1. Wypuk™o±¢ — z matematycznego punktu widzenia miara spl°tania jest
funkcj° wypuk™°, tzn:

E

 
X

i

pi⇢̂i

!
6
X

i

piE(⇢̂i) (3.8)

2. Addytywno±¢— maj°c n kopii stanu ⇢̂, miara dla takiego stanu jest sum°
miar dla poszczególnych stanów, tj:

E(⇢̂⌦n) = nE(⇢̂) (3.9)

Odmian° tej w™asno±ci, mniej restrykcyjn° i bardziej akceptowaln° jest
regularyzowana (asymptotyczna) addytywno±¢, mianowicie miara:

E
1(⇢̂) : = lim

n!1

E(⇢̂⌦n)
n

(3.10)

jest addytywna, natomiast miara E nie musi by¢.

3. Ci°g™o±¢ — miara spl°tania jest funkcj° ci°g™°.

3.3 Spl°tanie w przestrzeni Hilberta o sko´c-
zonym wymiarze

Miary spl°tania zdefiniowane s° i zbadane najlepiej w przypadku uk™adu
sk™adaj°cego si¶ z dwóch poduk™adów (dwóch kubitów) w sko´czenie wymi-
arowej przestrzeni Hilberta (wymiar b¶dzie oznaczany przez d). Rozpoczniemy
analiz¶ od stanów czystych, tj. stanów, dla których macierz g¶sto±ci moªe by¢
przedstawiona w postaci operatora rzutowego | ih | na jednowymiarow° pod-
przestrze´. Taka macierz g¶sto±ci (i tylko taka) ma swój odpowiednik w postaci
wektora stanu | i.
Jak wspomniano juª w przypadku kryteriów, jakie powinna spe™nia¢

porz°dna miara spl°tania, musi ona w przypadku stanów czystych sprowadza¢
si¶ do entropii spl°tania [2], która jest wprost zwi°zana z entropi° von Neu-
manna [32]. Sugeruje to natychmiast fakt istnienia tylko jednej miara dla stanów
czystych, któr° jest wyªej wspomniana entropia.
Entropi¶ von Neumanna S(⇢̂) definiuje si¶ jako

S(⇢̂) = �Tr(⇢̂ log ⇢̂) (3.11)
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na podobie´stwo entropii klasycznej. Z kolei, entropi° spl°tania nazywa si¶
entropi¶ von Neumanna macierzy g¶sto±ci powsta™ej w wyniku wykonania cz¶±-
ciowego ±ladu na jednym z poduk™adów:

E(| ih |) def= S(TrA{| ih |}) = S(TrB{| ih |}) (3.12)

Zosta™o pokazane [11], ªe kaªda miara L na stanach czystych jest równowaªna
entropii spl°tania, je±li jest:

1. normalizowana na stanie singletowym,

2. addytywna na stanach czystych,

3. nierosn°ca pod wp™ywem deterministycznych transformacji LOCC,

4. asymptotycznie ci°g™a na stanach czystych, tj dla kaªdych ci°gów {|�ni},
{| ni}, zbieªnych do tej samej granicy (w sensie normy ±ladowej) zachodzi:

L(|�ni)� L(| ni)
1 + log(dim H )

! 0 (3.13)

S° to warunki bardzo ogólne, co uzasadnia przyj¶cie jednej miary spl°tania
na stanach czystych.
W przypadku stanów mieszanych, sprawa jest duªo bardziej skomplikowana.

Wyróªnia si¶ szereg miar spl°tania, spe™niaj°cych cz¶±¢ lub wszystkie w™asno±ci
wyszczególnione w cz¶±ci 3.2. Celem omówienia dwóch podstawowych miar
naleªy wpierw przyjrze¢ si¶ transformacji stanów kwantowych w asymptotycznej
granicy. Rozwaªmy n kopii stanu ⇢̂. Niech pod wp™ywem transformacji LOCC
stany te zostan° przekszta™cone w m stanów �̂. Przez r oznaczmy sprawno±¢
takiego przekszta™cenia definiowan°, jako r = m

n . Definiuj°c miary spl°tania,
b¶dziemy rozwaªali supremum w±ród takich warto±ci, czyli szukali jak najlepszej
sprawno±ci takiej transformacji. Co wi¶cej, supremum b¶dzie poszukiwane w
przypadku asymptotycznym, czyli dla n !1.
Na podstawie sprawno±ci transformacji stanów pod wp™ywem LOCC, moªna

zdefiniowa¢ dwie miary, które okazuj° si¶ bardzo istotne z punktu widzenia
teorii spl°tania. Koszt spl°tania (ang. entanglement cost) [35] definiuje si¶ jako
najlepsz° sprawno±¢ konwersji n maksymalnie spl°tanych stanów (singletów) do
m kopii danego stanu, którego spl°tanie mierzymy. Je±li transformacj¶ LOCC,
zachowuj°c° ±lad, oznaczymy przez �(·), koszt spl°tania EC definiujemy jako:

EC(⇢̂) = inf
n

r : lim
n!1

h
inf
 

D(⇢̂⌦n
,�(|�maxi

⌦rn))
i

= 0
o

(3.14)

przy czym D(·, ·) jest odpowiedni° miar° odleg™o±ci, np. norm° ±ladow°.
Podobnie, moªna zdefiniowa¢ proces odwrotny, czyli konwersj¶ n kopii

danego stanu ⇢̂ do m kopii stanu maksymalnie spl°tanego. Miara powsta™a
w wyniku rozwaªania takiego procesu to destylowalne spl°tanie (ang. distillable
entanglement) [35], ED. Definiuje si¶ je w analogiczny sposób, jako:

ED(⇢̂) = sup
n

r : lim
n!1

h
inf
 

D(�(⇢̂⌦n), |�maxi
⌦rn)

i
= 0
o

(3.15)

W tym przypadku jest to supremum, poniewaª chcemy uzyska¢ jak najwi¶k-
sz° liczb¶ kopii stanów maksymalnie spl°tanych z danej liczby kopii stanu ⇢̂,
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podczas gdy w przypadku kosztu spl°tania by™o to infimum, gdyª wtedy z jak
najmniejszej liczby stanów maksymalnie spl°tanych chcieli±my uzyska¢ dan°
liczb¶ kopii stanu ⇢̂.
Okazuje si¶, ªe miary te dla stanów czystych s° sobie równe i obie

sprowadzaj° si¶ do entropii spl°tania. Co wi¶cej, dla dowolnych stanów zachodzi
bardzo silna w™asno±¢, która pozwala traktowa¢ obie wielko±ci jako górne i dolne
ograniczenie na moªliwe miary spl°tania. Mianowicie, przyjmuj°c ªe dana mi-
ara L(⇢̂) spe™nia pierwszy i drugi z postulatów spl°tania (ma warto±¢ zero dla
stanów separowalnych i nie wzrasta pod wp™ywem LOCC), jest asymptotycznie
ci°g™a w sensie (3.13) oraz posiada swoj° regularyzacj¶:

L
1(⇢̂) = lim

n!1

L(⇢̂⌦n)
n

(3.16)

to zachodzi:

EC(⇢̂) 6 L
1(⇢̂) 6 ED(⇢̂) (3.17)

Poniªej wymienimy jeszcze dwie inne miary, pozostawiaj°c dla czytelno±ci
ich angielskie nazwy (brak jest bezpo±redniego lub powszechnie przyj¶tego ich
t™umaczenia):

• Concurrence („wspó™bieªno±¢”) [44], zdefiniowana tylko dla kubitów (czyli
wymiaru d = 2), jako:

C(⇢̂) = max{0,

p
�1 �

p
�2 �

p
�3 �

p
�4} (3.18)

gdzie {�i} s° warto±ciami w™asnymi macierzy ⇢̂�̂y ⌦ �̂y⇢̂
⇤
�̂y ⌦ �̂y, gdzie

�̂y jest jedn° z macierzy Pauliego, natomiast ⇢̂⇤ jest macierz° powsta™°
w wyniku sprz¶ªenia wszystkich elementów macierzy ⇢̂. Concurrence jest
bezpo±rednio zwi°zany ze szczególnym sposobem liczenia ogólniejszej mi-
ary spl°tania — spl°tania formacji (ang. entanglement of formation).
Concurrence przyjmuje warto±¢ 0 dla stanów separowalnych oraz 1 dla
stanów maksymalnie spl°tanych.

• Negativity („negatywno±¢”), bazuj°ca na kryterium spl°tania Peresa-
Horodeckiego [33, 22], zdefiniowana jest jako:

N(⇢̂) = max

 
0,�2

X

i

µi

!
(3.19)

gdzie {µi} jest zbiorem ujemnych warto±ci w™asnych macierzy ⇢̂TB cz¶±-
ciowo transponowanej, przy czym transpozycja jest wykonana tylko dla
elementów z poduk™adu B. Tak zdefiniowana miara negativitiy przyjmuje
warto±¢ 0 dla stanów separowalnych oraz 1 dla stanów maksymalnie spl°-
tanych. Miar¶ t° moªna zdefiniowa¢ równieª jako:

N(⇢̂) = ||⇢̂
TB ||� 1 (3.20)

gdzie ||X̂|| = Tr
np

X̂†X̂

o
jest norm° ±ladow° macierzy operatora. Obie

definicje s° sobie równowaªne. Aby miara sta™a si¶ addytywna, wprowadza
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si¶ jej modyfikacj¶ znan° jako logarithmic negativity („logarytmiczna
negatywno±¢”):

EN (⇢̂) = log2 ||⇢̂
TB || (3.21)

3.4 Spl°tanie dla zmiennych ci°g™ych
Zdefiniowanie miar spl°tania w przypadku niesko´czenie wymiarowej

przestrzeni Hilberta (lub inaczej — w przypadku zmiennych ci°g™ych) staje
si¶ niezwykle trudnym zadaniem. Przyk™adowy problem, na jaki si¶ napotyka,
to nast¶puj°cy fakt: w dowolnie ma™ym otoczeniu (w sensie normy ±ladowej)
kaªdego czystego, separowalnego stanu, istnieje inny czysty stan z dowolnie duª°
warto±ci° entropii spl°tania! Co prawda efekt ten zanika w przypadku rozpa-
trywania stanów o ograniczonej energii, tym niemniej zdefiniowanie solidnych
miar dla dowolnych stanów ci°g™ych nadal jest poza zasi¶giem teorii spl°tania.
St°d ogranicza si¶ cz¶sto rozwaªania do zaw¶ªonej grupy stanów, maj°cych w
reprezentacji Wignera posta¢ gaussowsk° (patrz 1.4) [35, 7].
Stan gaussowski jest ca™kowicie opisany przy pomocy warto±ci ±rednich i mo-

mentów drugiego rz¶du. W przypadku spl°tania ±rednie s° nieistotne i pe™na
informacja o spl°taniu moªe zosta¢ odczytana z macierzy kowariancji, nazy-
wanej teª macierz° korelacji (pomimo, ªe nie jest unormowana).
Zanim przyst°pimy od opisu stanów spl°tanych, naleªy wyszczególni¢ zestaw

operacji, jakie mog° by¢ wykonywane na stanach gaussowskich. Przede wszys-
tkim dopuszcza si¶ branie kombinacji operatorów jako nowej bazy, co równoz-
naczne jest z pewn° transformacj° liniow° S. Jak wiadomo, macierz korelacji
pod wp™ywem takiej transformacji ulegnie zmianie analogicznej do zmiany bazy,
⌃ = S

T ⌃S. Znak transpozycji zamiast przekszta™cenia odwrotnego pojawia si¶
st°d, ªe przekszta™cenie liniowe S musi spe™nia¢ ±ci±le okre±lone w™asno±ci, tak
aby nowe operatory X̂

0

i b¶d°ce kombinacjami starych X̂i, zachowywa™y dobrze
okre±lone zasady komutacji:

[X̂ 0

i, X̂
0

j ] = i�ij (3.22)

gdzie:

� =
nM

t=1

✓
0 1
�1 0

◆
(3.23)

jest macierz° symplektyczn°. W przypadku zachowania takich zasad, odw-
zorowania S musz° tworzy¢ rzeczywist° grup¶ symplektyczn° Sp(2n, R). Moªna
pokaza¢, ªe dla dwucz¶±ciowego stanu gaussowskiego warunkiem wystarczaj°-
cym separowalno±ci takiego stanu jest zachowanie zasad komutacji przy cz¶±-
ciowej transpozycji stanu (która w tym przypadku oznacza sprz¶ªenie zespolone
macierzy g¶sto±ci, co jest równowaªne odwróceniu czasu w równaniu ewolucji).
Nie jest to niestety warunek konieczny.

3.4.1 Wybrane miary
Miary spl°tania wyst¶puj°ce dla stanów gaussowskich s° odpowiednikami

miar dla przypadku sko´czenie wymiarowego. Poniªej zostan° omówione tylko
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dwie z nich, których wyznaczenie jest stosunkowo ™atwe [35]:

• Entropia spl°tania — zachowuje poprzedni° definicj¶ jako entropia von
Neumanna z cz¶±ciowego ±ladu po jednej z cz¶±ci uk™adu z macierzy
g¶sto±ci. Entropi¶ w przypadku stanów gaussowskich moªna wyrazi¢ w
pe™ni poprzez tzw. symplektyczne warto±ci w™asne. S° one zdefiniowane
jako warto±ci w™asne macierzy |i⌃�|, przy czym | · | oznacza warto±¢
bezwzgl¶dn° (w przypadku macierzy wynikiem operacji jest macierz
o warto±ciach w™asnych równych warto±ciom bezwzgl¶dnym pierwotnej
macierzy). Moªna pokaza¢, ªe je±li jedna cz¶±¢ uk™adu sk™ada si¶ z nA

oscylatorów harmonicznych (np. modów ±wiat™a), druga cz¶±¢ z nB oscy-
latorów, wtedy entropia spl°tania moªe zosta¢ wyraªona w nast¶puj°cy
sposób:

S =
nAX

i=1

✓
µi + 1

2
log2

µi + 1
2

�
µi � 1

2
log2

µi � 1
2

◆
(3.24)

gdzie µi s° w™a±nie symplektycznymi warto±ciami w™asnymi podmacierzy
korelacji ⌃A, która powstaje poprzez wzi¶cie operacji ±ladu na po-
duk™adzie B (lub inaczej — marginalizacj¶ rozk™adu po zmiennych B).
Jest to dok™adnie podmacierz korelacji zwi°zana ze zmiennymi z A.

• Logaritmic negativity — równieª ta miara pozostaje prosta do wyznaczenia
w przypadku stanów gaussowskich. Zak™adaj°c ponownie, ªe uk™ad sk™ada
si¶ z nA oscylatorów w jednej cz¶±ci oraz nB w drugiej, definiujemy cz¶±-
ciowo transponowan° macierz korelacji ⌃TB jako macierzy stanu kwan-
towego transponowanego ze wzgl¶du na zmienne B. Wtedy warto±¢ miary
logaritmic negativity moªna wyrazi¢ jako:

EN = �

nX

i=1

log2(min{1, µ̃k}) (3.25)

przy czym µ̃k s° symplektycznymi warto±ciami w™asnymi macierzy ⌃TB

3.4.2 Kryterium nieseparowalno±ci

Inne podej±cie, nie korzystaj°ce wprost z cz¶±ciowej transpozycji stanu,
zosta™o wprowadzone w [15], gdzie pokazano konieczny i wystarczaj°cy warunek,
aby stan gaussowski by™ separowalny. Ca™a analiza zostanie przeprowadzona w
przypadku stanu sk™adaj°cego si¶ z dwóch cz¶±ci, przy czym w kaªdej z nich zna-
jduje si¶ pojedynczy oscylator harmoniczny. Zak™adamy wi¶c, ªe uk™ad opisy-
wany jest za pomoc° czterech operatorów, które tutaj zostan° nazwane x̂1, p̂1,
x̂2, p̂2, oraz spe™niaj° nast¶puj°ce regu™y komutacji:

[x̂i, p̂j ] = i�ij (3.26)
[x̂i, x̂j ] = [p̂i, p̂j ] = 0 (3.27)

Utwórzmy z tych par dwie ich kombinacje w nast¶puj°cy sposób:
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û = |a|x̂1 +
1
a
x̂2 (3.28)

v̂ = |a|p̂1 �
1
a
p̂2 (3.29)

przy czym a jest dowoln° niezerow° liczb° rzeczywist°. Korzystaj°c z
nierówno±ci operatorowej:

h(�x̂j)2i+ h(�p̂j)2i > |[x̂j , p̂j ]| = 1 (3.30)

oraz z separowalno±ci stanu ⇢̂:

⇢̂ =
X

i

pi⇢̂i1 ⌦ ⇢̂i2 (3.31)

moªna pokaza¢, ªe nowe operatory û i v̂ musz° spe™nia¢ nierówno±¢:

h(�û)2i+ h(�v̂)2i > a
2 +

1
a2

(3.32)

Nast¶pnym elementem teorii z [15] jest wprowadzenie dwóch postaci stan-
dardowych macierzy korelacji i pokazanie, ªe macierz korelacji kaªdego stanu
gaussowskiego moªe zosta¢ sprowadzona do kaªdej z tych postaci poprzez wyko-
nanie operacji LLUBO (local linear unitary Bogoliubov operations). S° to op-
eracje o ogólnej postaci U = U1 ⌦ U2 (iloczyn tensorowy sugeruje w™a±nie ich
lokalno±¢), przy czym U(x̂j , p̂j)T

U
† = Hj(x̂j , p̂j)T , gdzie Hj jest rzeczywist°

macierz° o wyznaczniku równym jedno±ci. Moªna pokaza¢ [7], ªe LLUBOmoªna
sprowadzi¢ do kombinacji operatorów ±cie±niania i lokalnych rotacji na stanach.
Poniªej przedstawiamy obie postacie standardowe pomijaj°c dowody trans-

formacji (znajduj°ce si¶ w [15]):

Posta¢ standardowa I Kaªdy stan gaussowski ⇢̂ moªe zosta¢ sprowadzony
do stanu o nast¶puj°cej macierzy korelacji:

⌃I =

0

BB@

n c

n c
0

c m

c
0

m

1

CCA (3.33)

przy czym n, m > 1, natomiast c, c
0 s° dowolnymi liczba rzeczywistymi.

Posta¢ standardowa II Kaªdy stan gaussowski ⇢̂ moªe zosta¢ sprowadzony
do stanu o nast¶puj°cej macierzy korelacji:

⌃II =

0

BBB@

nr1
p

r1r2c

n
r1

c0
p

r1r2p
r1r2c mr2

c0
p

r1r2

m
r2

1

CCCA
(3.34)

przy czym r1 i r2 s° parametrami ±ciskania, spe™niaj°cymi nast¶puj°ce równo±ci:

n
r1
� 1

nr1 = 1
=

m
r2
� 1

mr2 � 1
(3.35)
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p
r1r2|c|�

|c
0
|

p
r1r2

=
p

(nr1 � 1)(mr2 � 1)�

s✓
n

r1
� 1
◆✓

m

r2
� 1
◆
(3.36)

Maj°c stan gaussowski w drugiej postaci normalnej, moªna pokaza¢ na-
jwaªniejszy z wniosków zawartych w [15]: warunek konieczny i wystarcza-
j°cy separowalno±ci stanu gaussowskiego ⇢̂. Stan ten jest separowalny wtedy
i tylko wtedy gdy, przy wyraªeniu macierzy korelacji w postaci standardowej II,
nierówno±¢ (3.32) jest spe™niona przez nast¶puj°ce operatory:

û = a0x̂1 �
c1

|c1|

1
a0

x̂2 (3.37)

v̂ = a0p̂1 �
c2

|c2|

1
a0

p̂2 (3.38)

przy czym:

a
2
0 =

r
mr2 � 1
nr1 � 1

=

s
m/r2 � 1
n/r1 � 1

(3.39)

c1 =
p

r1r2c (3.40)

c2 =
c
0

p
r1r2

(3.41)

gdzie m,n, c, c
0
, r1, r2 s° elementami macierzy korelacji wyst¶puj°cymi w jej

postaci standardowej II.
Po bliªszej analizie warunków twierdzenie, moªna pokaza¢ [5], ªe nieoznac-

zono±ci operatorów û i v̂ s° równe, tzn:

h(�û)2i = h(�v̂)2i (3.42)

a st°d nierówno±¢ (3.32) moªe zosta¢ wyraªona w postaci iloczynowej:

p
h(�û)2ih(�v̂)2i <

1
2

✓
a0 +

1
a0

◆
(3.43)

Sugeruje to wprowadzenie nast¶puj°cej miary spl°tania, nazwanej stopniem
nieseparowalno±ci [5]:

I =
2
p
h(�û)2ih(�v̂)2i

a0 + 1
a0

(3.44)

Nasuwa si¶ nast¶puj°ce pytanie — czy I moªe rzeczywi±cie zosta¢ nazwana
miar°? Z pewno±ci° dyskryminuje stany spl°tane od separowalnych. Co wi¶cej
jest niezmiennicza przy lokalnych operacjach unitarnych (s° to operacje LLUBO,
a wi¶c posta¢ standardowa II nie zmienia si¶). Z definicji zawsze jest dodatnia.
Co do pozosta™ych w™asno±ci, autorowi tej pracy nie s° znane ªadne prace trak-
tuj°ce na ten temat.
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3.4.3 Kryterium EPR
Termin paradoks EPR pochodzi z pracy Einsteina, Podolskiego i Rosena z

1935 roku [16], w której to po raz pierwszy pojawi™a si¶ koncepcja spl°tania.
Pojawienie si¶ paradoksu EPR wi°ªe si¶ z istnieniem w uk™adzie korelacji kwan-
towych pomi¶dzy par° niekomutuj°cych zmiennych, w tym sensie, ªe pomiar
jednej z obserwabli w uk™adzie A pozwala wnioskowa¢ lepiej o uk™adzie B [5].
Aby zdefiniowa¢ kryterium EPR, wprowadzimy poj¶cie warunkowej wari-

ancji jako:

h(�x̂1)2i1|2 = min
k
h(�x̂1 � k�x̂2)2i (3.45)

Minimum w tej postaci wariacyjnej jest osi°gane jako „rzut” operatora x̂1

na uk™ad 1 (jest to ±cis™e przy odpowiednim zdefiniowaniu iloczynu skalarnego
mi¶dzy operatorami jako korelacji mi¶dzy nimi przy za™oªeniu hermitowsko±ci
tych operatorów), st°d:

h(�x̂1)2i1|2 = h(�x̂1)2i �
h(�x̂1�x̂2)i
h(�x̂2)2i

(3.46)

a korzystaj°c z macierzy korelacji w postaci (1.84):

h(�x̂1)2i1|2 = C
11
11 �

|C
12
11 |

2

C
22
11

(3.47)

Podobnie definiuje si¶ warunkowe wariancje dla operatorów p1, x2, p2. Jak
wida¢, wszystkie one mog° zosta¢ przedstawione wy™°cznie w postaci elementów
macierzy korelacji. Co wi¶cej, moªna pokaza¢, ªe je±li zdefiniujemy stopie´
paradoksu EPR jako:

✏
def= h(�x̂1)2i1|2h(�p̂1)2i1|2 (3.48)

(lub symetrycznie zamieniaj°c indeksy 1 i 2), to dla stanów separowalnych musi
zachodzi¢ ✏ > 1. Oznacza to, ªe je±li ✏ < 1, to stan jest spl°tany, jest to wi¶c
kryterium wystarczaj°ce spl°tania (ale nie konieczne). Sam stopie´ paradoksu
EPR moªe s™uªy¢ jako miara si™y spl°tania mi¶dzy poduk™adami, cho¢, podob-
nie jak w przypadku stopnia nieseparowalno±ci, nie jest znane autorowi, czy (i
które) aksjomaty miar spl°tania s° w tym przypadku spe™nione. Oczywi±cie, z
nierówno±ci Cauchy’ego-Schwarza dla operatorów wynika, ªe ✏ > 0.
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Rozdzia™ 4

Spl°tanie w procesie
generacji drugiej
harmonicznej

Procesy nieliniowe okazuj° si¶ bardzo dobrym sposobem generacji stanów
spl°tanych ±wiat™a [21]. W szczególno±ci, w tym rozdziale zajmiemy si¶ analiz°
spl°tania w przypadku generacji drugiej harmonicznej w rezonatorze. Na skutek
obecno±ci nieliniowego o±rodka mi¶dzy podstawowymmodem oraz generowanym
modem o podwojonej cz¶sto±ci tworz° si¶ korelacje, pozwalaj°ce klasyfikowa¢
uk™ad jako spl°tany. Analizowane jest ±wiat™o wychodz°ce z rezonatora, uªywa-
j°c do tego celu formalizmu wej±cia-wyj±cia [9, 19]. Podstawowym sposobem
opisu uk™adu s° kwantowe równania Langevina, linearyzowane w punktach
odpowiadaj°cych ustalonym stanom koherentnych klasycznych amplitud. Wi¶k-
sza cz¶±¢ poniªszego rozdzia™u pochodzi z pracy [21].

4.1 Opis uk™adu i równania ruchu

Rozpatrywanym uk™adem jest nieliniowy o±rodek zamkni¶ty w rezonatorze,
przedstawiony na rysunku 4.1. Rezonator sk™ada si¶ z dwóch pó™przepuszczal-
nych zwierciade™, o±rodka umieszczonego mi¶dzy nimi, oraz dodatkowego zwier-
ciad™a (zwierciad™o dolne na rysunku) umoªliwiaj°cego rozdzielenie promieni
wchodz°cych i wychodz°cych (biegn° w róªnych kierunkach)). Jedno ze zwier-
ciade™ pó™przepuszczalnych (lewe) jest traktowane jako wpuszczaj°ce do rezona-
tora ±wiat™o wej±ciowe i wypuszczaj°ce wyj±ciowe. Drugie (prawe) — reprezen-
tuje straty zwi°zane z kontaktem z rezerwuarem.

Aby wyprowadzi¢ równania, pos™uªymy si¶ hamiltonianem (2.38), jed-
nak zgodnie z formalizmem wej±cia-wyj±cia [19], koherentne ±wiat™o wej±ciowe
zostanie w™°czone do rezerwuaru. Tym samym otrzymamy równania podobne
do (2.47-2.48), ale bez obecno±ci koherentnej amplitudy:
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(nieliniowe medium)

κ
a2γa1γ b2γb1γ

out
a ,1

in
a ,1

out
a ,2

in
a ,2

in
b ,1

in
b ,2

Rysunek 4.1: Schemat uk™adu do analizy spl°tania przy generacji drugiej har-
moczniej.

d

dt
â1(t) = ��1â1(t) + â

†

1(t)â2(t) + Â1,in (4.1)

d

dt
â2(t) = ��2â2(t)�



2
(â1(t))2 + Â2,in (4.2)

przy czym zak™adamy tutaj, ªe operatory Â1,in i Â2,in s° równe tym amplitudom
co do warto±ci ±redniej, tj. hÂ1,ini = ✏1, hÂ2,ini = ✏2.
Zastosujemy teraz formalizm wej±cia-wyj±cia do wyznaczenia relacji mi¶dzy

polem wej±ciowym, wyj±ciowym i wyst¶puj°cym w rezonatorze. Dodatkowo,
zostanie u±ci±lone, co rozumiemy przez Â1,in oraz Â2,in. Formalizm wej±cia-
wyj±cia opiera si¶ na kwantowych równaniach Langevina, przy czym szum kwan-
towy:

F̂ (t) = �i

X

j

gj b̂j(t0)e�!j(t�t0) (4.3)

przybliªa si¶ ca™k° po cz¶sto±ciach, zak™adaj°c dodatkowo, ªe gj nie zaleª° od
cz¶sto±ci i jest urojone (tzn. gj ⌘ ig):
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F̂ (t) = �g

Z
d!b̂(!)e�!(t�t0) (4.4)

Wprowadzaj°c nast¶puj°cy operator:

âin(t) =
1
p

2⇡

Z
d!e

�i!(t�t0)b0(!) (4.5)

moªemy napisa¢:

F̂ (t) =
p
�âin(t) (4.6)

Dla uczynienia uwagi przepiszemy tutaj ca™e równanie Langevina:

d

dt
â(t) = �

i

~ [a(t),Hs]�
�

2
â +

p
�âin(t) (4.7)

Okazuje si¶ jednak, ªe gdy rozwi°ªemy równanie ruchu w obrazie Heisen-
berga uªywaj°c nie warunków pocz°tkowych, ale ko´cowych w równaniu
ca™kowym postaci (1.113), otrzymamy analogiczne równanie, ale w odniesieniu
do warunków wyj±ciowych zamiast wej±ciowych:

d

dt
â(t) = �

i

~ [â(t),Hs] +
�

2
â�

p
�âout(t) (4.8)

Po odj¶ciu drugiego z równa´ od pierwszego otrzymamy szukan° zaleªno±¢
[9, 19, 31]:

âout(t) + âin(t) =
p
�â(t) (4.9)

W przypadku wi¶cej niª dwóch wyj±¢ z rezonatora powyªsze zwi°zki za-
chodz° dla kaªdego z osobna. W szczególno±ci, dla dwóch wyj±¢ moªna,
porównuj°c równania (4.7) i (4.1)-(4.2), uzyska¢ nast¶puj°ce równo±ci:

Â1,in =
p

2�1aâ1,in +
p

2�1bb̂1,in (4.10)

Â2,in =
p

2�2aâ1,in +
p

2�2bb̂2,in (4.11)

przy czym za™oªyli±my tutaj nast¶puj°c° notacj¶:

• �1a, �1b to po™ówkowe wspó™czynniki t™umienia dla modu â1, odpowiednio
dla pierwszego (a) i drugiego (b) wyj±cia z rezonatora (dlatego w równani-
ach opisuj°cych pole wej±ciowe i wyj±ciowe wyst¶puj° przemnoªone przez
2, za to przy t™umieniu nie b¶d° dzielone przez 2),

• �2a, �2b to po™ówkowe wspó™czynniki t™umienia dla drugiego z modów â2,

• â1,in, b̂1,in to operatory pól wej±ciowych dla pierwszego z modów,
odpowiednio dla pierwszego i drugiego wej±cia,

• â2,in, b̂2,in to operatory pó™ wej±ciowych dla drugiego z modów, odpowied-
nio dla pierwszego i drugiego wej±cia.
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Okazuje si¶ równieª, ªe sumaryczne wspó™czynniki t™umienia w równaniach
(4.1)-(4.2) musz° w takim przypadku wynosi¢:

�1 = �1a + �1b (4.12)
�2 = �2a + �2b (4.13)

Równania ruchu zostan° rozwi°zane poprzez podzielenie kaªdego z opera-
torów na jego warto±¢ ±redni° i fluktuacj¶, tj.:

âi = hâii+ �âi = ↵i + �âi (4.14)

Nast¶pnie, zostanie rozwi°zana wpierw wersja równa´ z ca™kowitym zanied-
baniem szumów kwantowych, �âi(t) ⌘ 0, co b¶dzie odpowiada¢ równaniom
klasycznym. Dalej, wprowadzone zostan° szumy kwantowe do pierwszego rz¶du,
tzn. jako równanie zlinearyzowane i na ich podstawie wyznaczone zostan° ko-
relacje potrzebne do obliczenia stopnia spl°tania.

4.2 Analiza równa´ na klasyczne amplitudy ko-
herentne

Zaniedbuj°c szumy kwantowe, równania (4.1)-(4.2) moªna przekszta™ci¢ do
nast¶puj°cych równa´ klasycznych:

↵̇1 = ��1↵1 + ↵
⇤

1↵2 + ✏1 (4.15)

↵̇2 = ��2↵2 �


2
↵

2
1 + ✏2 (4.16)

przy czym kropka nad zmienn° oznacza pochodn° czasow°. Skoncentrujemy si¶
wy™°cznie na stanach ustalonych, tj. punktach sta™ych dla tego uk™adu równa´
[13]. W celu badania ich stabilno±ci, naleªy wyznaczy¢ macierz Jakobiego w
kaªdym z takich punktów i zbada¢ jej warto±ci w™asne. Ogólna posta¢ macierzy
Jakobiego dla uk™adu (4.15)-(4.16) ma nast¶puj°c° posta¢:

J =

0

BBBB@

��1 ↵2 ↵
⇤

1 0
↵

⇤

2 ��1 0 ↵1

�↵1 0 ��2 0
0 �↵

⇤

1 0 ��2

1

CCCCA
(4.17)

Nietrudno wyznaczy¢ warto±ci w™asne tej macierzy:

�1,�2 = �
1
2
(�|↵2| + �1 + �2) ±

1
2
p

(�|↵2| + �1 � �2)2 � 4|↵1|
2(4.18)

�3,�4 = �
1
2
(|↵2| + �1 + �2) ±

1
2
p

(|↵2| + �1 � �2)2 � 4|↵1|
2 (4.19)

Na podstawie tych macierzy moªna bada¢ stabilno±¢ punktu sta™ego. W
przypadku, gdy cho¢ jedna warto±¢ w™asna ma cze±¢ rzeczywist° wi¶ksz° od 0,
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uk™ad jest niestabilny. Je±li jedna z warto±ci w™asnych wynosi 0, a pozosta™e s°
ujemne, b¶dziemy obserwowa¢ cykl graniczny. W ko´cu, przy wszystkich ujem-
nych warto±ciach w™asnych mamy do czynienia ze stabilnym punktem sta™ym.
Aby rozwi°za¢ uk™ad równa´ (4.15)-(4.16) w stanie ustalonym, przyrównu-

jemy pochodne ↵̇1, ↵̇2 do zera. Otrzymujemy w ten sposób uk™ad równa´ alge-
braicznych. Równanie drugie moªna natychmiast rozwi°za¢ wzgl¶dem ↵2:

↵2 =
1
�2

⇣
✏2 �



2
↵

2
1

⌘
(4.20)

Podstawiaj°c to do drugiego z równa´, otrzymujemy, po niewielkich przek-
szta™ceniach, wyraªenie na ↵1:

↵
2
1↵
⇤

1 +
2�1�2

2
↵1 �

2✏2

↵
⇤

1 �
2�2✏1

2
= 0 (4.21)

Najpro±ciej równanie to rozwi°za¢ moªna poprzez podzielenie ↵1 na modu™
i faz¶, tj. ↵1 = re

i�. Po podstawieniu tej postaci do (4.21) otrzymujemy dwa
równania (cz¶±¢ rzeczywist° i urojon°):

r
3
�

✓
2✏2


◆
r cos 2�+

✓
2�1�2

2

◆
r �

✓
2�2✏1

2

◆
cos� = 0 (4.22)

sin 2�+
✓
�2✏1

✏2r

◆
sin� = 0 (4.23)

Rozwaªmy wpierw rozwi°zania równania z warto±ci° � = n⇡, tzn. dla
których sin� = 0 (nazwiemy je rozwi°zaniami „w fazie”). Wtedy drugie z
równa´ jest toªsamo±ciowo zerem, natomiast pierwsze sprowadza si¶ do postaci
[13]:

r
3 + (B �A)r = C (4.24)

gdzie:

A =
2✏2


(4.25)

B =
2�1�2

2
(4.26)

C =
2�2✏1

2
(4.27)

Ilo±¢ pierwiastków rzeczywistych tego równania jest zaleªna od znaku wyz-
nacznika:

� =
✓

C

2

◆2

+
✓

B �A

3

◆3

(4.28)

Dla � > 0 istnieje jeden pierwiastek rzeczywisty i z analizy warto±ci w™as-
nych wynika, ªe jest to rozwi°zanie stabilne (wszystkie warto±ci w™asne ujemne).
W przypadku � < 0 mamy do czynienia z trzema pierwiastkami, z których za-
wsze jeden opisuje rozwi°zanie niestabilne, a dwa pozosta™e — stabilne (uk™ad
jest w stanie bistabilnym i to, do jakiego zbiegnie rozwi°zania, zaleªy od
warunków pocz°tkowych, tzn. od basenu atraktora w jakim uk™ad zaczyna
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ruch w przestrzeni fazowej). Rozmaito±¢, na której � = 0 (punkty bifurkacji)
opisane s° równaniem [13]:

✏2 = ✏
c
2 +

3
2


2
⇣
�2✏1

2

⌘2/3
(4.29)

gdzie ✏c2 = �1�2
 . Równanie to moªna wyznaczy¢ w prosty sposób, przyrównuj°c

� do zera. Same rozwi°zania moªna wyznaczy¢ najpro±ciej stosuj°c metod¶
Cardana rozwi°zywania równa´ trzeciego stopnia. W ogólno±ci b¶d° to trzy
równania:

↵
(1)
1 = Z1 + Z2 (4.30)

↵
(2)
2 = �

1
2

(Z1 + Z2) + i

p
3

2
(Z1 � Z2) (4.31)

↵
(3)
2 = �

1
2

(Z1 + Z2)� i

p
3

2
(Z1 � Z2) (4.32)

przy czym

Z1 =
✓

C

2
+
p

�

◆1/3

(4.33)

Z2 =
✓

C

2
�

p

�

◆1/3

(4.34)

Zauwaªmy, ªe dla � > 0 tylko jedno z rozwi°za´ (↵(1)
1 ) jest rzeczywiste.

Rozwi°zanie to staje si¶ niestabilne przy � < 0, natomiast dwa pozosta™e pier-
wiastki (juª teraz rzeczywiste) s° stabilne.
Mog° jednak istnie¢ równieª rozwi°zania „nie w fazie”, tzn. takie dla których

sin� 6= 0. W równaniu (4.23) uªywamy toªsamo±ci sin 2� = 2 sin� cos�, pod-
stawiamy do równania (4.22), dzi¶ki czemu pozbywamy si¶ z niego zmiennej �.
Ostatecznie otrzymujemy dwa równania:

cos� = �
C

2Ar
(4.35)

r
3 + (A + B)r = 0 (4.36)

Drugie z równa´moªna sprowadzi¢ do równania kwadratowego (dziel°c przez
r, wiedz°c ªe r 6= 0 z uwagi na pierwsze równanie). Jedynym „fizycznym”
rozwi°zaniem tego równania jest:

r =
r

2


(|✏2|� ✏c2) (4.37)

istniej°ce dla ✏2 6 �✏
c
2. Badaj°c stabilno±¢ uk™adu, podstawiaj°c do wzorów

na warto±ci w™asne (4.18)-(4.19) rozwi°zania r i �, moªna wyznaczy¢ warunek,
aby wszystkie warto±ci w™asne mia™y cz¶±ci rzeczywiste niedodatnie:

✏
2
1 6 8

�
2
2

|✏2|
2(|✏2|� ✏c2) (4.38)
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Podsumowuj°c, w zaleªno±ci od warto±ci parametrów, mamy do czynienia
z trzema typami rozwi°za´: stabilnym „w fazie”, bistabilnym „w fazie” oraz
stabilnym „nie w fazie”. Wszystkie te rozwi°zania pojawi° si¶ przy badaniu
spl°tania w nast¶pnych sekcjach.

4.3 Macierze korelacji i miary spl°tania
Maj°c wyznaczone warto±ci klasycznych amplitud, moªna przyst°pi¢ do

zej±cia poziom niªej przy analizie równa´ (4.1)-(4.2) i uwzgl¶dnieniu szumu
kwantowego. Dokonujemy tego, podstawiaj°c do tych równa´ wyraªenia
postaci (4.14), a nast¶pnie pozostawiaj°c wy™°cznie wyrazy do pierwszego rz¶du
w™°cznie, tzn. zawieraj°ce �âi,�â

†

i , a odrzucaj°c wyrazy wyªszego rz¶du, np.
zawieraj°ce �â

†

1�â2. Otrzymujemy w ten sposób równania zlinearyzowane [21]:

� ˙̂a1 = ��1�â1 + (↵⇤1�â2 + ↵2�â
†

1) + �Â1,in (4.39)

� ˙̂a2 = ��2�â2 � ↵1�â1 + �Â2,in (4.40)

Poniewaª b¶dziemy si¶ starali uzyska¢ spektraln° macierz korelacji, na-
jwygodniej b¶dzie przej±¢ do dziedziny cz¶stotliwo±ciowej wykonuj°c po obu
stronach równa´ transformat¶ Fouriera:

�i!�â1 = ��1�â1 + (↵⇤1�â2 + ↵2�â
†

1) + �Â1,in (4.41)

�i!�â2 = ��2�â2 � ↵1�â1 + �Â2,in (4.42)

Wprowadπmy dwie zmienne hermitowskie dla kaªdego modu, uªywaj°c rów-
na´ (1.80)-(1.83). Nast¶pnie zdefiniujemy wektor kolumnowy:

�X̂ = (�X̂
1
1 ,�X̂

1
2 ,�X̂

2
1 ,�X̂

2
2 ) (4.43)

oraz:
�X̂in = (�X̂

1
1,in,�X̂

1
2,in,�X̂

2
1,in,�X̂

2
2,in) (4.44)

w analogiczny sposób (korzystaj°c ponownie z definicji (1.80)-(1.83), ale zamiast
modów â1, â2 uªywaj°c pól wej±ciowych Â1,in, Â2,in). Najlepszym sposobem za-
pisania równa´ (4.41)-(4.42) za pomoc° tych zmiennych jest utworzenie dwóch
kombinacji równa´ — jedn° przez dodanie do siebie obu równa´, drug° przez
odj¶cie jednego równania od drugiego. Otrzymujemy w ten sposób uk™ad
czterech równa´ liniowych, które zapisa¢ moªna w postaci macierzowej:

(�X̂in) = A(�X̂) (4.45)

gdzie macierz A przedstawia si¶ nast¶puj°co:

A =

0

BBBB@

�1 � i! � Re↵2 �Im↵2 �Re↵1 �Im↵1

�Im↵2 �1 � i! + Re↵2 Im↵1 �Re↵1

Re↵1 �Im↵1 �2 � i! 0
Im↵1 Re↵1 0 �2 � i!

1

CCCCA
(4.46)
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przy czym Re↵i i Im↵i to, odpowiednio, cz¶±¢ rzeczywista i urojona koher-
entnych amplitud. Nast¶pnie, korzystaj°c z zaleªno±ci (4.10)-(4.11), moªemy
wyrazi¢ wektor �X̂in poprzez wektory �X̂a,in i �X̂b,in, przy czym:

�X̂a,in = (�X̂
1
1,a,in,�X̂

1
2,a,in,�X̂

2
1,a,in,�X̂

2
2,a,in) (4.47)

�X̂b,in = (�X̂
1
1,b,in,�X̂

1
2,b,in,�X̂

2
1,b,in,�X̂

2
2,b,in) (4.48)

gdzie sk™adowe tych wektorów definiujemy znowu w analogiczny sposób do
(1.80)-(1.83), ale zamiast zwyk™ych operatorów pól â1, â2 uªywamy operatorów
â1,in, â2,in (w pierwszym przypadku) oraz b̂1,in, b̂2,in (w drugim przypadku), np.
X̂

2
1,a,in = â2,in + â

†

2,in, itp. Oczywi±cie, � jak zwykle oznacza szum kwantowy
(operator po odj¶ciu warto±ci ±redniej). Dzi¶ki tym wektorom jeste±my w stanie
zapisa¢ równo±ci (4.10)-(4.11) w postaci macierzowej:

(�X̂in) = Ma(�X̂a,in) + Mb(�X̂b,in) (4.49)

gdzie macierze Ma,Mb zdefiniowane s° w sposób nast¶puj°cy:

Ma =

0

BBBB@

p
2�1a

p
2�1a

p
2�2a

p
2�2a

1

CCCCA
(4.50)

Mb =

0

BBBB@

p
2�1b

p
2�1b

p
2�2b

p
2�2b

1

CCCCA
(4.51)

Co wi¶cej, równo±¢ (4.9) moªna równieª wyrazi¢ w postaci macierzowej,
definiuj°c wektor:

�X̂out = (�X̂
1
1,out,�X̂

1
2,out,�X̂

2
1,out,�X̂

2
2,out) (4.52)

przy czym ponownie definiujemy sk™adowe wektora w sposób analogiczny do
(1.80)-(1.83), ale uªywaj°c operatorów â1,out, â2,out (s° to operatory zwi°zane z
lewym z wyj±¢ rezonatora, z prawym z wyj±¢ nie wi°ªemy operatora, poniewaª
nie interesujemy si¶ tym wyj±ciem w naszej analizie). Przepisujemy (4.9) jako:

(�X̂out) = Ma(�X̂)� I(�X̂a,in) (4.53)

gdzie I jest macierz° jednostkow°, natomiast Ma zosta™a juª wcze±niej zdefin-
iowana. Odwracaj°c równanie (4.45), tzn:

(�X̂) = A�1(�X̂in) (4.54)

oraz podstawiaj°c do (4.53) otrzymujemy:
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(�X̂out) = MaA�1(�X̂in)� I(�X̂a,in)

= MaA�1[Ma(�X̂a,in) + Mb(�X̂b,in)]� I(�X̂a,in)

= (MaA�1Ma � I)(�X̂a,in) + MaA�1Mb(�X̂b,in)

= Sa(�X̂a,in) + Sb(�X̂b,in) (4.55)

gdzie w drugim kroku uªyli±my (4.49) oraz wprowadzili±my macierze Sa =
MaA�1Ma � I oraz Sb = MaA�1Mb. Pozwoli™o nam to wyraªenie op-
eratorów wyj±ciowych ca™kowicie poprzez operatory wej±ciowe. Aby wyz-
naczy¢ korelacje mi¶dzy operatorami, musimy wprowadzi¢ jeszcze macierz
(�X̂out)(�X̂out)† (uªyli±my tutaj sprz¶ªenia hermitowskiego zamiast zwyk™ej
transpozycji, poniewaª operatory X̂ po transformacie Fouriera nie s° juª hermi-
towskie), której kaªdy element jest równy iloczynowi pewnych dwóch operatorów
X̂

k
l,out i X̂

m
n,out. Uªywaj°c (4.55), otrzymujemy:

(�X̂out)(�X̂out)† = [Sa(�X̂a,in) + Sb(�X̂b,in)][(�X̂a,in)†S†

a + (�X̂b,in)†S†

b]

= Sa(�X̂a,in)(�X̂a,in)†S†

a + Sa(�X̂a,in)(�X̂b,in)†S†

b

+ Sb(�X̂b,in)(�X̂a,in)†S†

a + Sb(�X̂b,in)(�X̂b,in)†S†

b

(4.56)

Aby wyznaczy¢ warto±ci funkcji korelacji, zauwaªmy, ªe h�û�v̂i = hûv̂i �

hûihv̂i. Korzystaj°c z w™asno±ci liniowo±ci dla tej funkcji moªemy zapisa¢:

h�X̂out�X̂
†

outi = Sah�X̂a,in�X̂
†

a,iniS
†

a + Sah�X̂a,in�X̂
†

b,iniS
†

b

+ Sbh�X̂b,in�X̂
†

a,iniS
†

a + Sbh�X̂b,in�X̂
†

b,iniS
†

b

(4.57)

Zak™adamy, ªe ±wiat™o wej±ciowe jest pocz°tkowo w stanie koherentnym.
Oznacza to, ªe wszelkie korelacje znikaj° (bo ±rednie z iloczynu operatorów
faktoryzuj° si¶) za wyj°tkiem korelacji postaci hX̂1, X̂1i i hX̂2, X̂2i (gdzie X̂i

jest dowolnym z operatorów X̂
1
i,a,in, X̂

2
i,a,in, X̂

1
i,b,in, X̂

2
i,b,in), które to wynosz° w

stanie koherentnym 1. St°d okazuje si¶, ªe h�X̂a,in�X̂
†

a,ini i h�X̂b,in�X̂
†

b,ini

s° macierzami jednostkowymi, natomiast h�X̂a,in�X̂
†

b,ini i h�X̂b,in�X̂
†

a,ini

— macierzami zerowymi. Otrzymujemy wi¶c ostatecznie:

h�X̂out�X̂
†

outi = SaS†

a + SbS
†

b

= (MaA�1Ma � I)(MaA†�1Ma � I) + MaA�1M2
bA

†�1Ma

(4.58)

õeby wyznaczy¢ macierz korelacji ⌃ wystarczy skorzysta¢ z (1.85). W
postaci macierzowej b¶dzie to wygl°da™o w nast¶puj°cy sposób:

⌃ =
1
2
(h�X̂out�X̂

†

outi+ h�X̂out�X̂
†

outi
T ) (4.59)
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Maj°c dan° macierz korelacji, moªna wyznaczy¢ juª miary spl°tania. Anal-
iza spl°tania zostanie oparta przede wszystkim o stopie´ nieseparowalno±ci
i stopie´ paradoksu EPR (patrz cz¶±ci 3.4.2 i 3.4.3). W pierwszym przy-
padku, naleªy sprowadzi¢ macierz korelacji do postaci standardowej II, w
drugim wystarczy posta¢ standardowa I. Poniªej opiszemy metody sprowadza-
nia macierzy korelacji do tych postaci.
Aby uzyska¢ posta¢ standardow° I, wcale nie trzeba szuka¢ odpowiednich op-

eracji LLUBO, ale wystarczy pos™uªy¢ si¶ zachowanymi w tym procesie wielko±-
ciami. Zapiszmy macierz korelacji w pierwotnym kszta™cie w postaci blokowej,
tzn:

⌃ =

 
⌃11 ⌃12

⌃21 ⌃22

!
(4.60)

przy czym ⌃ij to cztery podmacierze o rozmiarach 2 ⇥ 2. Przytoczymy tutaj
raz jeszcze wygl°d macierzy korelacji w jej postaci standardowej I:

⌃I =

0

BB@

n c

n c
0

c m

c
0

m

1

CCA (4.61)

Zwró¢my uwag¶, ªe posta¢ standardowa I powstaje poprzez zadzia™anie
lokalnymi operacjami o wyznaczniku 1 (LLUBO), tzn:

⌃I =

 
V1

V2

!
⌃

 
V

T
1

V
T
2

!
(4.62)

Elementy macierzy moªna mnoªy¢ blokowo, a poniewaª wyznacznik iloczynu
trzech macierzy jest równy iloczynowi wyznaczników, wiedz°c, ªe V1, V2 maj°
wyznaczniki równe 1, ™atwo moªna si¶ przekona¢, ªe wszystkie macierze ⌃ij oraz
ca™a macierz ⌃ zachowuj° swój wyznacznik. Jest to wiedza wystarczaj°ca do
wyznaczenia wspó™czynników n, m, c, c

0. Mianowicie:

n
2 = |⌃11| (4.63)

cc
0 = |⌃12| (4.64)

m
2 = |⌃22| (4.65)

|⌃I
| = (nm� c

2)(nm� c
02) = |⌃| (4.66)

gdzie | · | oznacza wyznacznik. Warto±ci n i m otrzymujemy natychmiast z
pierwszego i trzeciego z tych równa´ (macierz korelacji jest dodatnio okre±lona,
st°d wyznaczniki nie mog° by¢ ujemne). Uªywaj°c drugiego i czwartego rów-
nania jeste±my w stanie wyznaczy¢ c i c

0, rozwi°zuj°c równanie kwadratowe.
Twierdzenie z [15] zapewnia nam istnienie odpowiedniego rozwi°zania takiego
równania.
Problem pojawia si¶ w przypadku postaci standardowej II. Nie wchodz°c w

szczegó™y, omówione juª w cz¶±ci 3.4.2, problem polega na znalezieniu takich
parametrów r1, r2, aby by™y spe™nione równania:
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n
r1
� 1

nr1 = 1
=

m
r2
� 1

mr2 � 1
(4.67)

p
r1r2|c|�

|c
0
|

p
r1r2

=
p

(nr1 � 1)(mr2 � 1)�

s✓
n

r1
� 1
◆✓

m

r2
� 1
◆
(4.68)

Twierdzenie z [15] mówi tylko o istnieniu rozwi°zania. Parametry moªna
jednak znaleπ¢, sprowadzaj°c oba równania do wielomianu wysokiego stopnia i
rozwi°zuj°c numerycznie problem znajdywania pierwiastków takiego wielomi-
anu. Poniewaª rozwi°zanie istnieje, b¶dzie przynajmniej jeden pierwiastek (a
w™a±ciwie para liczb rzeczywistych dodatnich: r1, r2) spe™niaj°cy równania. Os-
tatecznej formy wielomianu nie podajemy, poniewaª jest bardzo skomplikowana.
Szkicuj°c jego wyprowadzenie — pierwsze z równa´ rozwi°zuje si¶ ze wzgl¶du na
jeden z parametrów (rozwi°zuj°c równanie kwadratowe), nast¶pnie rozwi°zanie
to wprowadza si¶ do równania drugiego. Dwukrotne przekszta™canie równania i
podnoszenie go do kwadratu pozwala pozby¢ si¶ pierwiastków i daje ostatecznie
wielomian 12 stopnia. Nie jest znany autorowi inny sposób rozwi°zania.
Maj°c macierz w odpowiedniej postaci standardowej, wzór na stopie´ niesep-

arowalno±ci (3.44) sprowadza si¶ do:

I =
p

C
1
I C

2
I

k + 1
k

(4.69)

gdzie:

C
i
I = kC

11
ii +

1
k

C
22
ii � 2|C12

ii | (4.70)

k =
✓

C
22
11 � 1

C
11
11 � 1

◆1/2

(4.71)

przy czym wspó™czynniki Ckl
mn s° elementami macierzy ⌃II (patrz równieª rów-

nanie (1.84)).
W przypadku stopnia paradoksu EPR, moªna wyrazi¢ go jako:

✏ =
✓

C
11
11 �

|C
12
11 |

2

C
22
11

◆✓
C

11
22 �

|C
12
22 |

2

C
22
22

◆
(4.72)

przy czym wystarczy, ªe wspó™czynniki macierzy pochodz° z ⌃I (w postaci
standardowej II ✏ ma tak° sam° warto±¢)

4.4 Analiza wyników
W ramach analizy wyników, zrekonstruowane zosta™y rezultaty z pracy [21].

Ustalono, ªe analiza b¶dzie si¶ odbywa¢ dla parametrów �1a = 1, �1b = 0.01,
�2a = 10, �2b = 0.1,  = 1 oraz ! = 0. Naleªy zwróci¢ uwag¶, ªe w tym
przypadku zerowa warto±¢ cz¶sto±ci oznacza cz¶sto±¢ tak° sam°, jak naturalna
cz¶sto±¢ w rezonatorze, poniewaª operatory s° juª w obrazie oddzia™ywania,
czyli uk™adzie rotuj°cym z naturaln° cz¶sto±ci° znajduj°c° si¶ w hamiltonianie.
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Parametry zosta™y dobrane w ten sposób przede wszystkim po to, aby móc
porówna¢ si¶ z prac° [21].
Wyniki zostaj° przedstawione dla róªnych warto±ci zewn¶trznych pól, przy

czym przedstawione zosta™y one po unormowaniu wzgl¶dem warto±ci kryty-
cznych, tzn. je±li ✏1, ✏2 s° polami zewn¶trznymi w równaniach ruchu, my
b¶dziemy si¶ pos™ugiwa¢ wielko±ciami ↵d

1 i ↵d
2, które wyznacza si¶ nast¶puj°co:

↵
d
1 =

✏1

↵
c
1

(4.73)

↵
d
2 =

✏2

↵
c
2

(4.74)

gdzie:

↵
c
1 =

(2�1 + �2)
p

2�2(�1 + �2)

p

2�1a
(4.75)

↵
c
2 =

�1�2


p

2�2b
(4.76)

s° warto±ciami krytycznymi pól, wyst¶puj°cymi równieª przy okazji analizowa-
nia stabilno±ci w równaniach klasycznych.
Wyniki przedstawione s° dla ↵d

1 2 [�0.03, 0.03] oraz ↵d
2 2 [�2, 2]. Na

rysunku 4.2 znajduj° si¶ warto±ci stopnia EPR, przy czym im ciemniejszy
punkt, tym silniejsze spl°tanie (punkty opisuj°ce stany separowalne maj° kolor
ca™kowicie bia™y), przy czym miara zaciemnienia jest logarytmiczna. Z kolei,
na rysunku 4.3 widnieje ten sam wycinek przestrzeni parametrów, ale anali-
zowan° miar° jest tutaj stopnie´ nieseparowalno±ci. Juª z porównania tych
dwóch rysunków wida¢, ªe obie miary nie zawsze zgadzaj° si¶ co do warto±ci.
Co wi¶cej, stopie´ nieseparowalno±ci wskazuje dla ma™ych warto±ci spl°tania
wyªsz° warto±¢ od stopnia EPR, podczas gdy dla duªych warto±ci wydaje si¶
by¢ odwrotnie. Wida¢ to dok™adnie na rysunku 4.4, gdzie zosta™y umieszc-
zone punkty zebrane z poprzednich dwóch rysunków, ale osie nie opisuj° juª
parametrów, tylko warto±ci obu miar spl°tania. Przyk™adowo, je±li dla danych
warto±ci ↵d

1 i ↵d
2 otrzymali±my np. I = 0.2 oraz ✏ = 0.3, to na wykresie pojawi

si¶ punkt (0.3, 0.2). Z rysunku wida¢, obie miary s° ze sob° silnie skorelowane,
tym niemniej dla ma™ych warto±ci stopnia EPR wykres nachylony jest bardziej
w kierunku stopnia nieseparowalno±ci (jest nad lini° I = ✏ nachylon° pod k°tem
⇡
2 do osi), podczas gdy w dalszej cz¶±ci nast¶puje sytuacja odwrotna. Zaskaku-
j°ce jest, ªe istniej° stany separowalne (co wida¢ po warto±ci I < 1) z duªymi
wskazaniami ✏ (na rysunku widoczne jako poziome „warkocze” punktów). Istot-
nym wnioskiem z powyªszych rozwaªa´ jest równieª spostrzeªenie, ªe w procesie
generacji drugiej harmonicznej, przy odpowiednim doborze parametrów, moªe
zosta¢ utworzone praktycznie dowolnie silne spl°tanie. Szczególne silne jest ono
na granicy rejonów, tzn. u góry rysunków 4.2 i 4.3 (granica mi¶dzy rejonem
stabilnym i bistabilnym) oraz na dole (granica mi¶dzy rejonem „w fazie”, a „nie
w fazie”).
Dok™adne róªnice mi¶dzy oboma miarami moªna zbada¢ na rysunku 4.5.

Przedstawia on ten sam obszar, ale tym razem zosta™y na nim zaznaczone sto-
sunki wskaza´ obu miar. Kolor czerwony oznacza, ªe stopie´ nieseparowalno±ci
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Rysunek 4.2: Warto±ci stopnia EPR w zaleªno±ci od warto±ci pól pompuj°cych
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2. Skala zaciemnienia jest logarytmiczna (w decybelach). Im bardziej
niebieski punkt, tym wi¶ksze spl°tanie.
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Rysunek 4.4: Warto±ci stopnia EPR i stopnia nieseparowalno±ci. Kaªdy
punkt na wykresie oznacza, ªe dla pewnych warto±ci ↵d

1 i ↵d
2 otrzymali±my

równocze±nie dan° warto±¢ stopnia EPR i stopnia nieseparowalno±ci.

wskazuje silniejsze spl°tanie niª stopie´ EPR, kolor niebieski oznacza sytuacj¶
odwrotn°.
Prócz wykresu opisuj°cego zaleªno±¢ mi¶dzy obiema miarami spl°tania,

zosta™y jeszcze dodane rysunki, opisuj°ce co si¶ dzieje ze spl°taniem w miar¶
odstrajania cz¶sto±ci od cz¶sto±ci rezonatora, czyli dla niezerowych warto±ci !.
Rysunki 4.6 i 4.7 przedstawiaj° tak° sytuacj¶ dla czterech róªnych warto±ci !,
przy czym badany jest tylko stopie´ EPR. Jak wida¢, przy zwi¶kszaniu !, spl°-
tanie zmniejsza si¶. Jest to zupe™nie spodziewany wniosek, poniewaª zwykle
odstrojeniu cz¶sto±ci towarzyszy os™abni¶cie wszelkich efektów i procesów fizy-
cznych.
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niebieski — ✏ wskazuje na silniejsze spl°tanie.
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Rysunek 4.7: Warto±ci stopnia EPR przy róªnych cz¶sto±ciach (c.d. poprzed-
niego rysunku): c) ! = 1; d) ! = 2.
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Rozdzia™ 5

Spl°tanie przy obecno±ci
nieliniowo±ci Kerra

W poprzednim rozdziale zbadano, w jaki sposób moªna tworzy¢ stany spl°-
tane przy uªyciu hamiltonianu z nieliniowo±ci° odpowiadaj°c° generacji drugiej
harmonicznej. Naturalnym jest pytanie, jak kwestia spl°tania przedstawia si¶
w przypadku innych procesów nieliniowych? Mieszanie wi¶cej niª dwóch fal
prowadzi™oby do analizy wi¶kszej ilo±ci modów ±wiat™a. Niestety, miary spl°ta-
nia i teoria spl°tania w ogólno±ci nie s° jeszcze wystarczaj°co dobrze poznane,
aby w tej pracy pokusi¢ si¶ o tak° analiz¶. Interesuj°cy jest tutaj natomi-
ast przypadek uwzgl¶dnienia innych nieliniowo±ci dotycz°cych mniejszej ilo±ci
modów. W szczególno±ci, dobrze znany efekt Kerra by™by ciekawym aspektem
w przypadku analizy si™y spl°tania. Niestety sam efekt Kerra nie wystarczy,
poniewaª dotyczy on tylko jednego modu i nie opisuje ªadnego oddzia™ywania
(sprz¶gania) mi¶dzy róªnymi modami ±wiat™a. Rozpatrywano natomiast liniowe
sprz¶ªenie mi¶dzy dwoma uk™adami kerrowskimi (przyk™adowo w [26]). W tej
pracy skupimy si¶ jednak na efekcie Kerra wyst¶puj°cym równocze±nie z nielin-
iowo±ci° drugiego rz¶du w postaci generacji drugiej harmonicznej. Pozwoli to
odnie±¢ si¶ do rezultatów z poprzedniego rozdzia™u i odpowiedzie¢ na pytanie,
czy w tym wypadku nieliniowo±¢ kerrrowska zmniejsza, czy moªe wzmacnia
spl°tanie? Warto zauwaªy¢, ªe efekt Kerra jest nieliniowo±ci° wyªszego rz¶du
(trzeciego), co niestety b¶dzie prowadzi™o do trudniejszej analizy i posi™kowania
si¶ w pewnym miejscu metodami numerycznymi.

5.1 Równania ruchu

Rozpatrywanym uk™adem b¶dzie, jak w poprzednim przypadku, nieliniowy
o±rodek zamkni¶ty w rezonatorze. Posta¢ rezonatora pozostanie taka sama,
natomiast sam o±rodek b¶dzie takªe wykazywa™ nieliniowo±ci trzeciego rz¶du, w
szczególno±ci - efekt Kerra.
Aby wyprowadzi¢ równania ruchu w tym przypadku, pos™uªymy si¶

ponownie hamiltonianem (2.38) (w™°czaj°c, jak poprzednio, koherentne ±wiat™o
wej±ciowe do rezerwuaru). Dodamy do hamiltonianu uk™adu dodatkowy cz™on
odpowiedzialny za efekt Kerra:
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Hkerr =
~�
2

â
†2
1 â

2
1 (5.1)

Zwró¢my uwag¶, ªe oznacza to rozpatrywanie cz™onu kerrowskiego tylko w
podstawowym modzie ±wiat™a — zak™adamy tutaj, ªe nieliniowo±ci trzeciego
rz¶du w modzie o podwojonej cz¶sto±ci s° zaniedbywalnie ma™e. Nie b¶dziemy
tutaj ponownie wyprowadza¢ równa´ ruchu, które s° w duªej mierze podobne
do tych zwi°zanych z generacj° drugiej harmonicznej. Jedyny dodatkowy cz™on,
jaki si¶ w tym przypadku pojawia to, tylko dla podstawowego modu â1, wyraz
�i�â

†

1â
2
1 (analogicznie do równania Langevina (2.66) dla efektu Kerra). Moªemy

wi¶c zapisa¢ równania ruchu jako:

d

dt
â1(t) = ��1â1(t) + â

†

1(t)â2(t)� i�â
†

1(t)(â1(t))2 + Â1,in (5.2)

d

dt
â2(t) = ��2â2(t)�



2
(â1(t))2 + Â2,in (5.3)

Przede wszystkim, trudno±ci° b¶dzie tutaj fakt istnienia wyrazu zawier-
aj°cego iloczyn trzech operatorów — sytuacja taka nie mia™a miejsca przy
ograniczeniu si¶ tylko do nieliniowo±ci drugiego rz¶du.
Formalizm wej±cia-wyj±cia pozostaje taki sam, jak w poprzednim przypadku,

poniewaª nie ma na niego wp™ywu konkretna posta¢ hamiltonianu zjawiska.
Tym samym relacje (4.9) oraz (4.10)-(4.11) nadal obowi°zuj°. Zachowamy
równieª wszystkie oznaczenia na mody pola, parametry, pola wej±ciowe i wyj±-
ciowe tak, aby by™y w pe™ni zgodne z poprzednim rozdzia™em. Analizuj°c równa-
nia ruchu, post°pimy podobnie, dziel°c kaªdy operator na jego warto±¢ ±redni°
i fluktuacj¶, tzn:

âi = hâii+ �âi = ↵i + �âi (5.4)

a nast¶pnie wykonuj°c analiz¶ osobno dla równa´ zaniedbuj°cych szum kwan-
towy oraz równa´ zlinearyzowanych, zawieraj°cych szum w pierwszej pot¶dze.

5.2 Analiza równa´ klasycznych

Zaniedbuj°c szumy kwantowe, równania (5.2)-(5.3) moªna przekszta™ci¢ do
nast¶puj°cych równa´ klasycznych:

↵̇1 = ��1↵1 + ↵
⇤

1↵2 � i�↵
⇤

1↵
2
1 + ✏1 (5.5)

↵̇2 = ��2↵2 �


2
↵

2
1 + ✏2 (5.6)

W stosunku do poprzedniego rozdzia™u, pojawi™ si¶ tutaj dodatkowy cz™on
trzeciego rz¶du, zawieraj°cy jednak wy™°cznie zmienne dotycz°ce pierwszego z
modów. Ponownie, skoncentrujemy si¶ tylko na stanach ustalonych. Ogólna
posta¢ macierzy Jakobiego dla uk™adu (5.5)-(5.6) ma nast¶puj°c° posta¢:
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J =

0

BBBB@

��1 � 2i�↵
⇤

1↵1 ↵2 � i�↵
2
1 ↵

⇤

1 0
↵

⇤

2 + i�↵
⇤2
1 ��1 + 2i�↵

⇤

1↵1 0 ↵1

�↵1 0 ��2 0
0 �↵

⇤

1 0 ��2

1

CCCCA
(5.7)

Zauwaªmy, ªe w przypadku � = 0 macierz (5.7) sprowadza si¶ do (4.17). Co
wi¶cej, obie macierze róªni° si¶ od siebie tym, ªe w aktualnie rozpatrywanym
przypadku moªemy zdefiniowa¢ sobie nowy wspó™czynnik t™umienia (zespolony):

�
0

1 = �1 � 2i�↵
⇤

1↵1 (5.8)

oraz inn° warto±¢ ↵2:
↵
0

2 = ↵2 � i
�


↵

2
1 (5.9)

Wtedy obie macierze przyjm° t° sam° posta¢. Obserwacja ta nie b¶dzie
wykorzystywana w trakcie analizy, pozwala jednak upro±ci¢ znajdywanie
warto±ci w™asne macierzy (5.7). S° one nast¶puj°ce

�1,�2 = �
1
2
(�⇣ + �1 + �2) ±

1
2
p

(�⇣ + �1 � �2)2 � 4|↵1|
2 (5.10)

�3,�4 = �
1
2
(⇣ + �1 + �2) ±

1
2
p

(⇣ + �1 � �2)2 � 4|↵1|
2 (5.11)

gdzie:

⇣ =
q
|↵2 � i�↵

2
1|

2 � 4�2|↵1|
4 (5.12)

Zauwaªmy, ªe ⇣ moªe by¢ liczb° urojon°.
Przyrównuj°c pochodne ↵̇1, ↵̇2 do zera w (5.5)-(5.6), otrzymujemy uk™ad

równa´ algebraicznych. Równanie drugie moªna natychmiast rozwi°za¢ wzgl¶-
dem ↵2:

↵2 =
1
�2

⇣
✏2 �



2
↵

2
1

⌘
(5.13)

tak samo, jak w przypadku generacji drugiej harmonicznej bez efektu Kerra.
Podstawiaj°c to do drugiego z równa´, otrzymujemy, po niewielkich przeksz-
ta™ceniach, wyraªenie na ↵1:

↵
2
1↵
⇤

1 + i
2��2

2
↵

2
1↵
⇤

1 +
2�1�2

2
↵1 �

2✏2

↵
⇤

1 �
2�2✏1

2
= 0 (5.14)

Niestety, w tym przypadku zapisanie ↵1 za pomoc° modu™u i fazy lub cz¶±ci
rzeczywistej i urojonej nie pozwala na rozwi°zanie tego równania w analityczny
sposób. Postaramy si¶ wi¶c równanie to rozwi°za´ numerycznie. Tak naprawd¶
mamy do czynienia jednak z dwoma równaniami, przy czym drugie z nich pow-
staje poprzez sprz¶ªenie (5.14). Celem znalezienia pierwiastków wielomianu,
naleªy oba równania sprowadzi¢ do jednego. Aby upro±ci¢ notacj¶, wprowadz-
imy sobie nast¶puj°ce wspó™czynniki:
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A =
2✏2


(5.15)

B =
2�1�2

2
(5.16)

C =
2�2✏1

2
(5.17)

K = 1 + i
2��2

2
(5.18)

Wtedy równanie (5.14) da si¶ zapisa¢ jako:

K↵
2
1↵
⇤

1 + B↵1 �A↵
⇤

1 � C = 0 (5.19)

oraz równanie sprz¶ªone:

K
⇤
↵
⇤2
1 ↵1 + B↵

⇤

1 �A↵1 � C = 0 (5.20)

Naleªy z równania (5.19) wyznaczy¢ ↵⇤1:

↵
⇤

1 =
B↵1 � C

A�K↵
2
1

(5.21)

i podstawi¢ to do drugiego z równa´ (mianownik moªna zlikwidowa¢ przem-
naªaj°c drugie z równa´ przez (A�K↵

2
1)2, spowoduje to jednak wzrost stopnia

wielomianu zawartego w równaniu). Po przekszta™ceniach i uporz°dkowaniu
wyrazów otrzymamy wielomian pi°tego stopnia na ↵1:

5X

i=0

ci↵
i
1 = 0 (5.22)

gdzie:

c0 = ABC + CA
2 (5.23)

c1 = �K
⇤
C

2
�B

2
A + A

3 (5.24)
c2 = �BCK + 2BCK

⇤
� 2KAC (5.25)

c3 = B
2
K � 2KA

2
�K

⇤
B

2 (5.26)
c4 = K

2
C (5.27)

c5 = K
2
A (5.28)

Nast¶pnie szukamy miejsc zerowych tego wielomianu, za kaªdym razem
sprawdzaj°c, czy spe™niaj° one pierwotne równanie (5.19). Je±li tak, wyz-
naczamy ↵2 z równania (5.13). To jeszcze nie koniec, gdyª rozwi°zania mog°
by¢ niestabilne. Sprawdzanie stabilno±ci odbywa si¶ w tym przypadku poprzez
wyznaczenie warto±ci w™asnych dla kaªdych otrzymanych ↵1,↵2 i pozostawieniu
tylko tych rozwi°za´, dla których wszystkie warto±ci w™asne s° niedodatnie.
Okazuje si¶, ªe tak jak w przypadku bez efektu Kerra, otrzymujemy re-

jony stabilne (jedno rozwi°zanie) i bistabilne (trzy rozwi°zania, z czego jedno
niestabilne). Niestety, poniewaª nie uda™o si¶ uzyska¢ analitycznych wzorów



Rozdzia™ 5. Spl°tanie przy obecno±ci nieliniowo±ci Kerra 71

na rozwi°zania, nie jeste±my równieª w stanie poda¢ granicy rejonu bistabil-
nego. Zwró¢my równieª uwag¶, ªe wszystkie rozwi°zania z cz™onem kerrowskim
s° „nie w fazie”. Naj™atwiej si¶ o tym przekona¢ przygl°daj°c si¶ równaniom
(5.5)-(5.6), oczywi±cie z zerowymi warto±ciami pochodnych. Je±li ↵1 mia™oby
by¢ rzeczywiste, wtedy zgodnie z drugim z równa´, równieª i ↵2 musia™oby
by¢ rzeczywiste. To oznacza™oby jednak, ªe wszystkie wyrazy w pierwszym z
równa´ s° rzeczywiste za wyj°tkiem cz™onu zawieraj°cego jednostk¶ urojon° i.
Poniewaª cz¶±¢ urojona musi si¶ równieª zerowa¢, oznacza™oby to, ªe jedynym
rozwi°zaniem „w fazie” jest trywialne rozwi°zanie ↵ ⌘ 0.

5.3 Macierze korelacji

W celu dalszej analizy, musimy jak poprzednio uwzgl¶dni¢ szum kwan-
towy. Dokonujemy tego, podstawiaj°c do równa´ ruchu wyraªenia postaci (5.4),
a nast¶pnie pozostawiaj°c wy™°cznie wyrazy do pierwszego rz¶du w™°cznie.
Otrzymujemy nast¶puj°ce równania zlinearyzowane [21]:

� ˙̂a1 = ��1�â1 � 2i�|↵1|
2�â1 + (↵⇤1�â2 + ↵2�â

†

1)� i�↵
2
1�â

†

1 + �Â1,in

(5.29)
� ˙̂a2 = ��2�â2 � ↵1�â1 + �Â2,in (5.30)

Wykonuj°c transformat¶ Fouriera, otrzymujemy:

�i!�â1 = ��1�â1 � 2i�|↵1|
2�â1 + (↵⇤1�â2 + ↵2�â

†

1)� i�↵
2
1�â

†

1 + �Â1,in

(5.31)
�i!�â2 = ��2�â2 � ↵1�â1 + �Â2,in (5.32)

Dalszy ci°g oblicze´ przebiega analogicznie, jak w poprzednim rozdziale.
Znajdujemy dwie zmienne hermitowskie dla kaªdego modu (np. raz dodaj°c
i raz odejmuj°c od siebie równania (5.31)-(5.32)), definiujemy wektory tych
zmiennych w taki sam sposób jak w (4.43), (4.44) i (4.47)-(4.48). W ten sposób
zapisujemy uk™ad czterech równa´ na �X̂ macierzowo:

(�X̂in) = Akerr(�X̂) (5.33)

gdzie macierz Akerr tym razem przedstawia si¶ nast¶puj°co:

Akerr =
0

BBBB@

�1 � i! � Re↵2 � �Im↵2
1 �Im↵2 + �Re↵2

1 � 2�|↵1|
2
�Re↵1 �Im↵1

�Im↵2 + �Re↵2
1 + 2�|↵1|

2
�1 � i! + Re↵2 + �Im↵2

1 Im↵1 �Re↵1

Re↵1 �Im↵1 �2 � i! 0
Im↵1 Re↵1 0 �2 � i!

1

CCCCA

(5.34)
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Dalsza analiza jest juª zupe™nie analogiczna, jak w poprzednim rozdziale, z
tym ªe zamiast macierzy A stosujemy macierz Akerr. Ostatecznie otrzymujemy
wi¶c równania:

h�X̂out�X̂
†

outi = SaS†

a + SbS
†

b

= (MaA�1
kerrMa � I)(MaA

†�1
kerrMa � I) + MaA�1

kerrM
2
bA

†�1
kerrMa

(5.35)

przy czym macierze Sa, Sb zdefiniowane s° jak w (4.50) i (4.51). Macierz ko-
relacji ⌃ wyznaczamy z (4.59). Podobnie, na podstawie elementów tej macierzy,
wyznaczamy warto±ci stopnia nieseparowalno±ci I oraz stopnia paradoksu EPR
✏, uprzednio sprowadzaj°c je do postaci normalnej. Procedura ta niczym zu-
pe™nie nie róªni si¶ od przedstawionej pod koniec cz¶±ci 4.3.

5.4 Analiza wyników

W celu porównania wyników w przypadkach obecno±ci (� 6= 0) i nieobecno±ci
(� = 0) efektu Kerra, analiza zosta™a przeprowadzona dla tych samych warto±ci
parametrów, co w przypadku generacji drugiej harmonicznej w rozdziale
poprzednim. Dla wygody czytelnika, przepiszemy je w tym miejscu: �1a = 1,
�1b = 0.01, �2a = 10, �2b = 0.1,  = 1 oraz ! = 0. Pola zewn¶trzne zosta™y
przedstawione w takich samych granicach, tzn. dla ↵d

1 2 [�0.03, 0.03] oraz
↵

d
2 2 [�2, 2] (przy czym ↵

d
1,↵

d
2 oznaczaj° znormalizowane amplitudy tych pól -

patrz równania (4.73)-(4.74), (4.75) i (4.76)).
Wyniki zosta™y przedstawione na kilku kolejnych rysunkach (patrz rysunki

5.1, 5.2, 5.3 i 5.4), osobno dla stopnia nieseparowalno±ci, osobno dla stopnia
paradoksu EPR. W kaªdym z przypadków wyznaczamy miary spl°tania dla
róªnych warto±ci parametru �, czyli róªnej si™y efektu Kerra w stosunku do
warto±ci sprz¶ªenia drugiej harmonicznej . Pierwszy z rysunków jest zawsze
powtórzeniem z poprzedniego rozdzia™u, poniewaª dla � = 0 wszystkie rów-
nania sprowadzaj° si¶ do równa´ drugiej harmonicznej. Kaªdy kolejny przed-
stawia warto±ci miary spl°tania przy wzrastaj°cym �. Z rysunków moªna wys-
nu¢ nast¶puj°ce wnioski: dla ma™ych warto±ci parametru � spl°tanie wizualnie
wzrasta w dolnej cz¶±ci rysunku. Wzrost ten jest niewielki i wynika z faktu, ªe
zmienia si¶ granica mi¶dzy obszarami „w fazie” i „nie w fazie” z analizy gener-
acji drugiej harmonicznej (cho¢ okre±lenia te nie s° juª poprawne w przypadku
obecno±ci efektu Kerra, gdyª tam wszystkie rozwi°zania s° „nie w fazie”). Dalej,
przy zwi¶kszaniu �, spl°tanie coraz bardziej zanika.
Nasuwa si¶ pytanie, sk°d efekt obniªania spl°tania przy obecno±ci cz™onu

Kerrowskiego? Pewne bardzo heurystyczne wyja±nienie moªna otrzyma¢
rozwaªaj°c prostszy model hamiltonianu Kerra bez rezerwuaru, drugiej har-
monicznej i pól wej±ciowych, z jednym modem:

H = ~!â
†
â +

~�
2

(â†)2â2 (5.36)

Wtedy równanie ruchu w obrazie Heisenberga b¶dzie mia™o nast¶puj°c°
posta¢:
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Rysunek 5.1: Warto±ci stopnia EPR w przypadku obecno±ci efektu Kerra.
Wyniki dla a) � = 0; b) � = 0.02



74 5.4. Analiza wyników

c)

-2

-1

0

1

2

0.030.020.010-0.01-0.02-0.03

↵
d 2
(m
od
dr
ug
ie
j
ha
rm
on
ic
zn
ej
)

↵d
1 (mod podstawowy)

[dB]

- 0

- �2

- �4

- �6

- �8

- �10

- �12

- �14

d)

-2

-1

0

1

2

0.030.020.010-0.01-0.02-0.03

↵
d 2
(m
od
dr
ug
ie
j
ha
rm
on
ic
zn
ej
)

↵d
1 (mod podstawowy)

[dB]

- 0

- �2

- �4

- �6

- �8

- �10

- �12

- �14

Rysunek 5.2: Warto±ci stopnia EPR w przypadku obecno±ci efektu Kerra (c.d.
poprzedniego rysunku). Wyniki dla c) � = 0.05; d) � = 0.1
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Rysunek 5.3: Warto±ci stopnia nieseparowalno±ci w przypadku obecno±ci efektu
Kerra. Wyniki dla a) � = 0; b) � = 0.02
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Rysunek 5.4: Warto±ci stopnia nieseparowalno±ci w przypadku obecno±ci efektu
Kerra (c.d. poprzedniego rysunku). Wyniki dla c) � = 0.05; d) � = 0.1
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d

dt
â = �i!â� i�â

†
â
2 (5.37)

To równanie daje si¶ sca™kowa¢. Moªna pokaza¢ (najpro±ciej poprzez pod-
stawienie do równania) ªe jego rozwi°zaniem jest:

â(t) = e
�i!t�i�â†ât

â(0)

= e
�i⌦̂t

â(0) (5.38)

gdzie

⌦̂ = ! � �â
†
â (5.39)

Otrzymujemy wi¶c równanie z cz¶sto±ci° w postaci operatorowej, jednak nie
to jest najwaªniejsze. Zwró¢my uwag¶, ªe przy przej±ciu do granicy klasycznej
otrzymamy:

⌦ = ! � �|↵|
2 (5.40)

Oznacza to, ªe moªna interpretowa¢ obecno±¢ efektu Kerra w granicy klasy-
cznej jako pojawienie si¶ odstrojenia od cz¶sto±ci !. Odstrojenie to nie jest
sta™e i zaleªy od warto±ci modu™u ↵, tym niemniej w stanie ustalonym jest
sta™e i niezerowe. Poniewaª, jak juª pisali±my, odstrojenie od cz¶sto±ci rezona-
tora zawsze wi°ªe si¶ z os™abieniem efektów kwantowych, moªe by¢ to powód
zmniejszenia si¶ stopnia spl°tania w obecno±ci efektu Kerra.
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Rozdzia™ 6

Analiza spl°tania przy
generacji drugiej
harmonicznej w obrazie
Schrödingera (równania
Fokkera-Plancka)

Dotychczasowa analiza spl°tania w nieliniowym o±rodku generuj°cym drug°
harmoniczn° przeprowadzana by™a przy uªyciu obrazu Heisenberga i równa´
Langevina, czyli formalizmu, w którym operatory podlegaj° ewolucji czasowej,
a warto±ci ±rednie i korelacje liczone s° w stanie pocz°tkowym. Dzi¶ki temu
moªliwe by™o zastosowanie nast¶puj°cych narz¶dzi obliczeniowych:

• Formalizmu wej±cia-wyj±cia — uªyty zosta™, aby znaleπ¢ relacj¶ mi¶dzy
polem zewn¶trznym, a polem wewn°trz rezonatora; polega™ na odpowied-
nim zdefiniowaniu operatorów wej±ciowych i wyj±ciowych, co póπniej naty-
chmiast prowadzi™o do relacji mi¶dzy nimi. Wykorzystano tutaj operatory
szumu pojawiaj°ce si¶ w równaniach Langevina, wi°ª°c je w™a±nie z dzi-
a™aniem pól zewn¶trznych.

• Wyznaczenia macierzy spektralnej poprzez zastosowanie transformaty
Fouriera do wszystkich operatorów. Warto zauwaªy¢, ªe niejawnie zosta™y
tutaj uªyte dwuczasowe funkcje korelacji. Mianowicie, je±li transformat¶
operatora x̂(t) zdefiniujemy jako:

x̂(!) =
1
p

2⇡

Z
1

�1

x̂(t)e�i!t
dt (6.1)

to iloczyn transformat dwóch operatorów przyjmie posta¢:

x̂(!)ŷ(!0) =
1
2⇡

Z
dt

Z
dt
0
x̂(t)ŷ(t0)e�i(!t+!0t0) (6.2)
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Wzi¶cie warto±ci ±redniej po lewej stronie spowoduje, przy wykorzystaniu
liniowo±ci operatorów ca™kowania, ªe po prawej stronie pod ca™k° pojawi°
si¶ ±rednie postaci hx̂(t)ŷ(t0)i, czyli dwuczasowe funkcje korelacji.

Naturalnym jest pytanie, czy podobnej analizy nie moªna by przeprowadzi¢
równieª w obrazie Schrödingera, a je±li tak — czy wnios™aby co± nowego.
Spróbujemy w tym rozdziale pokaza¢, ªe na oba pytania da si¶ odpowiedzie¢
pozytywnie. B¶dzie trzeba upora¢ si¶ jednak z dwoma wymienionymi wyªej
problemami — mianowicie, jak po™°czy¢ to co si¶ dzieje wewn°trz rezonatora
z polem wewn¶trznym, skoro z równa´ w obrazie Schrödingera (równa´ master
i Fokkera-Plancka) znikaj° operatory rezerwuarowe (s° „wy±ladowane”), oraz
jak liczy¢ dwuczasowe funkcje korelacji, skoro same operatory nie podlegaj°
ewolucji czasowej.

6.1 Równania ruchu na kumulanty
Analiza b¶dzie opiera™a si¶ na równaniach ruchu opisuj°cych kumulanty,

tzn. korelacje mi¶dzy zmiennymi, w tym przypadku do drugiego rz¶du w™°cznie
[40]. Nie b¶dziemy wi¶c rozwi°zywa¢ równania Fokkera-Plancka celem uzyska-
nia ewolucji funkcji rozk™adu, spróbujemy natomiast wyznaczy¢ warto±ci ko-
relacji, co faktycznie sprowadzi równanie cz°stkowe do uk™ad równa´ zupe™nych.
Oczywi±cie, moªliwe by™oby uªycie kumulant wyªszych rz¶dów, tym niemniej
skomplikuje to znacznie równania i opis uk™adu [39].
Równania na kumulanty mog° zosta¢ wyprowadzone zarówno z równa-

nia master, jak i z równania Fokkera-Plancka, jednak w obu przypadkach
konieczne b¶dzie dodatkowe za™oªenie. W tym miejscu, dla wygody czytel-
nika, przytoczymy ponownie oba równania (2.41) i (2.44), przy czym za™oªymy
na potrzeby pracy, ªe pompuj°ce pola koherentne ✏1, ✏2 s° rzeczywiste, tzn.
✏
⇤

1 = ✏1, ✏
⇤

2 = ✏2, ªe stan rezerwuaru jest stanem próªni fotonowej (n1 = n2 = 0),
pole pompuj°ce jest dopasowane do cz¶sto±ci rezonatora (!p = !) oraz ªe oper-
atory s° w obrazie oddzia™ywania:

@

@t
⇢̂ =



2
[â†21 â2 � â

2
1â

†

2, ⇢̂] + ✏1[â†1 � â1, ⇢̂] + ✏2[â†2 � â2, ⇢̂]

+ �1(2â1⇢̂â
†

1 � â
†

1â1⇢̂� ⇢̂â
†

1â1)

+ �2(2â2⇢̂â
†

2 � â
†

2â2⇢̂� ⇢̂â
†

2â2) (6.3)

@

@t
P (↵1,↵2) =

@

@↵1
{(�1↵1 � ✏1 � ↵

⇤

1↵2)P (↵1,↵2)}

+
@

@↵
⇤

1

{(�1↵
⇤

1 � ✏1 � ↵1↵
⇤

2)P (↵1,↵2)}

+
@

@↵2

n
(�2↵2 � ✏2 +



2
↵

2
1)P (↵1,↵2)

o

+
@

@↵
⇤

2

n
(�2↵

⇤

2 � ✏2 +


2
↵
⇤

1
2)P (↵1,↵2)

o

+
1
2
@

2

@↵
2
1

{↵2P (↵1,↵2)} +
1
2
@

2

@↵
⇤

1
2 {↵

⇤

2P (↵1,↵2)} (6.4)
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Sposób wyznaczania równa´ na kumulanty pokaªemy na przyk™adzie.
Przyjmijmy, ªe chcemy np. wyznaczy¢ równanie na korelacj¶ hâ1, â2i. Ko-
rzystaj°c z definicji:

hâ1, â2i = hâ1â2i � hâ1ihâ2i (6.5)

wyznaczamy pochodn° czasow°, uªywaj°c wzoru na pochodn° iloczynu, jako:

d

dt
hâ1, â2i =

d

dt
hâ1â2i � hâ1i

d

dt
hâ2i � hâ2i

d

dt
hâ1i (6.6)

W zaleªno±ci od tego, z jakiego równania chcemy wyznaczy¢ ewolucj¶ cza-
sow° kumulant, post¶pujemy w dwojaki sposób:

• W przypadku równania master pochodne poszczególnych elementów wyz-
naczamy korzystaj°c z definicji, tj.:

d

dt
hâ1â2i =

d

dt
Tr{â1â2⇢̂} = Tr{â1â2

˙̂⇢} (6.7)

gdzie ostatnie równanie wynika z faktu, ªe operatory w obrazie
Schrödingera s° niezaleªne od czasu (jako symbolu pochodnej w ostatnim
równaniu uªyto kropki). Nast¶pnie w miejsce pochodnej macierzy g¶sto±ci
˙̂⇢ wstawiamy praw° stron¶ równania (6.3) i przeprowadzamy stosowne up-
roszczenia uªywaj°c regu™ komutacji.

• W przypadku równa´ Fokkera-Plancka pochodne wyznaczamy przy po-
mocy reprezentacji stanów koherentnych, mianowicie:

d

dt
hâ1â2i =

d

dt

Z
↵1↵2P (↵1,↵2, t)d2

↵1d
2
↵2 =

Z
↵1↵2

d

dt
P (↵1,↵2, t)d2

↵1d
2
↵2

(6.8)

Nast¶pnie w miejsce pochodnej funkcji P (↵1,↵2, t) wstawiamy praw°
stron¶ równania (6.4); z pochodnymi po ↵1,↵2 radzimy sobie ca™kuj°c
te cz™ony przez cz¶±ci.

Oczywi±cie, powyªsze rozwaªania dotycz° wszystkich kumulant, równieª
tych pierwszego rz¶du, tzn. warto±ci ±rednich. Jak°kolwiek z tych metod zasto-
sujemy, dojdziemy do nast¶puj°cego zbioru równa´:
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d

dt
hâ1i = ��1hâ1i+ ✏1 + �hâ

†

1â2i (6.9)

d

dt
hâ2i = ��2hâ2i+ ✏2 �

�

2
hâ

2
1i (6.10)

d

dt
hâ

†

1â1i = �2�1hâ
†

1â1i+ �(hâ†21 â2i+ hâ2
1â

†

2i) (6.11)

d

dt
hâ

†

2â2i = �2�2hâ
†

2â2i �
�

2
(hâ†21 â2i+ hâ2

1â
†

2i) (6.12)

d

dt
hâ1â1i = �2�1hâ1â1i+ �(2hâ†1â1â2i+ hâ2i) (6.13)

d

dt
hâ2â2i = �2�2hâ2â2i � �hâ

2
1â2i (6.14)

d

dt
hâ1â2i = �(�1 + �2)hâ1â2i+

�

2
(2hâ2

2â
†

1i � hâ
3
1i) (6.15)

d

dt
hâ

†

1â2i = �(�1 + �2)hâ†1â2i+
�

2
(2hâ1â

†

2â2i � hâ
†

1â
2
1i) (6.16)

Równania na wszystkie pozosta™e momenty drugiego rz¶du da si¶ otrzyma¢
z powyªszych równa´ poprzez sprz¶ªenie równania lub uªycie regu™ komutacji
operatorów kreacji i anihilacji. Niestety, po prawej stronie równa´ pojawiaj°
si¶ wyrazy trzeciego rz¶du. Aby w pe™ni rozwi°za¢ problem, naleªa™oby równieª
napisa¢ równania na te momenty, ale wtedy po ich prawych stronach pojawi™yby
si¶ momenty czwartego rz¶du. Ci°g ten jest niesko´czony i musimy zdecydowa¢
si¶ na uci¶cie go na pewnym wyrazie. To jest w™a±nie element, który powoduje,
ªe metoda ta jest metod° przybliªon°.
Przybliªenia dokonuje si¶, zak™adaj°c, ªe stan uk™adu jest stanem gaus-

sowskim (patrz 1.4). Aby upro±ci¢ sobie zadanie, zapiszemy go w reprezen-
tacji zmiennych (↵1,↵

⇤

1,↵2,↵
⇤

2), a nie — jak poprzednio — w reprezentacji
(Re↵1, Im↵1,Re↵2, Im↵2). Nowa reprezentacja pozwoli ™atwiej uzyska¢ intere-
suj°ce nas kumulanty. Nie pominiemy równieª warto±ci ±rednich przy zapisie
stanu gaussowskiego, co wi¶cej zapiszemy go od razu za pomoc° funkcji charak-
terystycznej Wignera:

�
(s)(↵1,↵2) = e

�
1
2 ↵T⌃↵+iµT ↵ (6.17)

gdzie:
↵ = (↵1,↵

⇤

1,↵2,↵
⇤

2) (6.18)

jest wektorem zmiennych, a

µ =
⇣
hâ1i, hâ

†

1i, hâ2i, hâ
†

2i

⌘
(6.19)

jest wektorem warto±ci ±rednich. Macierz korelacji ⌃ w reprezentacji takich
zmiennych przyjmuje nast¶puj°c° posta¢:

⌃ =

0

BBBBB@

h{â1, â1}i h{â1, â
†

1}i h{â1, â2}i h{â1, â
†

2}i

h{â
†

1, â1}i h{â
†

1, â
†

1}i h{â
†

1, â2}i h{â
†

1, â
†

2}i

h{â2, â1}i h{â2, â
†

1}i h{â2, â2}i h{â2, â
†

2}i

h{â
†

2, â1}i h{â
†

2, â
†

1}i h{â
†

2, â2}i h{â
†

2, â
†

2}i

1

CCCCCA
(6.20)
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przy czym {x̂, ŷ} = 1
2 (x̂ŷ + ŷx̂) oznacza symetryczny porz°dek operatorów.

Momenty dowolnych rz¶dów moªna wyznaczy¢ korzystaj°c z równo±ci:

Dn
(â†1)

n
â

m
1 (â†2)

p
â

q
2

oE
=

@
n+m+p+q

@(i↵⇤1)n@(i↵1)m@(i↵⇤2)p@(i↵2)q
�

(s)(↵1,↵2)
���
↵1=↵2=0

(6.21)
Poniewaª w definicji funkcji charakterystycznej stanu gaussowskiego wys-

t¶puj° tylko momenty pierwszego (±rednie) i drugiego rz¶du (elementy macierzy
kowariancji), wszystkie wyªsze momenty moªna wyrazi¢ poprzez momenty do
drugiego rz¶du w™°cznie. W ten sposób jeste±my w stanie pozby¢ si¶ wszystkich
momentów trzeciego rz¶du z równa´ (6.9)-(6.16). Proces ten jest obliczeniowo
ªmudny, st°d przedstawiamy tylko ko´cowe rezultaty. Wprowadzaj°c oz-
naczenia:

⇠i = hâii (6.22)

Bi = hâ
†

i , âii (6.23)

B12 = hâ
†

1, â2i (6.24)
Ci = hâi, âii (6.25)

C12 = hâ1, â2i (6.26)

moªemy uk™ad równa´ (6.9)-(6.16), przy wyraªeniu momentów trzeciego rz¶du
za pomoc° momentów rz¶du drugiego, przedstawi¢ w nast¶puj°cej postaci [40,
39]:

⇠̇1 = ��1⇠1 + ✏1 + �(⇠⇤1⇠2 + B12) (6.27)

⇠̇2 = ��2⇠2 + ✏2 �
�

2
(⇠21 + C1) (6.28)

Ḃ1 = �2�1B1 + �(B⇤12⇠1 + B12⇠
⇤

1) + �(C⇤1 ⇠2 + C1⇠
⇤

2) (6.29)
Ḃ2 = �2�2B2 � �(B12⇠

⇤

1 + B
⇤

12⇠1) (6.30)
Ċ1 = �2�1C1 + 2�(C12⇠

⇤

1 + B1⇠2) + �⇠2 (6.31)
Ċ2 = �2�2C2 � 2�C12⇠1 (6.32)

Ċ12 = �(�1 + �2)C12 + �(B12⇠2 � C1⇠1 + C2⇠
⇤

1) (6.33)
Ḃ12 = �(�1 + �2)B12 + �(C12⇠

⇤

2 + ⇠1B2 � ⇠1B1) (6.34)

Dzi¶ki tym równaniom jeste±my w stanie wyznaczy¢ wszystkie korelacje do
drugiego rz¶du. Dokonujemy tego, numerycznie ca™kuj°c równania (metoda
Runge-Kutty-Gilla). Analiza wyników [40] wskazuje róªnego typu rozwi°zania
— punkty sta™e, cykle graniczne, atraktory chaotyczne. Jednak przy doborze
parametrów, dla których b¶dzie testowana ta metoda, zmienne zawsze trafiaj°
do punktu sta™ego odwzorowania. Moªna wi¶c przyj°¢, ªe od pewnego mo-
mentu wszystkie kumulanty pozostaj° sta™e, a ich warto±ci jeste±my w stanie
numerycznie wyznaczy¢.
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6.2 Dwuczasowe funkcje korelacji i macierz
spektralna

Przygl°dnijmy si¶ równaniu (6.2), opisuj°cemu iloczyn transformat dwóch
operatorów. Bior°c warto±¢ ±redni° po obu stronach równo±ci i odejmuj°c
iloczyn ±rednich, otrzymamy:

hx̂(!), ŷ(!0)i =
1
2⇡

Z
dt

Z
dt
0
hx̂(t), ŷ(t0)ie�i(!t+!0t0) (6.35)

W szczególno±ci, je±li hx̂(t), ŷ(t0)i jest stacjonarne, tj. zaleªy tylko od ⌧ =
t
0
� t, po modyfikacji zmiennych i wykonaniu jednej z ca™ek (otrzymuj°c delt¶
Diraca) dostaniemy:

hx̂(!), ŷ(!0)i =
Z
hx̂(t), ŷ(t + ⌧)ie�i!0⌧

d⌧�(! + !
0) (6.36)

Je±li pod x̂ i ŷ pod™oªymy wszystkie kombinacje operatorów â1, â
†

1, â2, â
†

2

(oznaczaj°c je wspólnie jako wektor â) i wyca™kujemy równanie pozbywaj°c si¶
jednej z cz¶sto±ci i delty Diraka, otrzymamy ogólny wzór na macierz korelacji
spektralnej :

S(!) =
Z
hâ(t), âT (t + ⌧)ie�i!⌧

d⌧ (6.37)

Istotnym elementem dalszej analizy b¶dzie wprowadzenie róªniczkowych
równa´ stochastycznych. Moªna pokaza¢ [18, 31], ªe równanie Fokkera-Plancka
o ogólnej postaci:

d

dt
P (x, t) = �

X

i

@

@xi
(Ai(x, t)P (x, t))

+
1
2

X

ij

@

@xi

@

@xj

⇣
B(x, t)BT (x, t)

⌘

ij
P (x, t) (6.38)

moªna sprowadzi¢ do stochastycznego równania róªniczkowego:

dx

dt
= A(x, t) + B(x, t)E(t) (6.39)

przy czym E(t) to zmienne losowe (fluktuuj°ce si™y) spe™niaj°ce warunek:

hEi(t)Ej(t0)i = �(t� t
0) (6.40)

Równania te nie b¶d° tutaj wyprowadzone, gdyª wykracza to poza temat
tej pracy. Wyprowadzenie to opiera si¶ o zastosowanie tzw. regu™ Ito. Zaintere-
sowanych odsy™amy do [18].
Oczywi±cie, równanie (6.39) jest niezwykle trudne do rozwi°zania z uwagi

na dowoln° posta¢ wektorów A(x, t) oraz B(x, t). W pracy tej zastosu-
jemy powyªsze równania do bardzo szczególnego przypadku problemu generacji
drugiej harmonicznej. Korzystaj°c z równania Fokkera-Plancka (6.4) jeste±my
w stanie otrzyma¢ odpowiednie równania stochastyczne:
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d↵1

dt
= ✏1 + ↵

†

1↵2 � �1↵1 +
p
↵2E1(t) (6.41)

d↵
†

1

dt
= ✏1 + ↵1↵

†

2 � �1↵
†

1 +
q
↵

†

2E1(t) (6.42)

d↵2

dt
= ✏2 �



2
↵

2
1 � �2↵2 (6.43)

d↵
†

2

dt
= ✏2 �



2
↵
†2
1 � �2↵

†

2 (6.44)

przy czym ↵i,↵
†

i nie s° sprz¶ªone zespolono, ale s° to dwie niezaleªne zespolone
zmienne losowe. Oczywi±cie, nieprzypadkowo równania te s° bardzo podobne
do równa´ Langevina. Aby rozwi°za¢ interesuj°cy nas problem, dokonamy lin-
earyzacji tych równa´:

d↵

dt
= A↵ + BE (6.45)

przy czym ↵ = (↵1,↵
†

1,↵2,↵
†

2) oraz:

A =

0

BBBB@

��1 ↵2 ↵
⇤

1 0
↵

⇤

2 ��1 0 ↵1

�↵1 0 ��2 0
0 �↵

⇤

1 0 ��2

1

CCCCA
(6.46)

jest macierz° dyfuzji, za±:

BB
T =

0

BBBB@

↵2 0 0 0
0 ↵

⇤

2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCCCA
(6.47)

jest macierz° dryftu. W tym przypadku moªna pokaza¢ [31, 18], ªe dwuczasowe
funkcje korelacji w stanie stacjonarnym, h↵(t)↵T (t+ ⌧)i, spe™niaj° nast¶puj°ce
równanie róªniczkowe:

d

d⌧
h↵(t),↵T (t + ⌧)i = �Ah↵(t),↵T (t + ⌧)i (6.48)

Uªywaj°c tego równania, moªna pokaza¢, ªe normalnie uporz°dkowana
macierz korelacji spektralnej (6.37) wyraªa si¶ nast¶puj°cym wzorem [31]:

: (S) : (!) = (A+i!)�1(Ah↵(t),↵T (t)i+h↵(t),↵T (t)iAT )(AT
�i!)�1 (6.49)

Zauwaªmy, ªe w ten sposób, je±li znamy pocz°tkow° warto±¢ macierzy
h↵(t),↵T (t)i, linearyzuj°c proces, jeste±my w stanie wyznaczy¢ macierz spek-
traln°. Pocz°tkow° warto±¢ tej macierzy moªemy wzi°¢ z wyników wylicze´ z
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poprzedniego podrozdzia™u (wyznaczanie warto±ci kumulant), gdyª jest to po
prostu macierz korelacji w dziedzinie czasowej.
Pozostaje jeszcze jeden problem — w jaki sposób wyrazi¢ macierz korelacji

spektralnej zewn¶trznych modów pola? Dotychczas uda™o si¶ j° wyznaczy¢ dla
modów wewn°trz rezonatora. Z pomoc° przychodzi tutaj formalizm wej±cia-
wyj±cia [9, 31]. Moªna pokaza¢, ªe mi¶dzy dwuczasowymi korelacjami modów
wewn°trz i na zewn°trz zachodz° nast¶puj°ce relacje:

hâ
†

i,out(t), âj,out(t0)i = p
�i�jhâ

†

i (t), âj(t0)i (6.50)

hâi,out(t), âj,out(t0)i = p
�i�jhâi(t), âj(t0)i i 6= j (6.51)

hâi,out(t), âj,out(t0)i = p
�i�jhâi(max(t, t0)), âj(min(t, t0))i i = j (6.52)

Wszystkie pozosta™e korelacje moªna uzyska¢ z powyªszych poprzez sprz¶ªe-
nie i relacje komutacji. Powyªsze relacje nie b¶d° dowiedzione, gdyª wymagaj°
uprzedniej analizy formalizmu wej±cia-wyj±cia. Czytelny dowód znajduje si¶ w
[31]. Przy wyprowadzaniu tych równa´ uªywa si¶ za™oªenia, ªe pole wej±ciowe
jest w stanie koherentnym.
Uªywaj°c (6.50)-(6.52) jeste±my w stanie natychmiast poda¢ sposób

obliczenia normalnie uporz°dkowanej macierzy korelacji spektralnej pola wyj±-
ciowego : Sout :

( : Sout : )ij = p
�i�j( : S : )ij (6.53)

6.3 Porównanie wyników
Analiz¶ przeprowadzili±my dla takich samych parametrów, jak w rozdzia™ach

poprzednich, które dla wygody przypomnimy: �1a = 1, �1b = 0.01, �2a = 10,
�2b = 0.1,  = 1 oraz ! = 0. Pola zewn¶trzne zosta™y przedstawione w takich
samych granicach, tzn. dla ↵d

1 2 [�0.03, 0.03] oraz ↵d
2 2 [�2, 2] (przy czym

↵
d
1,↵

d
2 oznaczaj° znormalizowane amplitudy tych pól - patrz równania (4.73)-

(4.74), (4.75) i (4.76)). Wyniki zosta™y przedstawione na rysunku 6.1 (stopie´
EPR) oraz na rysunku 6.2 (stopie´ niesaprowalno±ci), wraz z wynikami z rozdzi-
a™u (4), w celu porównania. Wnioski wyp™ywaj°ce z rysunków s° nast¶puj°ce:

• Uda™o si¶ odtworzy¢ wyniki przy uªyciu obrazu Schrödingera z duªa
dok™adno±ci°. Pokazuje to, ªe róªne metody doprowadzi™y do bardzo
podobnych rezultatów, co zdaje si¶ potwierdza¢ wiarygodno±¢ wyników.

• Róªnice s° spowodowane przede wszystkim innymi warto±ciami zmien-
nych ↵1,↵2 w przypadku metody kumulant. Jest to spowodowane uªy-
ciem przybliªenia drugiego rz¶du (gaussowskiego) w przeciwie´stwie do
metody z rozdzia™u 4, gdzie zosta™y one wyznaczone z równa´ klasycznych.
Sugeruje to wi¶ksz° dok™adno±¢ metody kumulant, tym niemniej:

• W przypadku metody kumulant uªyte zosta™y dwa przybliªenia przy wyz-
naczaniu spektralnej macierzy korelacji: przyj¶cie koherentnego stanu
±wiat™a wej±ciowego oraz linearyzacja równa´ stochastycznych. Lepsze
rezultaty da™oby rozwi°zanie równa´ stochastycznych w sposób w pe™ni
ogólny, numerycznie.
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Rysunek 6.1: Warto±ci stopnia EPR w zaleªno±ci od warto±ci pól pompuj°cych
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2. Skala zaciemnienia jest logarytmiczna (w decybelach). Im bardziej
niebieski punkt, tym wi¶ksze spl°tanie.
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Rysunek 6.2: Warto±ci stopnia nieseparowalno±ci w zaleªno±ci od si™y pól pom-
puj°cych ↵d
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2.
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Trudno wi¶c jednoznacznie okre±li¢, która z metod da™a wynik bliªszy rzeczy-
wistemu. Z pewno±ci° jednak ich podobie´stwo w obu przypadkach sugeruje
wiarygodno±¢ otrzymanych rezultatów.
Dosy¢ interesuj°c° analiz¶ stanowi° rysunki 6.3, 6.4 i 6.5. Wszystkie one s°

róªnicami mi¶dzy dwoma innymi wykresami. Rysunek 6.5 wskazuje na róªnice
w ramach metody kumulant mi¶dzy dwoma rozpatrywanymi miarami. Taki
rysunek juª mieli±my w przypadku metody w rozdzia™ach poprzednich. Nowo±-
ci° s° natomiast rysunki 6.3 oraz 6.4. Pokazuj° one róªnice dla danej miary,
mi¶dzy dwoma podej±ciami, czyli dok™adnie wskazuj°, co si¶ zmieni™o przy za-
stosowaniu podej±cia opartego na kumulantach w obrazie Schrödingera. Kolor
czerwony wskazuje, ªe metoda linearyzacji daje silniejsze spl°tanie, niª metoda
kumulant, kolor niebieski — odwrotnie. Okazuje si¶, ªe najwi¶ksze róªnice po-
jawiaj° si¶ dla obszaru niestabilnego (u góry rysunków) oraz „nie w fazie” (na
dole rysunków). Wynika to jednak przede wszystkim z faktu, ªe w tych ob-
szarach mamy do czynienia z dwoma rozwi°zaniami (dwa rozwi°zania stabilne
w obszarze bistabilnym, natomiast w obszarze na dole rysunku s° to wspó™ist-
niej°ce rozwi°zanie „w fazie” oraz „nie w fazie”). Róªnice wynikaj° w znacznym
stopniu z nast¶puj°cego powodu: w przypadku metody linearyzacji w obra-
zie Heisenberga (opisanej w rozdzia™ach wcze±niejszych) zawsze wybierali±my
rozwi°zanie, które wskazywa™o najwi¶ksze spl°tanie (spo±ród dwóch wspó™ist-
niej°cych). W przypadku metody kumulant rozwi°zanie zaleªy od przyj¶tych
warunków pocz°tkowych (symulujemy je w ko´cu numerycznie), st°d w za-
leªno±ci od punktu uk™ad zbiega do jednego z dwóch punktów sta™ych, nie zawsze
do tego samego, co powoduje widoczne róªnice, poniewaª drugie z rozwi°za´
wykazuje zwykle mniejszy stopie´ spl°tania. W przypadku ±rodkowej cz¶±ci ry-
sunku (dla �1 6 ↵

d
2 6 1) róªnice nie s° juª tak chaotycznie roz™oªone i wydaj°

si¶ troch¶ mniejsze.
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Rysunek 6.3: Warto±ci stosunku stopnia EPR w przypadku wyznaczania w for-
malizme Heisenberga i Schrödingera (metoda linearyzacji w stosunku do metody
kumulant).
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Rysunek 6.4: Warto±ci stosunku stopnia nieseparowalno±ci w przypadku wyz-
naczania w formalzmie Heisenberga i Schrödingera.
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Rysunek 6.5: Warto±ci stosunku obu miar (I w stosunku do ✏), podane w skali
logarytmicznej. Kolor czerwony oznacza, ªe I wskazuje na silniejsze spl°tanie,
niebieski — ✏ wskazuje na silniejsze spl°tanie.
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Podsumowanie

W niniejszej pracy porównano dwa rodzaje opisów oddzia™ywania ±wiat™a z
nieliniowym o±rodku znajduj°cym si¶ w rezonatorze. Z jednej strony, kwantowe
równania Langevina (obraz Heisenberga) pozwalaj°, przy linearyzacji równa´,
w stosunkowo prosty sposób wyznaczy¢ spektralne macierze korelacji ±wiat™a
zarówno w rezonatorze, jak i wydostaj°cego si¶ na zewn°trz. Na tej podstawie
jeste±my juª w stanie wyznaczy¢miary spl°tania, takie jak stopie´ nieseparowal-
no±ci czy stopie´ paradoksu EPR. Niebagateln° rol¶ odgrywa tutaj formalizm
wej±cia-wyj±cia, pozwalaj°cy odnie±¢ to co si¶ dzieje w rezonatorze, do tego, co
do rezonatora wpada i z rezonatora wychodzi.
Z drugiej strony, uªycie równania master i Fokkera-Plancka (obraz

Schrödingera) umoªliwia dok™adniejsze wyznaczenie korelacji pierwszego i
drugiego rz¶du poprzez zastosowanie przybliªenia gaussowskiego, czyli wykracza
poza zwyk™e wyznaczenie warto±ci ±rednich z równa´ klasycznych. Trudno±¢ po-
jawia si¶ jednak w przypadku liczenia spektralnej macierzy korelacji, do której
wyznaczenia potrzebne s° dwuczasowe funkcje korelacji, ™atwiejsze do operowa-
nia w obrazie Heisenberga. Udaje si¶ je jednak uzyska¢, znajduj°c równanie
ruchu, jakie spe™niaj° przy linearyzacji macierzy dyfuzji, za macierz pocz°tkow°
obieraj°c macierz powsta™° w wyniku przybliªenia gaussowskiego. Co wi¶cej,
wyniki dotycz°ce ±wiat™a wychodz°cego z rezonatora otrzymane s° przy za™oªe-
niu, ªe ±wiat™o wej±ciowe jest ci°gle w stanie koherentnym.
Wyniki w obu przypadkach s° do siebie zbliªone. Sugeruj°, ªe za pomoc°

procesu generacji drugiej harmonicznej da si¶ uzyska¢ stany o duªym stop-
niu spl°tania, w szczególno±ci na granicy obszarów róªnego typu rozwi°za´
— na granicy tej rozwi°zania równa´ klasycznych zmieniaj° swoje w™a±ciwo±ci
(pojawiaj° si¶ bifurkacje i róªnice w fazie mi¶dzy polem pompuj°cym i gen-
erowanym w rezonatorze). Obie miary spl°tania w ogólno±ci wskazuj° si™¶
spl°tania podobnie, chociaª przy dok™adniejszej analizie róªni° si¶ nieznacznie
od siebie w pewnych przypadkach. Analiza ta wymaga™aby prawdopodobnie
po±wi¶cenia wi¶kszej uwagi w przysz™o±ci.
Pojawienie si¶ efektu Kerra okaza™o si¶ negatywnie dzia™a¢ na si™¶ spl°tania

stanów w analizowanym obszarze przestrzeni parametrów. Niewielki jego wzrost
obserwowany jest jedynie przy ma™ej warto±ci sta™ej Kerra, prawdopodobnie
na skutek zmiany granic jako±ciowo róªnych rozwi°za´. Przedstawiono pewne
bardzo heurystyczne wyja±nienie spadku si™y spl°tania, cho¢ trudno powiedzie¢,
czy oddaje ono pe™ni¶ powodów wyst¶powania tego zjawiska.
Praca jest tylko zal°ªkiem moªliwej analizy. Wida¢ szereg kierunków, w

jakich analiza ta mog™aby si¶ rozwin°¢. Poniªej przedstawiamy moªliwo±ci dal-
szych bada´:
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• Znacznie dok™adniejsz° analiz¶ umoªliwi™oby pe™ne numeryczne rozwi°zy-
wanie stochastycznych równa´ róªniczkowych. Pozwoli™oby ono na
dok™adne prze±ledzenie ewolucji zmiennych stochastycznych opisuj°cych
uk™ad i umoªliwi™oby dok™adne wyznaczenie dwuczasowych macierzy ko-
relacji i macierzy spektralnej. By™aby to dobra weryfikacja wyników
uzyskanych w tej pracy za pomoc° metod przybliªonych. Jest to chyba
najwaªniejszy kierunek bada´, jaki moªna by podj°¢.

• Moªliwe by™oby dok™adniejsze zbadanie efektów zachodz°cych dla innych
parametrów. Zestaw parametrów, którym pos™ugiwano si¶ w pracy, zosta™,
w celach porównawczych, wzi¶ty z [21]. Odpowiedπ na pytania, jak wygl°-
daj° miary spl°tania dla innych warto±ci tych parametrów, lub jak na nie
wp™ywa w tym przypadku efekt Kerra, istotnie polepszy™aby nasz° wiedz¶
o tych procesach. Dodatkowo, moªna by pokusi¢ si¶ o numeryczn° opty-
malizacj¶ parametrów tak, aby otrzyma¢ ostatecznie stany o najwi¶kszej
sile spl°tania. Oczywi±cie, naleªa™oby si¶ w tym wypadku zastanowi¢ nad
odpowiednim kryterium optymalizacji — czy mia™aby to by¢ po prostu
jak najwi¶ksza miara spl°tania (a je±li tak — to która?), czy moªe ±rednia
warto±¢ spl°tania na pewnym obszarze? Moªliwo±ci technik optymaliza-
cyjnych (takich jak klasyczne algorytmy gradientowe przy pozyskaniu gra-
dientu optymalizowanej funkcji poprzez analiz¶ równa´, lub nowoczesne
algorytmy takie jak np. algorytmy genetyczne) pozwoli™yby na wyznacze-
nie takich warunków, przy których uzyskaliby±my stany najbardziej spl°-
tane.

• Potrzebne by™oby rozpatrzenie innych miar spl°tania dla zmiennych
ci°g™ych, takich jak entropia spl°tania czy negativity. Pozwoli™oby to na
szerszy wgl°d w spl°tanie stanów i analiz¶ porównawcz° róªnych miar,
szczególnie waªn° i istotn° dla ma™o zbadanego przypadku zmiennych
ci°g™ych.

• Dok™adniejszej analizy wymaga™yby takªe uzyskane juª wyniki pod wzgl¶-
dem relacji mi¶dzy stopniem nieseparowalno±ci i stopniem EPR. Cz¶±ciowo
na te pytania odpowiada praca [5], tym niemiej nadal istnieje tutaj pole
do bada´.

• W ca™ej pracy, w celu uproszczenia analizy, rozwaªane by™y tylko stany
ustalone (punkty sta™e). W ogóle nie poruszono tematu rozwi°za´ ni-
estabilnych, chaotycznych, cho¢ wiadomo, ªe w przybliªeniu gaussowskim
takie rozwi°zania istniej° [39, 40]. Duªym wyzwaniem by™aby analiza
spl°tania takich stanów i odniesienie warto±ci miar do wspó™czynników
znanych z dynamiki nieliniowej, takich jak np. wyk™adniki Lapunova.

Nieliniowe zjawiska optyczne, w szczególno±ci generacja drugiej harmon-
icznej i efekt Kerra, okaza™y si¶ by¢ znakomitymi πród™ami spl°tanych stanów
pola. Moªliwo±ci generowania stanów o praktycznie dowolnie silnym spl°taniu,
przy odpowiednim doborze parametrów, czyni° z tych zjawisk waªne narz¶dzie
przy realizacji protoko™ów i algorytmów kwantowego przetwarzania informacji.
Jest wi¶c uzasadniona nadzieja, ªe nieliniowe efekty optyczne mog° gra¢ istotn°
rol¶ przy konstrukcji komputera kwantowego.
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