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Streszczenie

W pracy przedstawiono tworzenie stanéw splatanych i mierzenie splatania
w nieliniowych procesach optycznych — generacji drugiej harmonicznej oraz
efekcie Kerra. Skupiono si¢ przede wszystkim nad splataniem dla zmiennych
ciaglych, w przyblizeniu gaussowskim. Procesy nieliniowe zostaly zanali-
zowane na dwa sposoby: poprzez formalizm wejscia-wyjscia za pomoca réwnan
Langevina, oraz w obrazie Schrodinger, poprzez réwnania master, réwnania
Fokkera-Plancka i réwnania ewolucji korelacji kwantowych. Przedstawiono i
poréwnano wyniki dla obu przypadkéw.

Abstract

In the thesis, creation of entangled states and measures of entanglement were
considered in the nonlinear optical processes — second harmonic generation and
Kerr effect. We focused mainly on the entanglement measures for continuous
variable systems, using the Gaussian approximation. The nonlinear processes
were analysed from two points of view: using the input-output formalism and
Langevin equation, and in the Schodinger picture, using the master equation,
Fokker-Planck equations and equations for evolution of quantum correlations.
The results for both approaches were presented and compared.
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Wynalezienie lasera zapoczatkowalo rozwdj nowej dziedziny optyki, zajmu-
jacej si¢ nieliniowym oddzialywaniem Swiatla z materia. Generacja drugiej har-
monicznej za pomoca rubinowego lasera w krysztale kwarcu byta pierwszym
zjawiskiem tego typu [38]. Wkrétce odkryto inne efekty optyki nieliniowej,
takie jak mieszanie wielu fal czy optyczny efekt Kerra. Wszystkie te zjawiska
zostaly juz dziesiatki lat temu dokladnie zbadane, poznane i opisane. Wkrétce
jednak potem powrécily w tematyce nowych badan, gdy zaczeto je analizowac
uwzgledniajac kwantowa nature $wiatla. Ujawnily one swoje nowe oblicze, przy
okazji przyczyniajac sie do rozwoju optyki kwantowej jako calosci. Ich opis za-
wieral nowe elementy, takie jak kwantowe korelacje $wiatla, $ciesnione stany
pola, statystyki fotonéw (bunching i antibunching), dystrybucje kwazipraw-
dopodobienstwa, itd [4, 28, 31, 42]. Okazuje sie, ze wraz z rozwojem nowej
dziedziny nauki — informatyki kwantowej — zjawiska te powracaja po raz kole-
jny, i po raz kolejny w innym kontekscie.

W roku 1982 amerykanski fizyk Richard Feynman jako pierwszy poruszyl
temat symulacji uktadéw kwantowych na klasycznych komputerach. Niepokoito
go, ze zasoby klasycznej maszyny, potrzebne do symulacji uktadu kwantowego,
rosng wykladniczo wraz z rozmiarem ukladu. Zasugerowal rozwiazanie prob-
lemu, widzac w komputerach opartych na prawach mechaniki kwantowej, wiek-
sze mozliwo$ci obliczeniowe, w tym mozliwo$¢ efektywnej symulacji kazdego
uktadu kwantowego. Ziarno zostalo zasiane i, poczatkowo niedmiato, z cza-
sem coraz szybciej zaczela sie wylania¢ nowa nauka, traktujaca o mozliwoéciach
obliczeniowych ukrytych w prawach mechaniki kwantowej. Juz w roku 1985
David Deutsch [10] zaproponowal model uniwersalnego komputera kwantowego
i podat pierwszy problem, ktéry moze na takim komputerze zostaé¢ rozwiazany
znacznie szybciej, niz na jakimkolwiek komputerze klasycznym. Wydaje sie jed-
nak, ze zainteresowanie obliczeniami kwantowymi wybuchto na dobre dopiero w
roku 1994, kiedy to matematyk Peter Shor przedstawil wielomianowy algorytm
faktoryzacji liczb na komputerze kwantowym. Efektywny algorytm rozktadu na
czynniki pierwsze, z uwagi na niezwykle wazne zastosowania i brak jakiegokol-
wiek efektywnego algorytmu klasycznego, wzbudzil ogromne zainteresowanie i
przyspieszyl rozwéj dziedziny. Pojawily sie nowe algorytmy i zaczeto rozpoz-
nawa¢ wiecej probleméw o praktycznym zastosowaniu (jak np. przeszukiwanie
baz danych), ktére moga zostaé rozwiazane efektywniej.

Roéwnoczesnie rozwijala si¢ kwantowa teoria informacji [32], ktéra na
podobienstwo jej klasycznej wersji, postawita sobie za cel probe opisu przekazy-
wania i przetwarzania kwantowej informacji oraz spojrzenie na mechanike kwan-
towa z tego punktu widzenia. Udalo sie otrzymaé¢ kwantowe odpowiedniki klasy-
cznych twierdzen Shannona, rozwinaé teorie¢ kodowania, wprowadzi¢ kwantowe
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kody poprawiajace bledy, metody kwantowej kryptografii. Przy okazji tych
badan coraz bardziej zdawano sobie sprawe z wyjatkowej roli jaka odgrywa znane
juz niemalze od poczatkéw istnienia mechaniki kwantowej zjawisko, jakim jest
splatanie [16].

Splatanie, poczatkowo opisywane wylacznie w sposob jakosciowy, jako
niezwykla cecha mechaniki kwantowej, odrézniajaca ja od mechaniki klasycznej,
z czasem zaczelo byé opisywane w sposéb coraz bardziej $cisty, ilodciowy [35].
Pierwsze z prac, pokazujace nieréwnosci, jakie musialyby spelnia¢ wszystkie
zmienne klasyczne, zarazem tamane przez prawa mechaniki kwantowej, zostaly
przedstawione przez Johna Bella [1]. Opisywaly korelacje, jakim podlegaja zmi-
enne opisujace stany kwantowe i wskazywaly na ich niezwykle cechy, ktorych nie
posiadaja ich klasyczne odpowiedniki. Z czasem zaczeto wprowadzaé iloSciowy
sposob pomiaru splatania poprzez wspolczynniki, ktore otrzymaly nazwe miar
splatania. Jedng z nich okazala si¢ znana z kwantowej teorii informacji entropia
von Neumanna [32, 35], co podkresla istotne zwiazki z ta dziedzing. Mimo, ze
udalo sie znalez¢ miare dla ukladow zlozonych z dwoch poduktadéw opisanych
wektorami w przestrzeni Hilberta (tzw. stany czyste), w ogélnym przypadku do
dzi$ pigtrzy sie sporo trudnosci. Stan uktadu jest wtedy opisywany za pomoca
macierzy gestosci, istnieja stany nie bedace stanami czystymi — mieszane. W
tym przypadku okazala si¢, ze nie ma jedynego wtasciwego sposobu mierzenia
splatania. Pojawilo si¢ wiele miar, wszystkie spelniajace wtasnosci, jakich
od miar splatania oczekiwano. Jeszcze gorzej sytuacja wyglada w przypadku
uktadow kwantowych skladajacych sie wiecej niz z dwoch podukladow, teoria
w tym wypadku nie jest jeszcze wystarczajaco dobrze rozwinigta.

W koticu, sa uklady, dla ktérych pojecie splatania pojawilo sie w literaturze
juz w slynnej pracy Einsteina, Rosena i Podolskiego [16], mianowicie uklady
ciagle, czyli opisywane w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta. W
tym przypadku sytuacja jest o tyle trudna, ze istnieje mnogo$é stanéw, w ja-
kich moga wystepowaé tego typu uklady i jak na razie nie ma teorii opisujacej
splatanie w przestrzeni wszystkich mozliwych stanéw ciaglych. Przestrzen ta-
kich stanéw jest praktycznie tak duza, jak przestrzen Hilberta funkcji. Udato
sie natomiast rozwinaé teorie przy ograniczeniu do pewnej dosy¢ uniwersalnej i
naturalnej klasy stanéw — stanéw opisywanych w tzw. reprezentacji Wignera
funkcjami gaussowskimi, zwanych w skrécie stanami gaussowskimi [8]. Stany
te bardzo czesto wystepuja w mechanice kwantowej (jak np. stan podstawowy
oscylatora harmonicznego), a réwniez wiele stanéw mozna nimi przyblizaé z
dobra doktadnoscia. Wydaje sie, ze stany gaussowskie spelniaja w mechan-
ice kwantowej podobnie wazna role, jak rozklady normalne w rachunku praw-
dopodobienstwa.

Kwantyzacja Swiatta w optyce kwantowej polega na przypisaniu kazdemu
modowi pola kwantowego oscylatora harmonicznego. Opis pola elektromagnety-
cznego jest wiec opisem za pomoca zmiennych ciaglych. Stad splatanie w rezimie
takich zmiennych odgrywa szczegdlnie istotna role w tej dziedzinie. 7 uwagi
na ograniczenie sie wytacznie do stanéw gaussowskich, wyjatkowo wazna pod
wzgledem mierzenie splatania staje si¢ macierz kowariancji takich stanéw, zwana
takze macierza korelacji. To w niej ukryte sa pelne informacje o stanie, a jed-
noczesnie, z uwagi na jej skonczony wymiar, stanowi ona pomost miedzy teoria
splatania dla zmiennych ciaglych i teoria w skonczenie wymiarowej przestrzeni
Hilberta.

Co ciekawe, macierze korelacji dla stanéw w optyce kwantowej juz od dawna
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byly obiektem zainteresowania badan w tej dziedzinie, przy okazji wyznaczania
statystyk fotonéw czy analizy stanéw Sciesnionych [14]. Narzedzia potrzebne
do analizy splatania sa wiec w optyce kwantowej juz od dawna gotowe. Jak
wspomniano, w ostatnim czasie powstaje tez dobra teoria splatania w przypadku
zmiennych ciaglych, otwiera sie wiec pole do badan nad zjawiskami optycznymi,
umozliwiajacymi generowanie i operacje na stanach splatanych.

Okazuje sig, ze do tej roli $wietnie nadaja si¢ dobrze znane zjawiska nielin-
iowe. Wlaénie dlatego pojawily si¢ one ponownie jako przedmiot badan, tym
razem analizowane pod wzgledem ich wlasnosci zwiazanych z tworzeniem stanéw
splatanych swiatla. Stawka jest duza, gdyz uklady o takich wlasnosciach moga
stanowi¢ istotna role w tworzeniu najpotezniejszej znanej maszyny obliczeniowe;]
— komputera kwantowego, dla ktérego nie znaleziono jeszcze dobrej technologii
na fizyczng realizacje.

Niniejsza praca zajmuje si¢ wladnie pomiarami splatania w przypadku
uktadéw wykazujacych dwa rodzaje nieliniowosci — generacje drugiej harmon-
icznej oraz efekt Kerra.

Pierwszy z rozdzialéw wprowadza czytelnika w narzedzia optyki kwan-
towej — kwantyzacje pola elektromagnetycznego, opis stanéw pola, funkcje
kwaziprawdopodobienstwa oraz réwnania ruchu dla ukladu przy obecnosci
otaczajacego go tzw. rezerwuaru. Wszystkie te narzedzia zostana wykorzys-
tane w dalszej czesci pracy.

Rozdzial drugi opisuje wykorzystywane nieliniowe zjawiska optyczne — gen-
eracje drugiej harmonicznej i efekt Kerra. Zostal zamieszczony zaréwno opis
klasyczny (a wlasciwie pétklasyczny — kiedy $wiatlo jest opisywane klasycznymi
réwnaniami Maxwella, a osrodek jest traktowane kwantowomechanicznie), jak i
kwantowy.

W rozdziale trzecim definiujemy splatanie i opisujemy, w jaki sposob mozna
je mierzy¢. Mniej uwagi po$wiecamy ukladom skonczonym, ktorymi nie
bedziemy si¢ tutaj zajmowaé, natomiast bardziej skupiamy sie na przypadku
zmiennych ciaglych.

Czwarty z rozdzialéw opiera sie w duzej mierze na pracy [21] i opisuje
konkretny uklad z nieliniowym osrodkiem generujacym druga harmoniczna z
punktu widzenia dwéch miar splatania. W rozdziale tym uzywane sa narzedzia,
opisane w poprzednich trzech rozdziatach wstepnych.

W rozdziale piatym nadal skupiamy si¢ nad tym samym ukladem,
wprowadzamy jednak dodatkowa nieliniowo$¢ — optyczny efekt Kerra. Badane
sg zmiany w strukturze splatania w zaleznosci od sily tego efektu i poréwnuje
si¢ wyniki z rozdziatem wczesniejszym.

Szésty z rozdzialow to powrdt do uktadu z rozdziatu czwartego, jednak za
pomoca zupelnie réznych narzedzi. Celem jest tutaj przede wszystkim pordw-
nanie wynikéw przy zastosowaniu innego formalizmu.

Koficzymy podsumowaniem, w ktérym przedstawiamy zbiorcze rezultaty
oraz nakreslamy plany przysztych badan, ktére mogltyby stanowié¢ kontynuacje
tej pracy.
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Rozdziatl 1

Elementy optyki kwantowe}]

1.1 Kwantowanie pola

Rozpoczniemy od wprowadzenia formalizmu pozwalajacego na skwantowanie
swobodnego pola elektromagnetycznego. Pole klasyczne w prézni opisane jest
czterema réwnaniami Maxwella [20, 23]:

V-E=0 (1.1)
V-B=20

0B
VXE=—— 1.3
x T (1.3)

1 0FE
VxB=—— 14
% 2 ot (14)
przy czym E jest wektorem natezenia pola magnetycznego, B — wektorem

indukcji magnetycznej, zas ¢ — predkoscia $wiatta w prézni.

Oba pola mozna wyrazi¢ poprzez odpowiednie potencjaly — skalarny V' dla
pola elektrycznego oraz wektorowy A dla pola magnetycznego. Przy ustalaniu
potencjaléw istnieje swoboda w ich pelnym okresleniu, nazywana cechowaniem.
Sprowadza si¢ ona do doboru dywergencji, odpowiedniej w danym problemie
fizycznym. Przyjecie cechowania kulombowskiego:

V-A=0 (1.5)

sprowadza rownania Maxwella do postaci rownania falowego na potencjal wek-
torowy [20, 23]:

1 0%2A
2 ot?

Aby rozwiaza¢ réwnanie (1.6) potrzebne sa jeszcze warunki brzegowe. Przyj-
mujac ich periodyczna postaé na obszarze (szeScianie) o boku L, réwnanie
falowe spelnione jest przez dowolna fale ptaska z odpowiednia wartoscia wektora
falowego k:

~VA +

=0 (1.6)

— = ="=— Ng, Ny, Ny € 7 (1.7)
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oraz czestodcia wy = ck, gdzie k = |k|.

Ze wzgledu na liniowos¢ réwnania falowego, dowolna superpozycja fal ptas-
kich réwniez spelnia (1.6), a ze wzgledu na zupelnos$é zbioru tych funkeji,
dowolne rozwigzanie réwnania (1.6) jest superpozycja fal ptaskich:

A(r,t) = {Age k) 4 Apeilont=km)y (1.8)
k
W celu dokonania kwantyzacji pola, nalezy jeszcze sprowadzi¢ funkcje Hamil-
tona pola wielomodowego do postaci kanonicznej oscylatora harmonicznego,
poprzez wprowadzenie zmiennych kanonicznych ¢ oraz pyp [28, 42], zdefin-
iowanych poprzez relacje:

1
Ay = —(w +1 e 1.9
k \/‘W( kQk + iDk) ek (1.9)
1
(1.10)

A; = ——— (wrqr — ipr)ex
k \/W( kqk pk) k

Funkcja Hamiltona (energia) pola wyrazona w tych zmiennych bedzie miala
nastepujaca postac:

1
H=) Hi=)_ 5wig+p) (1.11)
k k

Majac oscylator harmoniczny, mozna dokonaé jego kanonicznej kwantyzacji.
Najbardziej uzyteczne dla dalszych rozwazan bedzie dokonanie tego poprzez
wprowadzenie dla kazdego modu pola operatoréw kreacji i anihilacji, ag oraz
dL [27, 28, 31, 42], spelniajacych bozonowe reguly komutacji:

lak, al,] = Oppr (1.12)
[, ager] = [af,ap,] =0 (1.13)

Potencjal wektorowy, ktoéry odtad staje sie operatorem, mozna wyrazié¢

poprzez:
A=/ LI (1.14)
L VP Vi ’

gdzie € jest przenikalnoscia elektryczna, a ep wektorem polaryzacji. Ostate-
cznie otrzymujemy wiec nastepujaca postaé¢ potencjatu wektorowego:

A h ~—i(wpt—kr ~t i(wit—k-r
A(r,t) = Z\/ 260Vwkek {ake (wit—k )—|—a,te( ri=k )} (1.15)
k

oraz operatoré6w pola:

N hw ) .
By =i/ en {anerilent=hm) gl gtttk | (1.16)

N / R . .
Bk =1 mk X €k {dk@il(wktik.r) — &L@Z(wktik.r)} (117)
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Hamiltonian wyrazony za pomoca operatoréw kreacji i anihilacji bedzie miatl
nastepujacag postac:

1
H= E Hi = E hwy, <&L€lk + 2) (1.18)
k k

1.2 Stany kwantowe pola

Stany kwantowe swobodnego pola elektromagnetycznego mozna wyrazié za
pomocy réznych reprezentacji. Ponizej przedstawione zostana zaréwno stany
wlasne hamiltonianu, jak rowniez stany koherentne i Sciesnione, wraz z relacjami
zachodzacymi miedzy nimi.

1.2.1 Stany Focka

Podstawowa baza stanéw w optyce kwantowej sg stany wlasne hamiltonianu,
tzw. stany Focka {|ng)}:

) = o (e + 3 ) ) (1.19)

bedace rownoczesnie stanami wlasnymi operatora liczby obsadzen ny = &L&k:

ﬁ}g‘nk> = nk|nk> (1.20)

7 tej wladnie przyczyny sa one czesto nazywane stanami n-fotonowymi. Dzi-

alanie operatoréw kreacji i anihilacji na te stany przedstawia sie w nastepujacy
sposob:

allng) = Vg + g, + 1) (1.21)
&k|nk> = \/ﬁ\nk — 1> (122)

Rekursywnie uzywajac réwnania (1.21) pokazuje sie, ze kazdy stan Focka
mozna otrzymaé ze stanu prézni poprzez np-krotne zadzialanie operatorem
kreacji, wraz z odpowiednim unormowaniem:

A\
(ay)
k

Ink) = =

ng:

Zauwazmy na koniec, ze na skutek separowalno$ci hamiltonianu, stan pola

wielomodowego faktoryzuje sie, tzn. moze zostaé¢ przedstawiony w postaci
iloczynu tensorowego stanéw pola dla poszczegdlnych modéw:

0) (1.23)

[n) = [Nk, ) @ [Nky) @ oo = | Ny s Mgy - - -) (1.24)

1.2.2 Stany koherentne

Stany koherentne najprosciej wprowadza sie jako stany wlasne operatora
anihilacji:

ala) = o|a) (1.25)



18 1.2. Stany kwantowe pola

Mozna jednak wyprowadzi¢ ten warunek, zadajac aby stany koherentne
»brzypominaly” klasyczne stany pola w tym sensie, ze energia pola liczona
klasycznie (Heiass = hwy(at)(a)) byta réwna $redniej energii liczonej kwantowo
(Hquant = hwi(a'a)) [28], lub, co réwnowazne, zadajac spéjnosei pola we wszys-
tkich rzedach.

Poprzez zadzialanie operatorem & w iloczynie (n|a|a) raz w lewa, raz w
prawa strone, otrzymujemy poprzez rozwiniecie rekurencji nastepujacy wynik
[42):

aTL

(na) = —=(0a) (1.26)

2

!

Uzywajac tego wyniku w rozwinieciu wzgledem bazy standéw fokowskich,

otrzymujemy:
n

@) = (0la) 3~ —=In) (1.27)

n

a z warunku normalizacji (a|a) = 1:

a|2

(0la) = e™ 2~ (1.28)

Stany koherentne nie sa jednak ortonormalne, gdyz z (1.27) wynika:

[(alB)[* = e7lePF (1.29)
Tym niemniej, sa one ukladem zupelnym, a z faktu, ze jest ich wiecej niz
stanéw fokowskich, nazywa sie je ukladem przepelnionym.
Wglad w nature stanéw koherentnych uzyskuje sie¢ poprzez wprowadzenie
operatora przesuniecia [28, 34, 42]:
D(q) = e’ —o7a (1.30)

Powyzsza formule wyprowadza si¢, uzyskujac, poprzez wstawienie do (1.27)
réwnan (1.28) i (1.23), nastepujace wyrazenie:

a2 AT n O¢2 ~
@) =% 30 8 o) — e (131)

Dodatkowo, poniewaz @|0) = 0, zachodzi 1|0) = e=*"¢|0), tym samym:

(23 2 ~ * A
la) = e~ F et gma ¢10) (1.32)
lub korzystajac z twierdzenia Bakera-Haussdorffa [42, 28]:
ja) = €2 ="4]0) = D(a)[0) (1.33)

Korzystajac z definicji operatora, mozna dowie$é¢ nastepujacych réwnosci:
DY a)a'D(a) = a' + a* (1.34)
DY (a)aD(a) = a+ « (1.35)

co pokazuje, ze stany koherentne sa niczym innym jak przesunietym (w sensie
amplitudy) stanem prézni fotonowej.
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Na koniec zauwazmy, ze nie mozna stworzy¢ podobnej bazy dla stanéw wlas-
nych operatora kreacji. Mozna pokazaé [34], Zze zaden taki stan nie bylby nor-
malizowalny.

1.2.3 Stany Sciesnione

Pomimo, ze operatory kreacji i anihilacji nie sa hermitowskie, mozna ut-
worzy¢ dwie ich hermitowskie kombinacje [28, 41, 42]:

X, =a+al (1.36)

X, = i(al —a) (1.37)

_|_

 Z regul komutacji (1.12) i (1.13) wynika nastepujaca reguta komutacji dla
X1 i XQZ
(X1, Xo] = 2 (1.38)

FLatwo tez pokazac, ze w stanie koherentnym nieoznaczonosci obu operatoréw
sg réwne jednosci. Réwnoczesnie wykorzystujac wynikajaca z regut komutacji
zasade nieoznaczonosci Heisenberga:

AXIAX, > 1 (1.39)

wnioskujemy, ze zmniejszenie nieoznaczonosci jednego z operatoréw ponizej jed-
noéci implikuje zwiekszenie nieoznaczonosci drugiego z operatoréow. Stany, dla
ktorych AX; <1dlai rownego 1 lub 2, nazywamy stanami Sciesnionymi

Generowanie stanéw Sciesnionych moze by¢ opisane za pomoca operatora
Sciskania S(&) wraz z operatorem przesuniecia D(a):

|, §) = D(a)S(£)[0) (1.40)
gdzie operator $ciskania zdefiniowany jest jako:
S(€) = exl€a’—€a™) (1.41)

W ogélnosci, ¢ jest wielko$cig zespolona, & = re?, przy czym modutl r okresla
stopien $ciskania, za$ faza 6 kierunki Sciskania, tzn. okresla operatory:

X, (Z) = ae”i% +afei? (1.42)
v 0 t i . il
Xo 3) = i(a'e' —ae™*2) (1.43)

wzdluz ktérych $ciskanie prowadzi do minimum oznaczonosci (sa to osie gléwne
elipsy nieoznaczonosci).

Korzystajac z definicji, mozemy obliczy¢ wartosci srednie i wariancje opera-
torow kreacji i anihilacji w stanach $cie$nionych:

(a,€lafa, &) = a (1.44)
(@, &laf|o, &) = a* (1.45)
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(a, E|adla, €) = a? — e coshrsinhr (1.46)
(o, €latala, €) = |af? + sinh?r (1.47)

Stad latwo otrzymujemy juz wariancje operatoréw X; i Xo w stanie
Scie$nionym:

. 6 6

(AX;)? = e % cos? 3t %" sin? 3 (1.48)
. 6 6

(AX5)? = € cos? 3t e~ sin? 3 (1.49)

co uzasadnia nazwanie S(£) operatorem $ciskania.

1.3 Funkcje kwaziprawdopodobienstwa

Baza stanéw koherentnych umozliwia, dzieki przepelnieniu, reprezentacje
stanéw kwantowych w postaci diagonalnej. Pozwala to na wprowadzenie funkcji
o argumentach zespolonych, opisujacych stan ukladu, na podobienstwo ze-
spoléw statystycznych w przestrzeni fazowej. Nalezy jednak podkresli¢, ze nie
jest to podobienstwo daleko idace, ze wzgledu na fakt, ze kwantowe funkcje
rozkladu moga przyjmowaé¢ wartosci ujemne i osobliwe. Co wiecej, ze wzgledu
na nieprzemienno$¢ mnozenia w mechanice kwantowej, przy kazdym porzadku
operatoréw (normalnym, antynormalnym, symetrycznym), $rednie i momenty
wyzszego rzedu nalezy liczy¢ przy uzyciu innej funkceji rozktadu. Wigkszosé tego
podrozdzialu oparta jest na [41, 42].

1.3.1 Funkcja Glaubera-Sudarshana

Funkcje Glaubera-Sudarshana, zwana tez funkcja P(a) definiuje sie jako
reprezentacje macierzy gesto$ci w bazie stanéw koherentnych, tj:

p= /P(a)|a><a|d2a (1.50)

wraz z warunkiem normalizacji

/P(a)d2a =1 (1.51)

Jest to reprezentacja diagonalna i nie jest oczywistym fakt istnienia takiej
reprezentacji dla stanu opisanego dang macierza gestosci. Mozna pokazaé, ze
jesli istnieje funkcja:

N, €7) = T {per€ o e} (1.52)

to jest ona transformata Fouriera funkcji P(«), tzn. odwrotna transformata
Fouriera daje:

1 N e
P(a) = s /Tr{ﬁel5 “Tezga} e i gk g2 (1.53)
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Funkcja P(«) pozwala w prosty sposéb wyznaczy¢ $rednie wartodci normal-
nie uporzadkowanych operatoréw kreacji i anihilacji:

Tr{p(at)mamy = / Pla)(a]@!)"a™|a)d2a = / Pla)(@*)"a™da  (1.54)

Jeszcze prosciej mozna powyzsze Srednie wyznaczy¢ dzieki znajomosci
funkcji charakterystycznej:

i 8n+m
Te{p(ah)a™ :—”‘ 1.55
{P( ) } 8(15*)”5‘(15)’")( (5 § )525*:0 ( )
Poniewaz macierz gestosci stanu koherentnego |3) réwna jest p = |5){(4|,

funkcja P(«) jest wtedy osobliwa i réwna
P(a) =6 (a—p) (1.56)

Jeszcze wieksza osobliwo$é P(a) przejawia w stanach n-fotonowych. Mozna
pokazaé, ze dla stanu |n) funkcja ta jest pochodna delty Diraka:

Pa@)= Y T sea) (1.57)
o) = o .
" = (mh? (n —m)! damoa*m

Na koniec warto zauwazy¢, ze funkcja Glaubera-Sudarshana przyjmuje dla
pewnych stanéw wartosci dodatnie i spelnia warunki klasycznej funkcji rozktadu
prawdopodobienistwa. Stany takie maja odpowiedniki klasyczne, dzigki czemu
funkcja P(«) moze shuzy¢ jako kryterium ,nieklasycznosci” (nieseparowalnodei)

stanéw kwantowych.

1.3.2 Funkcja Husimiego

Aby liczy¢ érednie z antynormalnego uporzadkowania iloczynéw operatoréw
kreacji i anihilacji, mozna wprowadzi¢ antynormalng funkcje charakterystyczna:

(€€ = Tr {perteie e’ | (1.58)
Pozwala ona na wyznaczanie nastepujacych srednich:
ontm
Tf{ﬁ(&de)n} = W’(a(&f*)‘g:g:o (1.59)

Podobnie, jak w przypadku funkcji normalnej, mozna wyznaczyé odwrotng
transformate Fouriera antynormalnej funkcji charakterystyczne;j:

1 s e w
Q(O[) _ ;/TI' {ﬁezﬁaezf af}e—zf a e—zéaé-an (160)

Jest to wlasdnie funkcja Husimiego. Oczywiscie, mozemy powrdcié¢ do funkeji
charakterystycznej poprzez transformate Fouriera funkeji Q(a):

V(e ) = / Q(a)es ™ ei€e g2 (1.61)

co po podstawieniu do (1.59) daje natychmiast:



22 1.3. Funkcje kwaziprawdopodobienstwa

Te{pam (ah"} = / Q(a)a™ (a")"da (1.62)

co oznacza, ze funkcje Q(«) stosuje sie w analogiczny sposéb do P(«), ale przy
antynormalnym porzadku operatorow.
Mozna réwniez pokazaé, ze funkcja Q(a) wyraza sie prostym wzorem:

Q) = —(alp|a) (1.63)

a ze wzgledu na dodatnia okreslonos¢ macierzy gestoéci, funkcja Husimiego
jest réwniez dodatnio okre$lona. Z powyzszego wzoru mozna natychmiast
policzy¢ wartosci tej funkcji dla stanu koheretnego |3):

Q(0) = ~{al)(Bla) = o0 (164
oraz dla stanu n-fotonowego:
1 1 2n 5
Q(0) = Sapn)nfa) = LI elo (1.65)

Powdd, dla ktérego funkcja Q(«) zachowuje sie¢ w tak porzadny” sposéb
staje sie widoczny po znalezieniu relacji miedzy nia a funkcja P(a):

Q) = 2ol ([ PONAEIEE) ) = & [Py oo

Funkcja Q(«) jest wiec splotem P(«) z funkcja gaussowska, co powoduje jej
,rozmazanie”.

1.3.3 Funkcja Wignera

Rozwazone zostaly zaréwno normalne, jak i antynormalne uporzadkowania
operatoréow. Pozostaje jeszcze jedno uporzadkowanie, zwane symetrycznym, dla
ktérego funkcje charakterystyczna definiujemy w nastepujacy sposob:

X(s) (575*) ~ Tr {ﬁeiﬁd-i-i&*df} (167)

Podobnie, jak w poprzednich przypadkach, wprowadzamy odwrotng trans-
formate Fouriera:

1 SR, e
Wia) = [ {peserica e’ g (1.68)
7r
definiujac w ten sposob funkcje Wignera.

Zwiazki miedzy funkcjami charakterystycznymi otrzymaé¢ mozna korzystajac
z twierdzenia Bakera-Hausdorffa:

2

ek A [N sk A s A 2 A ek oA
Tr {ﬁel5 “T“&‘} =Tr {;36’5 “Tezga} e =Ty {ﬁelgaezE a! } e (1.69)
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a stad:

€12

X, ¢) = ez xM(E ¢ (1.70)
XD, &) = e X (g, ) (1.71)

Korzystajac z tych wzoréw oraz z (1.68) otrzymujemy zwiazek miedzy W («)
i Pa):

2
W(a) = f/e‘2|"‘ﬁ|2P(ﬁ)d2ﬁ (1.72)
i
Na podstawie tego wzoru mozna wyznaczy¢ wartos¢ funkcji Wignera dla

stanu koherentnego:

W(a) = ge—z\a—ﬁ\g (1.73)

oraz, po duzo bardziej skomplikowanych obliczeniach, dla stanu n-fotonowego:

Wia) = 2 (-1 2ol L, (4]af?) (1.74)
gdzie L, (z) jest n-tym wielomianem Laguerra.

Pozostaje pytanie, jakiego typu $rednie mozna wyznaczaé za pomoca funkcji
Wignera. Okazuje sig, ze mozna liczy¢é momenty rozkladu symetrycznie
uporzadkowanych operatoréw, tzn. porzadku {(a')”a™}, skladajacego sic ze
wszystkich (”‘:Lm) mozliwych porzadkéw iloczynu n operatoréw kreacji i m op-
eratoré6w anihilacji:

Te{p{(a")"a™} ) = / W(a)(a)"a™d%a (1.75)
lub poprzez funkcje charakterystyczna:
Ar(atT\nam aner s *
Tr{p{(a")"a™}s} = A oty \ (&€ )5:5*:0 (1.76)

1.4 Stany gaussowskie

Stany gaussowskie na potrzeby tej pracy beda zdefiniowane jako stany kwan-
towe opisane za pomoca wielomodowej funkcji Wignera postaci:

1 1 Ts—1
— —z(a—p)" X7 (a—p)
W(a) (27r)”/2|2\1/26 2 (1.77)
gdzie & = (v, ..., ) jest wektorem zmiennych dla poszczegdlnych modéw, p

— parametrem, a X rzeczywista, symetryczng macierza kowariancji (korelacji).
W szczegdlnosci przydatna bedzie definicja funkcji dla dwéch modow ag i
as bez czltonéw liniowych w wyktadniku:

1
(2m)[z[*/2

e~ % (reary,imay ;rea ,imag)TXf 1 (reay,imay ,reas,imas) (1 78)

W(ar,a2) =

oraz odpowiednia funkcja charakterystyczna:
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X(s)(oé1 042) — e—%(reoq,imal,reag,imag)TE(real,imal,reag,imag) (1 79)
s .

Definiujemy dla obu modéw hermitowskie operatory:

X! =a +al (1.80)
X1 =il —a) (1.81)
X? = 4y +al (1.82)
X2 = i(al — ay) (1.83)

oraz przedstawiamy macierz korelacji z nastepujaca numeracja elementdw:

clii ¢l Cif Cf3
o | Gt oo oo oog st
- o2l 21 22 (22 ( )
11 12 11 12

Cii C3 O COF
Korzystajac z (1.76) mozemy wyznaczy¢ elementy macierzy korelacji:
1 -, - A, oA A ~
ObL, = SUXAKL + XK8) — (X8) (K1) (1.85)

Zauwazmy na koniec, ze funkcja gaussowska jest w pelni opisana przez mo-
menty rozkladu do drugiego rzedu wlacznie i za ich pomoca mozna wyznaczy¢
wszystkie wyzsze momenty.

1.5 Rownania ruchu

W mechanice kwantowej, ewolucja wektora falowego |1 (t)) opisana jest réw-
naniem Schrédingera:

., 0
i [ (t)) = H|y(t)) (1.86)

W uktadach otwartych, do opisu stanu kwantowego trzeba czesto uzyé ogol-
niejszego formalizmu macierzy gestosci p, dla ktérej rownanie ruchu wyglada
nastepujaco:

d. i
=717l (1.87)

W pracy beda réwniez uzywane réwnania ruchu w obrazie Heisenberga:

d . i . 9 -
ZAW) = 1R, AW + 5 A(t) (1.88)

oraz w obrazie oddzialywania, przytoczone poznie;j.

Reszta tego podrozdzialu zostanie po$wiecona przegladowi metod opisu
uktadu otwartego, bedacego w kontakcie z duzo wiekszym ukladem, zwanym
rezerwuarem. Wiekszo$¢ tego podrozdziatlu oparta jest na pracy [28].
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1.5.1 Roéwnanie master

Dla przyktadu przyjmujemy pelny hamiltonian uktadu w postaci:

H=H;+H,+V (1.89)
gdzie

H, = hwi'a (1.90)

jest hamiltonianem ukladu (tutaj w prostej postaci oscylatora harmonicznego,
tj. reprezentacji modu pola elektromagnetycznego, dla uproszczenia obliczen),

Hy = hw;blb (1.91)
j

to hamiltonian rezerwuaru (wiele modéw traktowanych jako oscylatory harmon-
iczne),

V="h> (gah; + gibla) (1.92)
J
jest hamiltonianem oddzialywania miedzy ukladem a rezerwuarem
Zaktadajac, ze w czasie to uklad i rezerwuar zaczynaja by¢ w kontakcie i nie
wykazujg miedzy soba korelacji, mozemy przyjacé, ze pelna macierz gestosci obu
uktadow pg, faktoryzuje sie:

psr(to) = ps(to)pr(Hr) (1.93)

Definiujac operator gestosci i hamiltonian oddzialywania w obrazie oddzi-
alywania (odpowiednio, V i Py,.):

por(t) = efi(HerHr)(tfto)/hlf)ST(t)ei(HmLHT)(tfto)/h (1.94)
Vit —ty) = et (Hat M) (t—t0) /Py —i(HatHy) (t—t0) /1 (1.95)
(1.96)

otrzymujemy réwnanie ruchu w obrazie oddzialywania:

o i )
P = =2 Vit —to), o] (1.97)

Nastepnie definiujemy macierz gestosci uktadu w obrazie oddzialywania:

ﬁ(t) = Trr{psr} (198)

Calkujac réwnanie (1.97) i rozwijajac do drugiego rzedu wlacznie, uzywajac
przyblizenia:

dt - T

a nastepnie biorac slad po rezerwuarze, otrzymujemy:

(1.99)
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d i

Pt = —— /0 ’ dr'Tr, { Vi (7") Py, (1)} (1.100)

1 T T/ " N
- = / d’TI/ dr" T, AV (T WV (") Psy(t) — Vi (") P () Vi (")} + adj.
0 0
Wyrazamy nastepnie hamiltonian oddzialywania w nastepujacej postaci:

Vi(r) = hal F(t) + haFT () (1.101)

gdzie:
F(r)= =iy gjbje@ 7 (1.102)
j

_ Wykonujac  slad  po rezerwuarze napotykamy na Srednie typu
(F(r")FT (")), ktére uzywajac przyblizenie Markowa (o nieskoficzenie
krétkiej pamieci rezerwuaru) mozna przyréwnaé do:

(F(r)E (")) = 20D (W) (b(w)D! (w))r8(r" — ") (1.103)

gdzie D(w) jest gestoscia stanéw. Takie przyblizenie prowadzi do redukeji catek
postaci:

[ [ ar @ e, = 2 b ), (1.104)
o Jo

gdzie 7 = 2D (w)|g(w)?
mujac (bf(w)b(w)), = A, otrzymujemy réwnanie master w obrazie oddziatywa-
nia:

jest wspolczynnikiem tlumienia. Ostatecznie, przyj-

d.
a’ =

ro |2

(7 + 1) (aTap(t) — ap(t)al) — gn(p(t)aaf —a'p(t)a) + adj.  (1.105)

1.5.2 Roéwnanie Fokkera-Plancka

Réwnanie master jest rownaniem operatorowym. Mozliwe jest jednak przek-
sztalcenie tego rownania do postaci czastkowego réwnania rézniczkowego, zaw-
ierajacego zmienne zespolone. Dokonuje sie tego poprzez wyrazenie macierzy
gestosci w postaci rozwiniecia na stany koherentne (1.50) i podstawienia
do (1.105). Korzystajac z rozwiniecia (1.31), latwo otrzymaé nastepujace
tozsamosci:

)l = (5 +0) lablal (1.106)

a'la) (ol

(;a + a*) ) (al (1.107)

Wykonujac catkowanie przez czesci przy zalozeniu, ze w granicach |a| — oo
funkcja P(«) znika, moze usunaé¢ pochodne przy wyrazeniach |a){«a|. Przyklad-
owo:
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/anpat /d2 ( (aP(a, t))) el (1.108)

Ostatecznie, po przyrownaniu ze soba wyrazéw podcatkowych stojacych przy
|a){al, otrzymujemy réwnanie Fokkera-Plancka:

2

S Plast) (1.109)

d v (9
%P(a t) = ) <8a(aP(oz,t)) +c.c.> +yn——

Wspélezynniki stojace przy pierwszym z wyrazéw po prawej stronie (przy
pierwszych pochodnych) réwnania nazywa sie macierzq dryftu, podczas gdy
wspOlezynniki przy drugim z wyrazéw (przy drugich pochodnych) — macierzg
dyfuzji. Rownanie okresla ewolucje czasowa funkcji kwaziprawdopodobienistwa
dla oscylatora harmonicznego, reprezentujacego mod pola. Podobne réwnanie
zostanie pozniej przedstawione dla hamiltonianu opisujacego generacje drugiej
harmonicznej.

1.5.3 Roéwnanie Langevina

Dotychczasowy opis odbywal sie w obrazie oddzialtywania, lub po prostych
przeksztalceniach — w obrazie Schrodingera. Mozna jednak podobng analize
przeprowadzi¢ w obrazie Heisenberga, w ktérym to operatory posiadaja nastepu-
jace réwnania ruchu:

%&(t) = —iwa(t) —izgjz}j(t) (1.110)

d -

Zbi(t) = —iw;b;(t) — igla(t) (1.111)

Catkujac drugie z réwnan otrzymujemy:

t
bi(t) = bj(to)e™7li=10) — ig;f/ dt'at')e i t=t) (1.112)

to

Nastepnie podstawiajac (1.112) do (1.110), otrzymujemy:
d N N . 7 —w~(t—t)
—a(t) = —iwa(t) — i Zgjbj(to)e g(t=to (1.113)

- Xl / (1)~

Zwroémy uwage, ze przechodzac do uktadu rotujacego ze swobodng czestos-
cia operatoréw (tj. do obrazu oddzialywania):

A(t) = a(t)e™ (1.114)

nastepnie wprowadzajac operator szumu:
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F(t) = —iy_ gibi(te)e i) (1.115)
J

oraz dokonujac ponownie przyblizenia Markowa, tym razem dla drugiego cztonu
po prawej stronie réwnania (1.113), otrzymujemy ostatecznie:

d

dt

Roéwnanie to nazywane jest czesto kwantowym réwnaniem Langevina, z

uwagi na podobienstwo do réwnan z sitami Langevina opisujacych ruchy
Browna.

At) = _%A(t) + E(t) (1.116)
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Rozdziat 2

Wybrane zjawiska
nieliniowe w optyce
kwantowej

Skonstruowanie lasera w latach 60. dalo mozliwosci techniczne do rozwoju
dziedziny badajacej nieliniowe oddzialywanie $wiatta z materia, zwanej optyka
nieliniowa [4, 24, 38, 41]. Za jej poczatek uwaza sie¢ eksperyment generacji
drugiej harmonicznej $wiatta przeprowadzony przez Frankena [17], za pomoca
rubinowego lasera na krysztale kwarcu. W poézniejszym czasie zaobserwowano
wiele innych zjawisk nieliniowych, opisanych i wyjaénionych na gruncie teorii
elektromagnetyzmu (klasycznej i kwantowej).

W tym rozdziale celem jest przedstawienie dwdch znanych zjawisk nielin-
iowych — generacji drugiej harmonicznej i optycznego efektu Kerra — zaréwno
jezykiem fizyki klasycznej, jak i kwantowej. Opis poprzedzi wstep dotyczacy
bardziej ogdélnych réwnan opisujacych oddzialywania padajacej fali elektromag-
netycznej na ukltad o nieliniowej polaryzacji. Wiekszos¢ tego rozdzialu bedzie
oparta na pracach [4, 38].

2.1 Nieliniowe sprzezenie fal elektromagnety-
cznych

W rezimie klasycznym, propagacja fal elektromagnetycznych rzadza rowna-
nia Maxwella. W przypadku analizowania $§wiatla w materii, wygodniej jednak
jest postugiwaé sie inna ich postacia. Pod wplywem fali elektromagnetycznej,
atomy ulegaja polaryzacji, indukujac dodatkowy tadunek, zwany zwigzanym.
Mozna go otrzymac, rozwijajac pelen ladunek w szereg multipolowy i ucinajac
na drugim wyrazie:

p=po—V-P+... (2.1)

gdzie P jest wektorem polaryzacji, a V- P = p,,, ladunkiem zwigzanym. Podob-
nie mozna uczyni¢ z pradem J:



30 2.1. Nieliniowe sprzezenie fal elektromagnetycznych

P
J:J0+V-M+aa—t+... (2.2)

gdzie M jest wektorem magnetyzacji (polaryzacji magnetycznej). Nastepnie
definiujac wektor indukcji elektrycznej D i natezenia pola magnetycznego H
jako:

H-1B-M (2.4)
Ho

otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan materiafowych[20, 23]:

V.B =0 (2.6)
0B

VxE=-—> (2.7)

VXH:J0+867? (28)

Po obustronnym zadzialaniu operatorem rotacji na réwnanie (2.7) i podstaw-
ieniu réwnania (2.8), przy zaniedbaniu wektora magnetyzacji i stalego pradu,
otrzymujemy réwnanie opisujace propagacje fali w osrodku nieliniowym [38]:

Vx (vx)+ £ LN Bty = o Pl (2.9)
c? ot? ™= TH G T '
Rozwijajac powyzsze wektory na nieskonczony szereg fal ptaskich:
= Eieilkirmeit) (2.10)
P(r,t) = PW(r )+ PNL(r t) (2.11)
PO (p Zx(l) . E;eilkim—wit) (2.12)
PNL ’I“ t ZPNL ik T —iwmt (213)

otrzymujemy nastepujacy zbiér rownan dla kazdej czestosci w:

2
<V x (V) + w26> E(k,w) = pow?* PN (K, wp = w) (2.14)
c

Prawa strona zalezy od wartosci E dla innych w, co powoduje, ze rownania te
sg do siebie nieliniowo sprzezone. Odtad bedziemy zakladali, ze fala propaguje
sie w kierunku osi z. Dodatkowo, poniewaz transfer energii miedzy falami staje
sie zwykle istotny dopiero po przesunieciu fali o dystans duzo wiekszy, niz jej
dlugosé fali, stosujemy przyblizenie:

2
<

= ’k (2.15)
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Pole E moze zosta¢ zdekomponowane na czgs¢ réwnoleglty do k, E| oraz
prostopadla do k, E ;. Otrzymujemy w ten sposéb dwa réwnania falowe:

2

V2E,| + %(e E), = —pow? PV (w, 2) (2.16)
oraz:
V- (eo(e-E)HJrPfl“) ~0 (2.17)

Rozwijajac laplasjan po lewej stronie (2.16), otrzymujemy:

2
ViE, = e'kz=wt) <§z2 + izk% - k2> £, (2) (2.18)

natomiast ze zwiazku miedzy k a w (mogacego definiowaé k) wynika:

2 w?
—k El+c—2(e~E)L:0 (2.19)

Roéwnania te prowadza wraz z przyblizeniem (2.15) do réwnania pierwszego
rzedu:

afll - 7;,[1,()(4}2
8z  2kc?

Aby wprowadzié potrzebne przyblizenia, czesto rozwija si¢ nieliniowa po-
laryzacje indukowana przez pole elektromagnetyczne w szereg potegowy wzgle-
dem amplitudy pola:

PfL(w7 z)e_i(kz_‘”t) (2.20)

PV (W) = PP(W) + PO (W) + ... (2.21)

przy czym:

PYW) =xMw=wi4+ws+...+wn): By(w1)Ey(ws) ... En(wy) (2.22)

gdzie x(™) jest tensorem n-tej rangi nieliniowej podatnosci elektrycznej. Takie
rozwiniecie wiaze sie zwykle z mozliwoscig zaniedbania pewnych czlonéw nielin-
iowych, np. ucieciu szeregu potegowego na pewnym z wyrazéw lub przyjeciu
tylko cztonéw o pewnych wartosciach czestoéci w. W ten sposdb tworzymy
prostszy problem, opisujac uklad tzw. hamiltonianem efektywnym.

2.2 Generacja drugiej harmonicznej

Generacja drugiej harmonicznej jest zjawiskiem, w ktorym na skutek nielin-
iowego oddzialywania z osrodkiem, przy wchodzacej fali elektromagnetycznej
o czestosci w tworzy sie dodatkowa fala o czestotliwosci dwukrotnie wiekszej,
2w. Na poczatku przedstawiony zostanie opis klasyczny oddzialywania i réwna-
nia rzadzace propagacja fali. W dalszej czesci podrozdzialtu, zjawisko generacji
drugiej harmonicznej opisane zostanie kwantowomechanicznie.
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2.2.1 Opis klasyczny

Przyjmiemy, ze pole mozna zdekomponowaé¢ na dwie fale ptaskie o czestotli-
wosciach w oraz 2w, a z kolei kazda z nich na czes$é prostopadta i rownolegla. Do-
datkowo, poniewaz generacja drugiej harmonicznej jest zjawiskiem nieliniowym
drugiego rzedu, ograniczymy do tego rzedu czlony nieliniowe polaryzacji. Z
réwnan (2.16) i (2.17) otrzymujemy:

V2E, (wi) + %(e(wi) - E) | () = —pow? PP (w;) (2.23)
V- (B (i) + PP (wi) + PP (w)) =0 (2.24)

gdzie w; = w,2w, PP W) = xP(w = 2w — w): B*(w)E(2w), PP (2w) =
x? (2w =w+w): E(w)E(w). Co wiecej, przyjmujemy fale w postaci

E(w) = & (z)eFrm=e) (2.25)
E(2w) = Ey(z)eitker—20t) (2.26)

oraz wektory polaryzacji w postaci:

PgZ)(z)ei((kg—kﬂ“”—w’f) (2.27)
PéQ)(Z)ei(2k2~r—2wt) (2.28)

P(2)(w)
PP (2uw)

Dalej przyjmiemy, ze P‘(‘2 ) jest zwykle zaniedbywalne, co implikuje, ze
E|(wi)/E | (w;) = tana; jest stale, gdzie a; jest katem miedzy FE(w;) oraz
E | (w;). Tym samym otrzymujemy réwnanie:

0 ifrow; (2) A

—Ei(z) = — e - Ptk 2.29
i(2) 2k; ,cos2a; " ( )

przy czym e; jest jednostkowym wektorem wzdluz kierunku &;, natomiast Ak

jest roznica wektorow falowych polaryzacji i pola elektrycznego. W szczegdl-

nosci, rozpisanie tego réwnania dla generacji drugiej harmonicznej, przy zaloze-

niu pelnego dopasowania faz (Ak = 0) prowadzi do nastepujacych réwnan:

851 iw2
— = ———2KE&7¢ 2.30
0z k1 - cos? o 12 ( )
882 i(2w)2 2
— = ——F—K¢ 2.31
0z kg - cos? o ! ( )
przy czym definiujemy K jako:
K = %62 . X(Q)(Qw =w+tw): eje; (2.32)
= @e.x@) (w=—-w+2w): eres (2.33)

4
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co wynika z regul permutacyjnych dla x(?). Przy odpowiedniej normalizacji, tj.
zamianie zmiennych & — ay, &2 — a9, z — &, réwnania (2.30) i (2.31) mozna
zapisa¢ w prostszej postaci:

d N

dfgoq(f) = raj(§)az(§) (2.34)
d 1,

dfg%(ﬁ) = —550‘1(5) (2.35)

W dalszej analizie bedziemy rozwazali generacje drugiej harmonicznej w re-
zonatorze, stad zmienna & zostanie zastgpiona zmienna czasowa t. Co wiecej,
do powyzszych réwnan mozna dodaé czltony odpowiadajace za ,sile” wymusza-
jaca dla poszczegdlnych modéw (czyli zewnetrzne pole pompujace), a takze
odpowiadajace za tlumienie. Nie bedzie rozwazany problem niedopasowania
faz, tzn. zalozymy odtad Ak = 0. W dalszej czesci pracy bedziemy postugiwaé
sie r6wnaniami [13, 36]:

%al(t) = —y1a1(t) + kaj (t)as(t) + € (2.36)
%az(t) = —yoan(t) — %liaf(t) + € (2.37)

przy czym €1, €s sa klasycznym koherentnymi pola pompujacymi, v, 72 —
wspotezynnikami ttumienia.

2.2.2 Opis kwantowy

Rozwazymy oddzialywanie modu $wiatta o czestoéci wy z drugim modem
o podwojonej czestodci we ~ 2w; w nieliniowym krysztale zamknigtym w in-
terferometrze Fabry-Perota [14, 41]. Oba mody sa napedzane koherentnymi
wejsciowymi polami o czestosciach w), i 2w,. Uktad opisany jest nastgpujacym
hamiltonianem [14, 25]:

H="H,+H (2.38)

gdzie H; opisuje cze$¢ hamiltonianu zwiazana z ukladem (odwracalna), nato-
miast H; cze$¢ opisujaca oddzialywanie z rezerwuarem (nieodwracalna):

K
Hy = hwialay + hwyabas + m§(a{2a2 —alal) (2.39)

+ ih(erale ™t — € are™rt) + ih(epale 2t — ehage’?rt)

Hi = (a D7, +alle,) + (a0, +ail,,) (2.40)

gdzie T'., i T'c, sa operatorami rezerwuarowymi (w poréwnaniu z réwnaniem
(1.89) jest to hamiltonian oddzialywania z rezerwuarem juz w obrazie oddzi-
alywania, wyrazony za pomoca operatoréw szumu kwantowego F'). Eliminujac



34 2.2. Generacja drugiej harmonicznej

operatory szumu zgodnie z technika opisana w 1.5.1, otrzymujemy rownanie
master

0 . i R e et
5P = —pHs A+ n(2a1pal — alarp — pajar)
+ 72(2apd} — abazp — pabas)
+ 2yim [[an, pl, a1] + 2y2ms (a2, )], @3] (2.41)
gdzie v; sa wspoOlczynnikami tlumienia, n; — liczbami termicznych fotonéw

wystepujacych w rezerwuarze. RoOwnanie master moze zostaé przeksztalcone
do réwnania Fokkera-Plancka zgodnie z zasadami opisanymi w rozdziale 1.5.2.
Zakladamy przy tym, ze rezerwuar jest w stanie fotonowej prézni, ny = ny = 0,
oraz dopasowanie czestosci wymuszajacej do czestodci rezonatora, wy = wp.
Przeksztatcamy réwniez operatory kreacji i anihilacji do obrazu oddzialywania,
aby pozby¢ sie swobodnej ewolucji tych operatorow:

a; — ae it (2.42)

al — aleit (2.43)

Po tych przeksztalceniach otrzymujemy nastepujace réwnanie:

EP(ozl,ag) = Ba {(7101 — €1 — kajaz)Plag, a9)}

0
+ o {mat - — rrad) Plar, az)}
231

0 K o

+ Doy {(72012 — €2+ 5011)13(0‘1,&2)}
0 * * Koy

+ 8704; {(72042 — €+ 50412)]3(0417042)}

1 92 1 02 .
+ 5@ {raaP(ar, az)} + gw {rka5P(an, az)} (2.44)

Nalezy skomentowaé, ze w przypadku uzycie zwyklej funkcji P(ag, as),
moga pojawi¢ sie problemy wynikajace z osobliwosci tej funkcji dla pewnych
stanéw kwantowych. Uzycie tzw. wogdlnionej reprezentacji [12], opisanej za
pomoca podwojonej liczby zmiennych (np. czterech zmiennych zespolonych
ag, of{, Qi2, iy, Przy czym o nie jest sprzezeniem zespolonym ;) zapobiega tego
typu sytuacjom, zapewniajac poprawne zachowanie sie funkcji P(a;, a]{, o, ag).
Tym niemniej, bedziemy uzywali réwnania Fokkera-Plancka do wyznaczenia mo-
mentow, przez co uzywanie uogélnionej reprezentacji nie wydaje si¢ konieczne.

Istnieje mozliwoéé rozwazenia réwnan ruchu hamiltonianu drugiej harmon-
icznej w reprezentacji Heisenberga. Uzyjemy tutaj metody przedstawionej w
sekcji 1.5.3. Podobnie jak w poprzednim przypadku, sprowadzimy operatory
kreacji i anihilacji do obrazu oddzialywania. Uzyskujemy nastepujace kwan-
towe réwnania Langevina:
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%dl (t) = —’yldl(t) + H(AIJ{ (ﬁ)dg(t) + €1+ Fl (t) (245)
Laalt) = —is(t) — (@ (1) + e + Br(1) (2.46)

przy czym operatory £ (t) sa operatorami szumu kwantowego. Jak zauwazono
w [9], mozna operatory te potraktowaé jako proporcjonalne do zewnetrznego
pola prézni wnikajacego do rezonatora. Stad réwnania te mozemy przepisaé
jako:

—ay(t) = —y1a1(t) + kal (£)as(t) + e + Apin (2.47)

Zaa(t) = —aia(t) - g(al(t))Q + e+ Agin (2.48)

2.3 Optyczny efekt Kerra

Efektem Kerra nazywa si¢ zmiane wspélczynnika zalamania Swiatta w nielin-
iowym o$rodku na skutek przylozonego pola elektrycznego [4, 6]. Istotnym
czynnikiem odrézniajacym ten efekt od innego efektu, zwanego efektem Pock-
ela, jest fakt, ze pojawiajaca sie réznica wartosci wspélczynnika zatamania jest
proporcjonalna do kwadratu wartosci pola elektycznego (podczas gdy w drugim
wspomnianym efekcie — po prostu do jego wartoSci w pierwszej potedze).
Wyréznia sie zwykle dwa rodzaje efektu Kerra — elektro-optyczny efekt Kerra
oraz optyczny efekt Kerra.

Pierwszy z nich wiaze sie z przylozeniem wolno zmieniajacego sie pola, np.
napiecia miedzy dwoma koncami krysztatu. Krysztal staje sie wtedy dwdjlomny.
Drugi z efektéw dotyczy przypadku, w ktérym samo padajace Swiatto wytwarza
zmiane we wspolczynniku zatamania na skutek indukowania w krysztale po-
laryzacji. Wlasnie tym drugim efektem bedziemy sie zajmowaé w tej pracy.

2.3.1 Opis klasyczny

Rozwazmy przypadek $wiatta monochromatycznego o czestosci w padajacego
na krysztal. W tym przypadku pierwszy czlon w szeregu potegowym polaryzacji
(2.21) wystapi tylko dla wartosci w i bedzie odpowiadal za zwykly wspdtezynnik
zalamania dla Swiatta. Drugi ze wspdlczynnikéw w szeregu wystapi dla wartosci
w+ w = 2w oraz w — w = 0 i odpowiedzialny bedzie za, odpowiednio, generacje
drugiej harmonicznej oraz pojawienie si¢ napiecia na krysztale. Dopiero trzeci
wspoélczynnik, a doktadniej jedna z jego skladowych o czestoéci w +w —w =w
bedzie zwiazana z efektem Kerra [6]:

P® = 3xO(w=w+w-w): EWEWE (W)
=3xP(w=w+w-w): |EW)?EWw) (2.49)

przy czym czynnik 3 przy podatnosci wynika z relacji permutacyjnych. Jesli
utniemy szereg potegowy na trzecim wyrazie i dla prostoty zalozymy pelna
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symetri¢ (co pozwala zredukowaé tensorowa nature podatnosci do postaci
skalarnej), catkowita polaryzacja bedzie réwna:

Pw) = xXYEW) + xP|BW)PE(w) = xeffE(w) (2.50)

gdzie x.rs jest efektywna podatnosé elektryczng, wyrazong wzorem:

Xers =X+ 3x P E(w)? (2.51)
Nastepnie nalezy odnie$¢ podatnosé elektryczng do wspotczynnika zatama-
nia:
n? = eo(1+x) (2.52)
gdzie n jest wspoOlczynnikiem zalamania, a €y przenikalnoscig elektryczng préozni.
Podstawiajac do wzoru x.sf, otrzymujemy:

n = Jeo(1+ X + 3x@ | B(w)[?) (2.53)

Nastepnie rozwijamy pierwiastek w szereg potegowy wzgledem matego
wyrazu 603X(3)|E(w)|2, odcinajac wyrazy powyzej pierwszego. Otrzymujemy
ostatecznie:

3eox®

—1|E(W)|2
2v/eo(1+ xM)

n = /e(1+xD) +

3eox®

() (2:54)

no +

Pozostaje usredni¢ wspélezynnik po czasie, pamietajac, ze (E(w)?) =
2|E(w)|? (przyjmujac notacje, zgodnie z ktéra amplituda pola stoi przy obu
eksponensach z ujemnymi i dodatnimi czesciami). Dostajemy:

3eox®

n=ng+ " (E(w)?) =ng + na(E(w)?) (2.55)
0
gdzie
(3)
ny = SO (2.56)
no

Thimaczy to, ze zmiana wspolczynnika zalamania jest proporcjonalna do
kwadratu wartosci padajacego pola elektrycznego.

2.3.2 Opis kwantowy

Rozwazmy oddzialywanie pola elektromagnetycznego z nieliniowym osrod-
kiem w obecnosci optycznego efektu Kerra. Caly uktad moze by¢ opisany za
pomoca nastepujacego hamiltonianu [29, 30, 39, 40]:

H="Hs+H; (2.57)

gdzie, jak zwykle, H; jest hamiltonianem ukladu, zas H; opisuje oddzialywanie
7 rezerwuarem:

I , ,
H, = hwald + %eﬁ 242 + ih(eate~irt — *getnt) (2.58)
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H; = alf +afl (2.59)

gdzie r jest operatorem rezerwuarowym, € — koherentnym polem pompujacym,
a x stala sprzezenie odpowiedzialng za efekt Kerra. Eliminujac operatory szumu
zgodnie z technika z czedci 1.5.1 otrzymujemy nastepujace rOwnanie master:

) i e
5i0 = —3[Mes Pl +7(2apa" — alap — palar)

+ 2yn][a, g, a'] (2.60)

gdzie n jest $rednig liczbg fotonéw w rezerwuarze. Podobnie, jak w przypadku
generacji drugiej harmonicznej, wykorzystujac reguly z czesci 1.5.2, zakladajac
stan prézni fotonowej rezerwuaru (n = 0), dopasowanie czestosci fali pompu-
jacej do czestosci rezonatora (w, = w) oraz uzywajac operatoréw w obrazie
oddziatywania, przeksztalcamy powyzsze réwnanie do odpowiedniego rownania
Fokkera-Plancka [40]:

%P(a,t) = Lt + Lau (2.61)

gdzie Lo i Ly, to wydzielone dwie czeSci réwnania odpowiedzialne, odpowiednio,
za klasyczne i kwantowe zachowanie uktadu:

_ 9 1 . 2
Lo = go{ (370 e+ ixalal) Plaun)}

8 1 * * . * 2
+8a* { (2704 — € —ixa’|al ) P(a,t)} (2.62)
_ _Ei 2 1 0 *2
Ly, = 590 (a*P(a,t)) + 5 Do (™ P(a,t)) (2.63)

Podobnie, jak w przypadku generacji drugiej harmonicznej, uzyteczne okaze
sie rozwigzywanie rownan ruchu w obrazie Heisenberga. Zakladajac, ze opera-
tory kreacji i anihilacji beda rozpatrywane w obrazie oddziatywania:

a — ae”™t (2.64)
al — afett (2.65)

otrzymujemy nastepujace rownanie Langevina:

%d(t) = —ya(t) —ixaTa + e + B(t) (2.66)

gdzie operator F(t) jest operatorem szumu kwantowego.
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Rozdziat 3

Miary splatania

3.1 Definicja splatania

Niewatpliwie, splgtanie jest najistotniejsza cecha odrdzniajaca fizyke kwan-
towa od klasycznej [35]. Poczatkowo, bylo traktowane w sposéb jakosciowy, jako
element nieklasycznego zachowania sie uktadu kwantowego. Z czasem jednak,
rozpoczynajac od prac Bella [1] nad nieréwnosciami zwiazanymi z korelacjami,
zaczeto podejmowaé proby ilosciowego opisu splatania. Stad pojawilo sie poje-
cie miar splatania w uktadach kwantowych.

Jak sie okaze w dalszej czedci rozdziatu, niezwykle istotna role przy definicji
splatania odgrywaja tzw. lokalne operacje kwantowej i klasyczna komunikacja
(LOCC). Nazwa ta okredla sie caly szereg mozliwych operacji, wlacznie z pomi-
arami, dotyczacych jednak tylko jednego z poduktadéw (stad lokalne). Dochodzi
do tego wymiana dowolnej informacji klasycznym kanatem komunikacji. Istot-
no$¢ LOCC polega na tym, ze odzwierciedlaja one to, co rozumiemy poprzez
klasyczne korelacje. Ich dzialanie nie wykracza poza mozliwosci informacyjne
i obliczeniowe klasycznych ukladéw. Stad za ich pomoca nie mozna utworzyé
stanu splatanego ze stanu niesplatanego. Co wiecej, jesli stan po operacjach
LOCC wykazuje jakies cechy splatania, mozna by¢ pewnym, ze cechy te musi-
aly juz istnie¢ przed wykonaniem operacji, gdyz LOCC nie sa w stanie zwigkszy¢
sily splatania. Wszystkie terminy, ktére zostaly tutaj wymienione, zostana do-
precyzowane w dalszej czesci rozdziatu.

Zanim zdefiniuje si¢ miary splatania i poda wlasnosci, jakie powinny by¢
przez nie spelniane, nalezy zastanowi¢ sie nad sama definicjg splatania. Moze
by¢ ono uwazane za wilasnoéé uktadu kwantowego, w ktérym pojawiaja sie ko-
relacje niemozliwe do osiagniecia klasycznie [43]. Da sie wyréznié kilka wlasnosei
wskazujacych czy dany uklad jest splatany czy tez nie [35]:

e Stany separowalne, tzn. takie, ktorych macierz gestosci da si¢ przedstawic
w postaci sumy iloczynéw tensorowych macierzy wszystkich poduktadow:

Ptotal = Zplﬁll ® ﬁZQ X... (3.1)

nie sa splatane.

e Splatanie nie moze wzrosna¢ na skutek lokalnych operacji kwantowych
i klasycznej komunikacji (LOCC) — postulat ten jest uzasadniony tym,
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ze klasyczna komunikacja nie moze zwiekszy¢ nieklasycznych korelacji; co
wiecej lokalne operacje kwantowe nigdy nie zmienia stanu separowalnego
w nieseparowalny, tzn. nie doprowadza do pojawienia si¢ splatania.

e Splatanie nie moze zmieni¢ sie pod wplywem lokalnych operacji uni-
tarnych — z racji ich odwracalnosé, jakakolwiek zmiana bytaby sprzeczna
z poprzednia wlasnoscia.

e Istniejg stany maksymalnie splatane — okazuje si¢, ze kazdy stan kwan-
towy moze zostaé¢ otrzymany poprzez zastosowanie LOCC ze stanu:

C10,0) + [1,1) + ... |d—1,d — 1)
Iwmax>— \/g

(lub kazdego innego stanu otrzymanego przez lokalnie unitarne transfor-
macje) dla dwuczesciowego, d-wymiarowego ukladu.

(3.2)

3.2 Postulaty miar splatania

Od tego momentu ograniczymy sie w rozwazaniach tylko do ukladu
zlozonego z dwdéch czesci, poniewaz sa najlepiej poznane i tylko takie beda
tematem niniejszej pracy.

Celem wprowadzenia ilo$ciowego opisu splatania (czyli miary splatania),
nalezy ustali¢ wpierw, jakie wtasnosci powinna posiadaé¢ taka miara, aby byta
zgodna z wlasnosciami i charakterem samego splatania. Przede wszystkim,
bedzie to funkcja:

E: # — RY (3.3)
b B (3.4)

gdzie J7 jest przestrzenia Hilberta. Zaklada si¢ rowniez normalizacje dla maksy-
malnie splatanego stanu (3.2):

E([$max)) = logd (3.5)

Ponizej przedstawiona zostaje lista postulatow, ktére powinny by¢ spelnione
przez kazda z takich miar [35] (choé nie wszystkie sa spelniane przez istniejace
miary):

1. E(p) = 0 jesli p jest separowalny
2. F nie roénie (w sensie wartosci éredniej) przy operacjach LOCC:
A;pAl
7 Ez: (Tr{AiﬁAj}> 39

gdzie A; sa tzw. operatorami Krausa [32] opisujacymi pewne operacje
LOCC.
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3. Dla stanu czystego |1)(¢)| E redukuje sie do entropii splgtania (ang. en-
tropy of entanglement) [32]:

E(|[9){]) = (S o Trp)([¢) () (3.7)

przy czym S jest entropia von Neumanna (opisana w nastepnej sekcji) a
Trp jest operacja czeSciowego sladu po podukladzie B.

Poza wyzej wymienionymi pojawiaja si¢ jeszcze inne wlasnoéci, nie sg jednak
og6lnie przyjmowane:

1. Wypuktos¢ — z matematycznego punktu widzenia miara splatania jest
funkcja wypukla, tzn:

E <szﬁz> < ZPZE(ﬁZ) (3.8)

2. Addytywnos¢ — majac n kopii stanu p, miara dla takiego stanu jest suma
miar dla poszczegllnych stanéw, tj:

E(p®") = nE(p) (3.9)

Odmiana tej wlasnosci, mniej restrykcyjna i bardziej akceptowalna jest
regularyzowana (asymptotyczna) addytywnosé, mianowicie miara:

E>(p): = lim L(ﬁ@n)

n— o0 n

(3.10)
jest addytywna, natomiast miara E nie musi by¢.

3. Ciaglos¢ — miara splatania jest funkcja ciagla.

3.3 Splatanie w przestrzeni Hilberta o skonc-
zonym wymiarze

Miary splatania zdefiniowane sa i zbadane najlepiej w przypadku ukladu
sktadajacego sie z dwéch podukladéw (dwéch kubitéw) w skoficzenie wymi-
arowej przestrzeni Hilberta (wymiar bedzie oznaczany przez d). Rozpoczniemy
analize od stanéw czystych, tj. standéw, dla ktérych macierz gestoéci moze byé
przedstawiona w postaci operatora rzutowego |¢) (1| na jednowymiarowa pod-
przestrzef. Taka macierz gestosci (i tylko taka) ma swéj odpowiednik w postaci
wektora stanu |v).

Jak wspomniano juz w przypadku kryteriow, jakie powinna spelniaé¢
porzadna miara splatania, musi ona w przypadku stanéw czystych sprowadzaé
sie do entropii splatania [2], ktéra jest wprost zwigzana z entropia von Neu-
manna [32]. Sugeruje to natychmiast fakt istnienia tylko jednej miara dla stanéw
czystych, ktéra jest wyzej wspomniana entropia.

Entropie von Neumanna S(p) definiuje sie jako

S(p) = —Tr(plog p) (3.11)
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na podobienstwo entropii klasycznej. Z kolei, entropia splatania nazywa sie
entropie von Neumanna macierzy gestoéci powstalej w wyniku wykonania czes-
ciowego Sladu na jednym z poduktaddw:

def

E(0)@) = S(Tra{lv){@]}) = S(Tra{l¥)(¥]}) (3.12)

Zostalo pokazane [11], ze kazda miara L na stanach czystych jest réwnowazna
entropii splatania, jesli jest:

1. normalizowana na stanie singletowym,
2. addytywna na stanach czystych,
3. nierosnaca pod wplywem deterministycznych transformacji LOCC,

4. asymptotycznie ciagla na stanach czystych, tj dla kazdych ciagéw {|on)},
{|1n)}, zbieznych do tej samej granicy (w sensie normy $ladowej) zachodzi:

L(I¢n)) = L(|9n))
1 + log(dim 72)

—0 (3.13)

Sa to warunki bardzo ogdlne, co uzasadnia przyjecie jednej miary splatania
na stanach czystych.

W przypadku stanéw mieszanych, sprawa jest duzo bardziej skomplikowana.
Wyrdznia sie szereg miar splatania, spelniajacych cze$¢ lub wszystkie wlasnosci
wyszczegblnione w czedci 3.2. Celem oméwienia dwoch podstawowych miar
nalezy wpierw przyjrze¢ sie transformacji stanéw kwantowych w asymptotyczne;j
granicy. Rozwazmy n kopii stanu p. Niech pod wplywem transformacji LOCC
stany te zostang przeksztalcone w m stanéw 6. Przez r oznaczmy sprawnos$é
takiego przeksztalcenia definiowana, jako r = “*. Definiujac miary splatania,
bedziemy rozwazali supremum wsrod takich wartosci, czyli szukali jak najlepszej
sprawnosci takiej transformacji. Co wiecej, supremum bedzie poszukiwane w
przypadku asymptotycznym, czyli dla n — oo.

Na podstawie sprawnoéci transformacji stanéw pod wptywem LOCC, mozna
zdefiniowaé¢ dwie miary, ktére okazuja sie bardzo istotne z punktu widzenia
teorii splatania. Koszt splgtania (ang. entanglement cost) [35] definiuje sie jako
najlepsza sprawno$¢ konwersji n maksymalnie splatanych stanéw (singletéw) do
m kopii danego stanu, ktérego splatanie mierzymy. Jesli transformacje LOCC,
zachowujaca $lad, oznaczymy przez ®(-), koszt splatania E¢ definiujemy jako:

Ec(ﬁ):inf{r: lim [igfp(;s®”7q>(|¢max>®m))] :o} (3.14)

n—oo

przy czym D(-,-) jest odpowiednia miara odleglosci, np. norma $ladowa.
Podobnie, mozna zdefiniowaé¢ proces odwrotny, czyli konwersje n kopii
danego stanu p do m kopii stanu maksymalnie splatanego. Miara powstala
w wyniku rozwazania takiego procesu to destylowalne splgtanie (ang. distillable
entanglement) [35], Ep. Definiuje sie je w analogiczny sposdb, jako:

Ep(p) =sup{r: lim_ [inf D@(™") [oma)™)| =0} (315)

W tym przypadku jest to supremum, poniewaz chcemy uzyskaé jak najwiek-
sza liczbe kopii stanéw maksymalnie splatanych z danej liczby kopii stanu p,
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podczas gdy w przypadku kosztu splatania byto to infimum, gdyz wtedy z jak
najmniejszej liczby stanéw maksymalnie splatanych chcieliémy uzyska¢ dana
liczbe kopii stanu p.

Okazuje sie, ze miary te dla standéw czystych sa sobie réwne i obie
sprowadzaja sie do entropii splatania. Co wiecej, dla dowolnych stanéw zachodzi
bardzo silna wlasnosé, ktéra pozwala traktowaé obie wielkosci jako gérne i dolne
ograniczenie na mozliwe miary splatania. Mianowicie, przyjmujac ze dana mi-
ara L(p) spelnia pierwszy i drugi z postulatéw splatania (ma wartosé zero dla
stanéw separowalnych i nie wzrasta pod wplywem LOCC), jest asymptotycznie
ciagla w sensie (3.13) oraz posiada swoja regularyzacje:

L(p®n
L®(p) = lim (’; ) (3.16)
to zachodzi:
Ec(p) < L™=(p) < Ep(p) (3.17)

Ponizej wymienimy jeszcze dwie inne miary, pozostawiajac dla czytelnosci
ich angielskie nazwy (brak jest bezposredniego lub powszechnie przyjetego ich
tlumaczenia):

e Concurrence (,,wspétbieznodé”) [44], zdefiniowana tylko dla kubitéw (czyli
wymiaru d = 2), jako:

C(p) = max{0, VA1 — VA2 = Vs = V/Aa} (3.18)

gdzie {\;} sa wartodciami wlasnymi macierzy pé, ® 6,p*6, @ 6,, gdzie
0y jest jedng z macierzy Pauliego, natomiast p* jest macierzg powstalg
w wyniku sprzezenia wszystkich elementéw macierzy p. Concurrence jest
bezposrednio zwiazany ze szczegdlnym sposobem liczenia ogdlniejszej mi-
ary splatania — splgtania formacji (ang. entanglement of formation).
Concurrence przyjmuje warto$¢ 0 dla stanéw separowalnych oraz 1 dla
stanéw maksymalnie splatanych.

e Negativity (,negatywno$é”), bazujaca na kryterium splatania Peresa-
Horodeckiego [33, 22|, zdefiniowana jest jako:

N(p) = max (o, -2 Z m) (3.19)

gdzie {j;} jest zbiorem ujemnych wartoéci wlasnych macierzy p7% czeé-
ciowo transponowanej, przy czym transpozycja jest wykonana tylko dla
elementéw z poduktadu B. Tak zdefiniowana miara negativitiy przyjmuje
wartos¢ 0 dla stanéw separowalnych oraz 1 dla stanéw maksymalnie spla-
tanych. Miare ta mozna zdefiniowaé réwniez jako:

N(p) = 17| - 1 (3.20)

gdzie || X|| = Tr {\/ XtX } jest norma $ladowa macierzy operatora. Obie
definicje sg sobie rownowazne. Aby miara stala si¢ addytywna, wprowadza
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sie jej modyfikacje znana jako logarithmic negativity (,logarytmiczna
negatywnosé”):

B (p) = log, [|p""|] (3.21)

3.4 Splatanie dla zmiennych cigglych

Zdefiniowanie miar splatania w przypadku nieskoniczenie wymiarowej
przestrzeni Hilberta (lub inaczej — w przypadku zmiennych ciaglych) staje
sie niezwykle trudnym zadaniem. Przykladowy problem, na jaki sie napotyka,
to nastepujacy fakt: w dowolnie malym otoczeniu (w sensie normy Sladowej)
kazdego czystego, separowalnego stanu, istnieje inny czysty stan z dowolnie duza
warto$cig entropii splatanial Co prawda efekt ten zanika w przypadku rozpa-
trywania standéw o ograniczonej energii, tym niemniej zdefiniowanie solidnych
miar dla dowolnych stanéw ciaglych nadal jest poza zasiegiem teorii splatania.
Stad ogranicza sie czesto rozwazania do zawezonej grupy stanéw, majacych w
reprezentacji Wignera postaé¢ gaussowska (patrz 1.4) [35, 7].

Stan gaussowski jest calkowicie opisany przy pomocy wartosci srednich i mo-
mentéw drugiego rzedu. W przypadku splatania érednie sg nieistotne i pelna
informacja o splataniu moze zosta¢ odczytana z macierzy kowariancji, nazy-
wanej tez macierza korelacji (pomimo, ze nie jest unormowana).

Zanim przystapimy od opisu standéw splatanych, nalezy wyszczegdlnié¢ zestaw
operacji, jakie moga byé¢ wykonywane na stanach gaussowskich. Przede wszys-
tkim dopuszcza sie branie kombinacji operatoréw jako nowej bazy, co réwnoz-
naczne jest z pewna transformacja liniowg S. Jak wiadomo, macierz korelacji
pod wplywem takiej transformacji ulegnie zmianie analogicznej do zmiany bazy,
Y = STYS. Znak transpozycji zamiast przeksztalcenia odwrotnego pojawia sie
stad, ze przeksztalcenie liniowe S musi spelniaé¢ Scisle okre$lone wlasnosci, tak
aby nowe operatory X{ bedace kombinacjami starych Xi, zachowywaly dobrze
okreslone zasady komutacji:

(X7, XJ/'] = 10yj (3.22)
gdzie:

~N/ 0 1
0:@(_1 o) (3.23)
t=1
jest macierza symplektyczna. W przypadku zachowania takich zasad, odw-
zorowania S musza tworzy¢ rzeczywista grupe symplektyczna Sp(2n,R). Mozna
pokazaé, ze dla dwuczeéciowego stanu gaussowskiego warunkiem wystarczaja-
cym separowalnoéci takiego stanu jest zachowanie zasad komutacji przy czes-
ciowej transpozycji stanu (ktéra w tym przypadku oznacza sprzezenie zespolone
macierzy gestosci, co jest réwnowazne odwréceniu czasu w réwnaniu ewolucji).
Nie jest to niestety warunek konieczny.

3.4.1 Wpybrane miary

Miary splatania wystepujace dla stanéw gaussowskich sa odpowiednikami
miar dla przypadku skonczenie wymiarowego. Ponizej zostana omoéwione tylko
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dwie z nich, ktérych wyznaczenie jest stosunkowo latwe [35]:

e Entropia splatania — zachowuje poprzednia definicje jako entropia von
Neumanna z czeSciowego $ladu po jednej z czesSci ukladu z macierzy
gestoéci. Entropie w przypadku stanéw gaussowskich mozna wyrazi¢ w
pelni poprzez tzw. symplektyczne wartosci wiasne. Sa one zdefiniowane
jako wartosci wlasne macierzy |i¥o|, przy czym | - | oznacza warto$é
bezwzgledna (w przypadku macierzy wynikiem operacji jest macierz
o wartoSciach wlasnych réwnych wartosciom bezwzglednym pierwotnej
macierzy). Mozna pokazaé, ze jesli jedna cze$é ukladu sklada sie z ny
oscylator6w harmonicznych (np. modéw Swiatla), druga czesé z np oscy-
latoréw, wtedy entropia splatania moze zosta¢ wyrazona w nastepujacy
sposob:

na
pi + 1 i+l =1 pi — 1
= 1 — 1 .24
s;(QogZ2 ~Liog, 1o (3.21)
gdzie u; sa wlasnie symplektycznymi wartoéciami wlasnymi podmacierzy
korelacji X4, ktora powstaje poprzez wziecie operacji $ladu na po-
dukladzie B (lub inaczej — marginalizacje rozkladu po zmiennych B).
Jest to dokladnie podmacierz korelacji zwigzana ze zmiennymi z A.

e Logaritmic negativity — réwniez ta miara pozostaje prosta do wyznaczenia
w przypadku stanéw gaussowskich. Zakladajac ponownie, ze uktad sktada
sie z n 4 oscylatorow w jednej czeéci oraz np w drugiej, definiujemy czes-
ciowo transponowana macierz korelacji £72 jako macierzy stanu kwan-
towego transponowanego ze wzgledu na zmienne B. Wtedy warto$¢ miary
logaritmic negativity mozna wyrazié¢ jako:

En =~ logy(min{1, /i }) (3.25)

i=1

przy czym /iy, sa symplektycznymi wartogciami wlasnymi macierzy %75

3.4.2 Kryterium nieseparowalno$ci

Inne podejscie, nie korzystajace wprost z czeSciowej transpozycji stanu,
zostalo wprowadzone w [15], gdzie pokazano konieczny i wystarczajacy warunek,
aby stan gaussowski byl separowalny. Cala analiza zostanie przeprowadzona w
przypadku stanu sktadajacego sie z dwéch czesci, przy czym w kazdej z nich zna-
jduje sie pojedynczy oscylator harmoniczny. Zakladamy wiec, ze uklad opisy-
wany jest za pomocg czterech operatoréw, ktére tutaj zostana nazwane &1, p1,
Zo, P2, oraz spelniaja nastepujace regulty komutacji:

[, 5] = i6i; (3.26)
[#5, @] = [pis D] =0 (3.27)

Utworzmy z tych par dwie ich kombinacje w nastepujacy sposéb:
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1
= |a\£1 + afiQ (328)
. .1
b = lalpy — 2 (329

przy czym a jest dowolna niezerowa liczba rzeczywista. Korzystajac z
nieréwnosci operatorowe;j:

((A%;)) + ((Ap;)?) = [[25,p5]] =1 (3.30)

oraz z separowalnosci stanu p:

p= szﬁil ® pi2 (3.31)

mozna pokazaé, ze nowe operatory 4 i ¥ musza spelnia¢ nieréwnosc:

((AQ)%) + ((AD)*) > a® + aiz (3.32)
Nastepnym elementem teorii z [15] jest wprowadzenie dwdch postaci stan-
dardowych macierzy korelacji i pokazanie, ze macierz korelacji kazdego stanu
gaussowskiego moze zostaé sprowadzona do kazdej z tych postaci poprzez wyko-
nanie operacji LLUBO (local linear unitary Bogoliubov operations). Sa to op-
eracje o ogdlnej postaci U = Uy ® Uy (iloczyn tensorowy sugeruje wilasnie ich
lokalnoéé), przy czym U(d;,p,)TUT = H;(&;,p;)T, gdzie H; jest rzeczywista
macierza o wyznaczniku réwnym jednosci. Mozna pokazaé [7], ze LLUBO mozna
sprowadzi¢ do kombinacji operatoréw Sciesniania i lokalnych rotacji na stanach.
Ponizej przedstawiamy obie postacie standardowe pomijajac dowody trans-
formacji (znajdujace sie w [15]):

Postaé standardowa I Kazdy stan gaussowski p moze zosta¢ sprowadzony

do stanu o nastepujacej macierzy korelacji:

» = (3.33)

przy czym n,m > 1, natomiast ¢, ¢’ s3 dowolnymi liczba rzeczywistymi.

Postaé¢ standardowa II Kazdy stan gaussowski p moze zostaé sprowadzony
do stanu o nastepujacej macierzy korelacji:

nri \/T1T2C

n c
17 __ 1 VT2
= VTirac mry (3.34)
o m
NG T2

przy czym r1 i ro s parametrami Sciskania, spetniajacymi nastepujace réwnosci:

n m
T1 1 T2 1

= 3.35
nry=1  mrg—1 ( )
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Jrirale| — \/'% = /(11 — 1)(mrg — 1) — \/<Z - 1> <: - 1) (3.36)

Majac stan gaussowski w drugiej postaci normalnej, mozna pokazaé na-
jwazniejszy z wnioskéw zawartych w [15]: warunek konieczny i wystarcza-
jacy separowalnosci stanu gaussowskiego p. Stan ten jest separowalny wtedy
i tylko wtedy gdy, przy wyrazeniu macierzy korelacji w postaci standardowej II,
nieréwnosé (3.32) jest spelniona przez nastepujace operatory:

611

U = aojl — 7*.’)3‘2 (337)
lc1] ao

" R co 1,

U = agp1 — — — P2 (3.38)
|ca| ao

przy czym:

9 [mry — 1 [m/ra —1
= = 3.39
%o nry — 1 nfry —1 (3:39)

c1 = Jrirac (3.40)
/
0 = — (3.41)

VTiT2

gdzie m,n,c,c’,r1,r9 sa elementami macierzy korelacji wystepujacymi w jej
postaci standardowej II.

Po blizszej analizie warunkéw twierdzenie, mozna pokazaé [5], Ze nieoznac-
zonosci operatoréow 4 i ¥ sa rowne, tzn:

(A)?) = ((A0)%) (3.42)
a stad nieréwno$¢ (3.32) moze zostaé¢ wyrazona w postaci iloczynowej:

BT < 5 (a0+ ) (3.49)

Sugeruje to wprowadzenie nastepujacej miary splatania, nazwanej stopniem
nieseparowalnosci [5):

2y/((Aa)?){(A0)?)

I= T
a0—|—%

(3.44)

Nasuwa sie¢ nastepujace pytanie — czy Z moze rzeczywiscie zosta¢ nazwana
miara? 7 pewnoscia dyskryminuje stany splatane od separowalnych. Co wigcej
jest niezmiennicza przy lokalnych operacjach unitarnych (sa to operacje LLUBO,
a wiec postaé¢ standardowa II nie zmienia sie). Z definicji zawsze jest dodatnia.
Co do pozostatych wlasnosci, autorowi tej pracy nie sg znane zadne prace trak-
tujace na ten temat.
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3.4.3 Kryterium EPR

Termin paradoks EPR pochodzi z pracy Einsteina, Podolskiego i Rosena z
1935 roku [16], w ktérej to po raz pierwszy pojawila sie koncepcja splatania.
Pojawienie sie paradoksu EPR wiaze sie z istnieniem w uktadzie korelacji kwan-
towych pomiedzy para niekomutujacych zmiennych, w tym sensie, ze pomiar
jednej z obserwabli w ukladzie A pozwala wnioskowaé lepiej o uktadzie B [5].

Aby zdefiniowaé kryterium EPR, wprowadzimy pojecie warunkowej wari-
ancji jako:

((A21)%)1)2 = mgn<(A§;1 — kAZq)?) (3.45)

Minimum w tej postaci wariacyjnej jest osiagane jako ,rzut” operatora I
na uktad 1 (jest to $ciste przy odpowiednim zdefiniowaniu iloczynu skalarnego
miedzy operatorami jako korelacji miedzy nimi przy zalozeniu hermitowskosci
tych operatoréw), stad:

A R AZ1AZs))
Aty = (Ady)?) — (BT1AT2) 4
<( 'Tl) >1\2 <( .731) > <(Af2)2> (3 6)
a korzystajac z macierzy korelacji w postaci (1.84):
5 \2 n |G
((Ay) >1|2 =Ch — 2 (3.47)
1i

Podobnie definiuje sie¢ warunkowe wariancje dla operatoréw pi,xo,pe. Jak
widaé, wszystkie one moga zostaé przedstawione wytacznie w postaci elementoéw
macierzy korelacji. Co wiecej, mozna pokazaé, ze jesli zdefiniujemy stopien
paradoksu EPR jako:

e E((A81)2)112((AD1) D)o (3.48)

(lub symetrycznie zamieniajac indeksy 1 i 2), to dla stanéw separowalnych musi
zachodzi¢ € > 1. Oznacza to, ze jesli € < 1, to stan jest splatany, jest to wiec
kryterium wystarczajace splatania (ale nie konieczne). Sam stopien paradoksu
EPR moze stuzy¢ jako miara sily splatania miedzy podukladami, choé, podob-
nie jak w przypadku stopnia nieseparowalnosci, nie jest znane autorowi, czy (i
ktore) aksjomaty miar splatania sa w tym przypadku spelnione. Oczywiscie, z
nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza dla operatoréow wynika, ze € > 0.
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Rozdziat 4

Splatanie w procesie
generacji drugiej
harmonicznej

Procesy nieliniowe okazuja sie bardzo dobrym sposobem generacji stanow
splatanych $wiatla [21]. W szczegdlnosci, w tym rozdziale zajmiemy sie analiza
splatania w przypadku generacji drugiej harmonicznej w rezonatorze. Na skutek
obecnosci nieliniowego osrodka miedzy podstawowym modem oraz generowanym
modem o podwojonej czestosci tworza sie korelacje, pozwalajace klasyfikowaé
uklad jako splatany. Analizowane jest Swiatto wychodzace z rezonatora, uzywa-
jac do tego celu formalizmu wejscia-wyjscia [9, 19]. Podstawowym sposobem
opisu ukladu sa kwantowe rownania Langevina, linearyzowane w punktach
odpowiadajacych ustalonym stanom koherentnych klasycznych amplitud. Wiek-
sza cze$¢ ponizszego rozdziatlu pochodzi z pracy [21].

4.1 Opis ukladu i rownania ruchu

Rozpatrywanym uktadem jest nieliniowy o$rodek zamkniety w rezonatorze,
przedstawiony na rysunku 4.1. Rezonator sktada sie z dwdoch pdélprzepuszczal-
nych zwierciadet, osrodka umieszczonego miedzy nimi, oraz dodatkowego zwier-
ciadla (zwierciadlo dolne na rysunku) umozliwiajacego rozdzielenie promieni
wchodzacych i wychodzacych (biegna w réznych kierunkach)). Jedno ze zwier-
ciadel péiprzepuszezalnych (lewe) jest traktowane jako wpuszczajace do rezona-
tora $wiatlo wejSciowe i wypuszczajace wyjsciowe. Drugie (prawe) — reprezen-
tuje straty zwiagzane z kontaktem z rezerwuarem.

Aby wyprowadzi¢ réwnania, postuzymy sie hamiltonianem (2.38), jed-
nak zgodnie z formalizmem wejscia-wyjscia [19], koherentne $wiatlo wejsciowe
zostanie wlaczone do rezerwuaru. Tym samym otrzymamy réwnania podobne
do (2.47-2.48), ale bez obecnosci koherentnej amplitudy:
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b,

2, out )L
a )
Lou /bz,m

Cl2 in (nieliniowe medium)

Vi Yo K Yis¥ Y2

Rysunek 4.1: Schemat ukladu do analizy splatania przy generacji drugiej har-
moczniej.

—ay(t) = —y1a1(t) + ra] (t)az(t) + Arm (4.1)

Zaa(t) = —aaz(t) — 5(a1(1)? + Azan (4.2)

przy czym zakladamy tutaj, ze operatory flun i Ag,m sg rowne tym amplitudom
co do wartoéci éredniej, tj. (Alm> =€, (/Algm> = €9.

Zastosujemy teraz formalizm wejScia-wyjscia do wyznaczenia relacji miedzy
polem wejéciowym, wyjSciowym i wystepujacym w rezonatorze. Dodatkowo,
zostanie usci$lone, co rozumiemy przez /All,in oraz Agm Formalizm wejscia-
wyjscia opiera sie na kwantowych réwnaniach Langevina, przy czym szum kwan-
towy:

F(t) = =i _ g;bj(to)e 771 (4.3)

przybliza sie catka po czestodciach, zakladajac dodatkowo, ze g; nie zalezg od
czestodel 1 jest urojone (tzn. g; = ig):
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F(t) = —g / dwb(w)e™w(t—t0) (4.4)

Whprowadzajac nastepujacy operator:

i () = [ due—iwt—toy (o
)= = / d bo(w) (4.5)

mozemy napisac:

F(t) = Aain(t) (4.6)

Dla uczynienia uwagi przepiszemy tutaj cate réwnanie Langevina:

L a(t) = ~{a(t), M) — Lot (1) (4.7)

Okazuje sie jednak, ze gdy rozwiazemy réwnanie ruchu w obrazie Heisen-
berga uzywajac nie warunkéw poczatkowych, ale koncowych w rownaniu
calkowym postaci (1.113), otrzymamy analogiczne réwnanie, ale w odniesieniu
do warunkéw wyjsciowych zamiast wejéciowych:

8 a(t) = —{a(t), 1) + L~ aoud (1 (45)

Po odjeciu drugiego z rownan od pierwszego otrzymamy szukana zalezno$é

[9, 19, 31]:

Gout () + ain(t) = /7a(t) (4.9)

W przypadku wiecej niz dwoéch wyjsé z rezonatora powyzsze zwiazki za-
chodza dla kazdego z osobna. W szczegélnosci, dla dwoéch wyjéé mozna,
poréwnujac réwnania (4.7) i (4.1)-(4.2), uzyskaé nastepujace réwnosci:

przy czym zalozyliémy tutaj nastepujaca notacje:

® V14,71 to polowkowe wspoélczynniki ttumienia dla modu a;, odpowiednio
dla pierwszego (a) i drugiego (b) wyjcia z rezonatora (dlatego w réwnani-
ach opisujacych pole wejSciowe i wyjsciowe wystepuja przemnozone przez
2, za to przy tlumieniu nie beda dzielone przez 2),

® a4, Y2p to poléowkowe wspdlezynniki ttumienia dla drugiego z modéw as,

° &1,inai71.,in to operatory pol wejéciowych dla pierwszego z modéw,
odpowiednio dla pierwszego i drugiego wejscia,

® 42 in, 8277;71 to operatory p6l wejsciowych dla drugiego z modéw, odpowied-
nio dla pierwszego i drugiego wejscia.
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Okazuje sie réwniez, ze sumaryczne wspolczynniki ttumienia w réwnaniach
(4.1)-(4.2) musza w takim przypadku wynosié:

Y1 = Via + V16 (4.12)
Y2 = Y2a + 72b (4.13)

Roéwnania ruchu zostana rozwiazane poprzez podzielenie kazdego z opera-
toréw na jego wartos¢ srednia i fluktuacje, tj.:

a; = (@) + Ad; = a; + Ady (4.14)

Nastepnie, zostanie rozwiazana wpierw wersja réwnan z catkowitym zanied-
baniem szuméw kwantowych, Ada;(t) = 0, co bedzie odpowiadaé¢ réwnaniom
klasycznym. Dalej, wprowadzone zostana szumy kwantowe do pierwszego rzedu,
tzn. jako réwnanie zlinearyzowane i na ich podstawie wyznaczone zostang ko-
relacje potrzebne do obliczenia stopnia splatania.

4.2 Analiza rownan na klasyczne amplitudy ko-
herentne

Zaniedbujac szumy kwantowe, réwnania (4.1)-(4.2) mozna przeksztalci¢ do
nastepujacych réwnan klasycznych:

dl = —Y101 -+ I{CVTOéQ + €1 (415)
. R
Qg = —7olip — 50[% + €9 (416)

przy czym kropka nad zmienng oznacza pochodna czasowa. Skoncentrujemy sie
wylacznie na stanach ustalonych, tj. punktach statych dla tego uktadu rownan
[13]. W celu badania ich stabilnosci, nalezy wyznaczyé¢ macierz Jakobiego w
kazdym z takich punktow i zbadaé jej wartoéci wlasne. Ogolna posta¢ macierzy
Jakobiego dla ukladu (4.15)-(4.16) ma nastepujaca postaé:

-M Koe KOS 0

Ko -1 0 KO
J = ko 0 v 0 (4.17)
0 —Kaj 0 —Ys

Nietrudno wyznaczy¢ wartoSci wlasne tej macierzy:

1 1
A1, A = —5(—|I€Oz2| + 71 + ’)/2) + 5\/(—\,‘<a2| +71 — ’}/2)2 — 4‘,‘4}0{1|2(4.18)

1 1
A3, Ay = —§(|HO¢2| + 71 +’YQ) + 5\/(|I€0é2‘ + 71— ’}/2)2 — 4|I€041‘2 (419)

Na podstawie tych macierzy mozna bada¢ stabilno$é¢ punktu statego. W
przypadku, gdy choé¢ jedna warto$¢ wlasna ma czes¢ rzeczywisty wigksza od 0,
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uktad jest niestabilny. Jesli jedna z wartosci wlasnych wynosi 0, a pozostale sa
ujemne, bedziemy obserwowaé cykl graniczny. W koncu, przy wszystkich ujem-
nych wartoéciach wtasnych mamy do czynienia ze stabilnym punktem statym.
Aby rozwiaza¢ uklad réwnan (4.15)-(4.16) w stanie ustalonym, przyréwnu-
jemy pochodne &1, &y do zera. Otrzymujemy w ten sposéb uktad rownan alge-
braicznych. Réwnanie drugie mozna natychmiast rozwiazaé¢ wzgledem as:

ay=— e — -« 4.20
2= (e g™ (4.20)
Podstawiajac to do drugiego z rownan, otrzymujemy, po niewielkich przek-

sztalceniach, wyrazenie na o;:

e 262 . 2pa
k2 Okt K2

adai + =0 (4.21)

Najprosciej réwnanie to rozwigza¢ mozna poprzez podzielenie oy na modut

i faze, tj. a; = re’®. Po podstawieniu tej postaci do (4.21) otrzymujemy dwa
réwnania (cze$é rzeczywista i urojona):

. 2 2 2
T <62> rcos2¢ + < 71272> r— ( 72261) cos¢p = 0 (4.22)
K K K

sin2¢ + (72€1> sing =0 (4.23)

ReEaT

Rozwazmy wpierw rozwiazania réwnania z wartoscia ¢ = nm, tzn. dla
ktorych sing = 0 (nazwiemy je rozwiazaniami ,w fazie”). Wtedy drugie z
réwnan jest tozsamosciowo zerem, natomiast pierwsze sprowadza sie do postaci
[13]:

4+ (B—-Ar=C (4.24)
gdzie:
N 262
A== (4.25)
27172
27261
¢==3 (4.27)

Tlosé pierwiastkéow rzeczywistych tego rownania jest zalezna od znaku wyz-

nacznika: ) s
C B—A

== _ 4.2

= (5) (%57 (29

Dla § > 0 istnieje jeden pierwiastek rzeczywisty i z analizy warto$ci wlas-
nych wynika, Ze jest to rozwiazanie stabilne (wszystkie wartosci wlasne ujemne).
W przypadku § < 0 mamy do czynienia z trzema pierwiastkami, z ktorych za-
wsze jeden opisuje rozwiazanie niestabilne, a dwa pozostale — stabilne (uktad
jest w stanie bistabilnym i to, do jakiego zbiegnie rozwiazania, zalezy od
warunkéw poczatkowych, tzn. od basenu atraktora w jakim uklad zaczyna
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ruch w przestrzeni fazowej). Rozmaito$é, na ktérej § = 0 (punkty bifurkacji)
opisane sa réwnaniem [13]:

3 ’}/261 2/3
__,c v .2
€2 = €5+ 5 ( e ) (4.29)
gdzie €5 = 122, Réwnanie to mozna wyznaczy¢ w prosty sposéb, przyréwnujac
6 do zera. Same rozwigzania mozna wyznaczy¢ najprosciej stosujac metode
Cardana rozwiazywania réwnan trzeciego stopnia. W ogdlnosci beda to trzy
réwnania:

o = 704 7, (4.30)
1 V3

aé2) = —5 (Zl + ZQ) + 27(21 - ZQ) (431)
1 V3

aé?’) = —5 (Zl + ZQ) — 27(21 — Z2) (432)

przy czym

7y = (g + \/5)1/3 (4.33)

(C — xfa) v (4.34)

Zo 5

Zauwazmy, ze dla § > 0 tylko jedno z rozwiazan (agl)) jest rzeczywiste.
Rozwiazanie to staje sie¢ niestabilne przy § < 0, natomiast dwa pozostale pier-
wiastki (juz teraz rzeczywiste) sa stabilne.

Moga jednak istnie¢ réwniez rozwiazania ,nie w fazie”, tzn. takie dla ktoérych
sing # 0. W réwnaniu (4.23) uzywamy tozsamosci sin 2¢ = 2sin ¢ cos ¢, pod-
stawiamy do réwnania (4.22), dzieki czemu pozbywamy sie z niego zmiennej ¢.
Ostatecznie otrzymujemy dwa rownania:

C
cos ¢ = Y (4.35)
P+ (A+B)yr=0 (4.36)

Drugie z réwnan mozna sprowadzi¢ do réwnania kwadratowego (dzielac przez
r, wiedzac ze r # 0 z uwagi na pierwsze réwnanie). Jedynym ,fizycznym”
rozwigzaniem tego rownania jest:

2
r=1/—(lea] — €5) (4.37)
K
istniejace dla ea < —e€5. Badajac stabilnosé¢ ukladu, podstawiajac do wzoréw
na wartoéci wlasne (4.18)-(4.19) rozwiazania r i ¢, mozna wyznaczy¢ warunek,

aby wszystkie wartosci wtasne mialy czesci rzeczywiste niedodatnie:

8K .
& < Sleaf(leal = ) (4.38)
2
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Podsumowujac, w zaleznosci od warto$ci parametréow, mamy do czynienia
z trzema typami rozwiazan: stabilnym ,w fazie”, bistabilnym ,w fazie” oraz
stabilnym ,nie w fazie”. Wszystkie te rozwiazania pojawia sie przy badaniu
splatania w nastepnych sekcjach.

4.3 Macierze korelacji i miary splatania

Majac wyznaczone warto$ci klasycznych amplitud, mozna przystapi¢ do
zejécia poziom nizej przy analizie réwnan (4.1)-(4.2) i uwzglednieniu szumu
kwantowego. Dokonujemy tego, podstawiajac do tych rownan wyrazenia
postaci (4.14), a nastepnie pozostawiajac wylacznie wyrazy do pierwszego rzedu
wlacznie, tzn. zawierajace Aa;, Ad;[, a odrzucajac wyrazy wyzszego rzedu, np.
zawierajace AdIAdQ. Otrzymujemy w ten sposéb réwnania zlinearyzowane [21]:

A&l = —yAay + H(O&TA(ALQ + OéQACALD + AAl)m (439)
Ady = —9Ady — ka1 Ady + Ady (4.40)
Poniewaz bedziemy si¢ starali uzyskaé spektralna macierz korelacji, na-

jwygodniej bedzie przejé¢ do dziedziny czestotliwosciowej wykonujac po obu
stronach réwnan transformate Fouriera:

—iwAdy = —y1Ady + k(at Adg + asAal) + AAy 4, (4.41)
—iwAay = —’YQA&Q — ka1 Aaq + AAQ)Z*” (442)

Wprowadzmy dwie zmienne hermitowskie dla kazdego modu, uzywajac row-
nan (1.80)-(1.83). Nastepnie zdefiniujemy wektor kolumnowy:

AX = (AX}, AXL AX? AX2) (4.43)

oraz: R R R X R
AXi’ﬂ = (AXll,inﬂ A‘Xv21,in7 AXIQ,'MN AX22,'LTL) (444)
w analogiczny spos6b (korzystajac ponownie z definicji (1.80)-(1.83), ale zamiast
modéw a1, Gz uzywajac pol wejsciowych Aq i, Asin). Najlepszym sposobem za-
pisania réwnan (4.41)-(4.42) za pomoca tych zmiennych jest utworzenie dwéch
kombinacji réwnan — jedna przez dodanie do siebie obu réwnan, druga przez

odjecie jednego réwnania od drugiego. Otrzymujemy w ten sposob uktad
czterech réwnan liniowych, ktére zapisa¢ mozna w postaci macierzowej:

(AX ) = A(AX) (4.45)

gdzie macierz A przedstawia si¢ nastepujaco:

Y1 — iw — kReas —klmas —kRea; —xImay
—rImas 71 —iw + kReas  klmay; —kReay
A= kRea —rImay Yo — W 0 (4.46)

rImaoy kReay 0 Yo — tw
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przy czym Rea; i Ima; to, odpowiednio, cze$¢ rzeczywista i urojona koher-
entnych amplitud. Nastepnie, korzystajac z zaleznosci (4.10)-(4.11), mozemy
wyrazi¢ wektor AX;, poprzez wektory AX, in 1 AXy ipn, Przy czym:

AXCLJ” = (AXll,a,i'm AX21,a,in’ AX12,a,in7 AX22,a,in) (447)
AXb,in = (AXll,b,inv AXQI,b,iru AX12,b,inv AXZZ,b,in) (448)
gdzie skladowe tych wektoréw definiujemy znowu w analogiczny sposéb do
(1.80)-(1.83), ale zamiast zwyklych operatoréw pél a;, ds uzywamy operatoréw

1,in, G2,in (W plerwszym przypadku) oraz lA)Lin, 3271'” (w drugim przypadku), np.

Xlzam = Qg,in + d;m, itp. Oczywiscie, A jak zwykle oznacza szum kwantowy

(operator po odjeciu wartosci sredniej). Dzigki tym wektorom jesteSmy w stanie
zapisaé¢ réwnodci (4.10)-(4.11) w postaci macierzowej:

(AX i) = Mo(AX 4,in) + My(AX i) (4.49)
gdzie macierze M,, M}, zdefiniowane sa w sposéb nastepujacy:

V 271(1

V 2710,
M, = (4.50)

V 272(1
V 2'}/2(1

V2718
V27186

M
b V272

(4.51)

V2726

Co wiecej, ré6wnosé (4.9) mozna réwniez wyrazié w postaci macierzowej,
definiujac wektor:
AXO’U«t = (AXll,out’ AX%,out’ A)zvlz,out’ AXQZ,out) (452)

przy czym ponownie definiujemy skladowe wektora w sposob analogiczny do
(1.80)-(1.83), ale uzywajac operatorow @i out, 42 out (Sa to operatory zwiazane z
lewym z wyjsé rezonatora, z prawym z wyjsS¢ nie wiazemy operatora, poniewaz
nie interesujemy sie tym wyjsciem w naszej analizie). Przepisujemy (4.9) jako:

(AX put) = Mo (AX) —I(AX 4 i) (4.53)

gdzie I jest macierza jednostkowsa, natomiast M, zostala juz wczesniej zdefin-
iowana. Odwracajac réwnanie (4.45), tzn:

(AX) =AY (AX,,) (4.54)

oraz podstawiajac do (4.53) otrzymujemy:
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(AX o) = MoA N AX ) — LH(AX 4 i0)

- MaAil[Ma(AXa,in) + Mb(AXb,zn)] - I(AXazn)

= (M,A'M, —I)(AX 4 n) + M AT 'M,(AX G 00)

= Sa(AX 4in) + Sp(AXb,in) (4.55)
gdzie w drugim kroku uzylidmy (4.49) oraz wprowadziliémy macierze S, =
M,A'M, — I oraz S = M,A"'M,. Pozwolito nam to wyrazenie op-
eratoréw wyjéciowych catkowicie poprzez operatory wejsciowe. Aby wyz-
naczy¢ korelacje miedzy operatorami, musimy wprowadzi¢ jeszcze macierz
(AX 5ut) (AX out)T (uzylismy tutaj sprzezenia hermitowskiego zamiast zwyklej
transpozycji, poniewaz operatory X po transformacie Fouriera nie sa juz hermi-

tpwskie) , ktorej kazdy element jest rowny iloczynowi pewnych dwoch operatoréw
XF i X our- Uzywajac (4.55), otrzymujemy:

l,ou

(Aj(mLt)(Aj(out)'r = [Sa(AXa,in) + Sb(AXb,zn)H(AXa,zn)TS:g + (AXb,zn)TSlt]

- Sa(AXa,in)(AXa,in)TSL + Sa(AXa,in)(AXb,in)TSZ

+ Sp(AX pin) (AX 4in) ST + Sb(AXb,m)(AXb,m)TSZ
(4.56)

Aby wyznaczyé wartosci funkcji korelacji, zauwazmy, ze (AGAD) = (40) —
(@) (0). Korzystajac z wlasnosci liniowosci dla tej funkcji mozemy zapisaé:

(AX i AX ) = So(AX L inAX ] VST + 8, (AX i AKX ,)S]

+ Sy (AX, AKX )SE+ Sy (AKX, AKX ,)S]
(4.57)
Zakladamy, ze $wiatlo wejSciowe jest poczatkowo w stanie koherentnym.
Oznacza to, ze wszelkie korelacje znikaja (bo $rednie z iloczynu operatoréw
faktoryzuja sie) za wyjatkiem korelacji postaci (Xl,X'l) i <X2,X2> (gdzie X;
jest dowolnym z operatoréw X},a,m, Xﬁmm, X},bm, bem), ktére to wynoszg w

stanie koherentnym 1. Stad okazuje sie, ze <AXa,mAXZ’m) i (AXb,mAX;m>

sa macierzami jednostkowymi, natomiast <AXa7mAX;m> i <AXb7mAX;m>
— macierzami zerowymi. Otrzymujemy wiec ostatecznie:

(AX AKX },) = S.S] + 98]
= (M,A"'M, - I)(M,AT"'M, — I) + M, A" !MZAT"'M,
(4.58)

Zeby wyznaczy¢ macierz korelacji ¥ wystarczy skorzystaé z (1.85). W
postaci macierzowej bedzie to wygladalo w nastepujacy sposob:

1 N N ~ N
5 - §(<AXoutAij> FAX AKX )T (4.59)
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Majac dana macierz korelacji, mozna wyznaczy¢ juz miary splatania. Anal-
iza splatania zostanie oparta przede wszystkim o stopien nieseparowalno$ci
i stopien paradoksu EPR (patrz czesci 3.4.2 i 3.4.3). W pierwszym przy-
padku, nalezy sprowadzi¢ macierz korelacji do postaci standardowej II, w
drugim wystarczy postaé¢ standardowa I. Ponizej opiszemy metody sprowadza-
nia macierzy korelacji do tych postaci.

Aby uzyskaé postaé standardowg I, wcale nie trzeba szukaé¢ odpowiednich op-
eracji LLUBO, ale wystarczy postuzy¢ sie zachowanymi w tym procesie wielkos-
ciami. Zapiszmy macierz korelacji w pierwotnym ksztalcie w postaci blokowej,

tzn:
5 Y1 X 60
S\ Bar Yo (4.60)
przy czym Y;; to cztery podmacierze o rozmiarach 2 x 2. Przytoczymy tutaj
raz jeszcze wyglad macierzy korelacji w jej postaci standardowej I:

(4.61)

Zwréémy uwage, ze posta¢ standardowa I powstaje poprzez zadzialanie
lokalnymi operacjami o wyznaczniku 1 (LLUBO), tzn:

» = ( " ) ) ( " ) (4.62)
Va 123

Elementy macierzy mozna mnozy¢ blokowo, a poniewaz wyznacznik iloczynu
trzech macierzy jest réwny iloczynowi wyznacznikéw, wiedzac, ze Vi, Ve maja
wyznaczniki réwne 1, fatwo mozna si¢ przekonaé, ze wszystkie macierze 3;; oraz
cala macierz ¥ zachowuja swéj wyznacznik. Jest to wiedza wystarczajaca do
wyznaczenia wspélczynnikéw n, m, ¢, ¢’. Mianowicie:

n? = Sy (4.63)

CCI = ‘212| (464)

m? = Do (4.65)

1% = (nm — ) (nm — ) = |3 (4.66)

gdzie | - | oznacza wyznacznik. Wartosci n i m otrzymujemy natychmiast z

pierwszego 1 trzeciego z tych réwnan (macierz korelacji jest dodatnio okreslona,
stad wyznaczniki nie moga by¢ ujemne). Uzywajac drugiego i czwartego row-
nania jesteSmy w stanie wyznaczyé ¢ i ¢/, rozwigzujac rownanie kwadratowe.
Twierdzenie z [15] zapewnia nam istnienie odpowiedniego rozwiazania takiego
réwnania.

Problem pojawia si¢ w przypadku postaci standardowej II. Nie wchodzac w
szczegbly, omowione juz w czedci 3.4.2, problem polega na znalezieniu takich
parametréow ri, 79, aby byly spelnione réwnania:
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n m
T1 T2 1

= 4.67
nri=1  mrg—1 ( )

Jriralel — \/l% = /(nry — 1)(mry — 1) — \/<:1 = 1) (Z = 1) (4.68)

Twierdzenie z [15] méwi tylko o istnieniu rozwiazania. Parametry mozna
jednak znalez¢, sprowadzajac oba réwnania do wielomianu wysokiego stopnia i
rozwiazujac numerycznie problem znajdywania pierwiastkow takiego wielomi-
anu. Poniewaz rozwiazanie istnieje, bedzie przynajmniej jeden pierwiastek (a
wlasciwie para liczb rzeczywistych dodatnich: r1,72) spelniajacy réwnania. Os-
tatecznej formy wielomianu nie podajemy, poniewaz jest bardzo skomplikowana.
Szkicujac jego wyprowadzenie — pierwsze z rownan rozwiazuje sie ze wzgledu na
jeden z parametréw (rozwiazujac réwnanie kwadratowe), nastepnie rozwiazanie
to wprowadza si¢ do rownania drugiego. Dwukrotne przeksztalcanie réwnania i
podnoszenie go do kwadratu pozwala pozby¢ sie pierwiastkéw i daje ostatecznie
wielomian 12 stopnia. Nie jest znany autorowi inny sposoéb rozwigzania.

Majac macierz w odpowiedniej postaci standardowej, wzor na stopieh niesep-
arowalnodci (3.44) sprowadza sie do:

/L2
T Crer (4.69)

k+ 1
gdzie:
, 1
Ct = kCH + %Cff —2|C}? (4.70)
22 _1 1/2
k= <C§ — 1) (4.71)

przy czym wspoéltezynniki C*! - sa elementami macierzy X7 (patrz réwniez réw-
nanie (1.84)).
W przypadku stopnia paradoksu EPR, mozna wyrazié¢ go jako:

012|2 |C’12|2
€ = Cll o | 11 ) (011 o 22 ) (472)
(cn -5 ) (-5

przy czym wystarczy, ze wspétczynniki macierzy pochodza z X! (w postaci
standardowej II € ma taka sama wartosc)

4.4 Analiza wynikéw

W ramach analizy wynikéw, zrekonstruowane zostaly rezultaty z pracy [21].
Ustalono, ze analiza bedzie si¢ odbywaé dla parametréow v, = 1, v15 = 0.01,
Yoo = 10, 79, = 0.1, kK = 1 oraz w = 0. Nalezy zwro6ci¢ uwage, ze w tym
przypadku zerowa warto$¢ czestosci oznacza czestos¢ taka sama, jak naturalna
czesto$¢ w rezonatorze, poniewaz operatory sa juz w obrazie oddzialywania,
czyli ukladzie rotujacym z naturalna czestoscia znajdujaca si¢ w hamiltonianie.
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Parametry zostaly dobrane w ten sposéb przede wszystkim po to, aby moc
poréwnaé sie z praca [21].

Wiyniki zostaja przedstawione dla réznych wartosci zewnetrznych pdl, przy
czym przedstawione zostaly one po unormowaniu wzgledem wartoéci kryty-
cznych, tzn. jesli €1, € sa polami zewnetrznymi w réwnaniach ruchu, my

bedziemy sie postugiwaé¢ wielkosciami af i ad, ktére wyznacza sie nastepujaco:

ad = ;—11 (4.73)
ad = ;—22 (4.74)
gdzie:
af = (27 + 72/3\/227%(71 +72) (4.75)
af = 2 (4.76)

KA/ 27%2p

sa warto$ciami krytycznymi pdl, wystepujacymi rowniez przy okazji analizowa-
nia stabilnosci w réwnaniach klasycznych.

Wyniki przedstawione sa dla af € [-0.03,0.03] oraz af € [-2,2]. Na
rysunku 4.2 znajduja sie wartosci stopnia EPR, przy czym im ciemniejszy
punkt, tym silniejsze splatanie (punkty opisujace stany separowalne maja kolor
catkowicie bialy), przy czym miara zaciemnienia jest logarytmiczna. Z kolei,
na rysunku 4.3 widnieje ten sam wycinek przestrzeni parametréw, ale anali-
zowana miara jest tutaj stopnien nieseparowalnosci. Juz z pordwnania tych
dwdéch rysunkéw widaé, ze obie miary nie zawsze zgadzaja sie co do wartosci.
Co wigcej, stopien nieseparowalnosci wskazuje dla matych wartosci splatania
wyzsza wartos¢ od stopnia EPR, podczas gdy dla duzych warto$ci wydaje sie
by¢ odwrotnie. Widaé to dokladnie na rysunku 4.4, gdzie zostaly umieszc-
zone punkty zebrane z poprzednich dwdch rysunkéw, ale osie nie opisuja juz
parametréow, tylko wartoéci obu miar splatania. Przykladowo, jesli dla danych
wartoéci af i ad otrzymaliémy np. Z = 0.2 oraz e = 0.3, to na wykresie pojawi
sie punkt (0.3,0.2). Z rysunku widaé, obie miary sa ze soba silnie skorelowane,
tym niemniej dla malych wartosci stopnia EPR wykres nachylony jest bardziej
w kierunku stopnia nieseparowalnosci (jest nad linia Z = € nachylona pod katem
% do osi), podczas gdy w dalszej czedci nastepuje sytuacja odwrotna. Zaskaku-
jace jest, ze istnieja stany separowalne (co widaé¢ po wartoéci Z < 1) z duzymi
wskazaniami € (na rysunku widoczne jako poziome ,warkocze” punktéw). Istot-
nym wnioskiem z powyzszych rozwazan jest rowniez spostrzezenie, ze w procesie
generacji drugiej harmonicznej, przy odpowiednim doborze parametrow, moze
zosta¢ utworzone praktycznie dowolnie silne splatanie. Szczegélne silne jest ono
na granicy rejonéw, tzn. u géry rysunkéw 4.2 i 4.3 (granica miedzy rejonem
stabilnym i bistabilnym) oraz na dole (granica miedzy rejonem ,w fazie”, a ,nie
w fazie”).

Doktadne réznice miedzy oboma miarami mozna zbadaé¢ na rysunku 4.5.
Przedstawia on ten sam obszar, ale tym razem zostaly na nim zaznaczone sto-
sunki wskazan obu miar. Kolor czerwony oznacza, ze stopien nieseparowalnosci
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a¢ (mod drugiej harmoniczne;j)
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af (mod podstawowy)

Rysunek 4.2: Wartosci stopnia EPR w zaleznos$ci od wartosci p6l pompujacych

d

af i ad. Skala zaciemnienia jest logarytmiczna (w decybelach). Im bardziej

niebieski punkt, tym wigksze splatanie.
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Rysunek 4.3: Wartosci stopnia nieseparowalnosci w zaleznoéci od sity pél pom-

pujacych of i of.

d



62 4.4. Analiza wynikéw

stopien nieseparowalnosci

stopien paradoksu EPR

Rysunek 4.4: Wartoéci stopnia EPR i stopnia nieseparowalnoéci. Kazdy
punkt na wykresie oznacza, ze dla pewnych wartosci af i ad otrzymalismy
rownoczeénie dana warto$é¢ stopnia EPR, i stopnia nieseparowalnosci.

wskazuje silniejsze splatanie niz stopien EPR, kolor niebieski oznacza sytuacje
odwrotna.

Précz wykresu opisujacego zalezno$¢ miedzy obiema miarami splatania,
zostaly jeszcze dodane rysunki, opisujace co sie dzieje ze splataniem w miare
odstrajania czestosci od czestosci rezonatora, czyli dla niezerowych wartosci w.
Rysunki 4.6 i 4.7 przedstawiaja taka sytuacje dla czterech réznych wartosci w,
przy czym badany jest tylko stopien EPR. Jak widaé, przy zwiekszaniu w, spla-
tanie zmniejsza sie. Jest to zupelnie spodziewany wniosek, poniewaz zwykle
odstrojeniu czestosci towarzyszy ostabniecie wszelkich efektow i proceséw fizy-
cznych.
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af (mod podstawowy)

Rysunek 4.5: Wartosci stosunku obu miar (Z w stosunku do €), podane w skali
logarytmicznej. Kolor czerwony oznacza, ze Z wskazuje na silniejsze splatanie,
niebieski — e wskazuje na silniejsze splatanie.
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ag (mod drugiej harmonicznej)
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Rysunek 4.6: Wartosci stopnia EPR przy réznych czestosciach: a) w
w = 0.5.
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ag (mod drugiej harmonicznej)
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Rysunek 4.7: Wartosci stopnia EPR przy réznych czestosciach (c.d. poprzed-
niego rysunku): ¢) w = 1; d) w = 2.
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Rozdziatl 5

Splatanie przy obecnosci
nieliniowosci Kerra

W poprzednim rozdziale zbadano, w jaki sposéb mozna tworzy¢ stany spla-
tane przy uzyciu hamiltonianu z nieliniowoscia odpowiadajaca generacji drugiej
harmonicznej. Naturalnym jest pytanie, jak kwestia splatania przedstawia sie
w przypadku innych proceséw nieliniowych? Mieszanie wiecej niz dwdch fal
prowadziloby do analizy wiekszej ilosci modow Swiatla. Niestety, miary splata-
nia i teoria splatania w ogdélnoéci nie sg jeszcze wystarczajaco dobrze poznane,
aby w tej pracy pokusié¢ si¢ o taka analize. Interesujacy jest tutaj natomi-
ast przypadek uwzglednienia innych nieliniowosci dotyczacych mniejszej ilodci
modéw. W szczegblnosci, dobrze znany efekt Kerra bylby ciekawym aspektem
w przypadku analizy sily splatania. Niestety sam efekt Kerra nie wystarczy,
poniewaz dotyczy on tylko jednego modu i nie opisuje zadnego oddzialywania
(sprzegania) miedzy réznymi modami $wiatla. Rozpatrywano natomiast liniowe
sprzezenie miedzy dwoma ukladami kerrowskimi (przykladowo w [26]). W tej
pracy skupimy sie jednak na efekcie Kerra wystepujacym réwnoczesnie z nielin-
iowoscia drugiego rzedu w postaci generacji drugiej harmonicznej. Pozwoli to
odniesé sie do rezultatéow z poprzedniego rozdzialu i odpowiedzie¢ na pytanie,
czy w tym wypadku nieliniowo$é kerrrowska zmniejsza, czy moze wzmacnia
splatanie? Warto zauwazy¢, ze efekt Kerra jest nieliniowoscia wyzszego rzedu
(trzeciego), co niestety bedzie prowadzilo do trudniejszej analizy i positkowania
sie w pewnym miejscu metodami numerycznymi.

5.1 Roéwnania ruchu

Rozpatrywanym ukladem bedzie, jak w poprzednim przypadku, nieliniowy
oérodek zamkniety w rezonatorze. Postaé rezonatora pozostanie taka sama,
natomiast sam o$rodek bedzie takze wykazywatl nieliniowosci trzeciego rzedu, w
szczegdlnosci - efekt Kerra.

Aby wyprowadzi¢ réwnania ruchu w tym przypadku, postuzymy sie
ponownie hamiltonianem (2.38) (wlaczajac, jak poprzednio, koherentne $wiatto
wejsciowe do rezerwuaru). Dodamy do hamiltonianu uktadu dodatkowy czlon
odpowiedzialny za efekt Kerra:
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hx .12
Hierr = ?XaJ{Qa% (51)

Zwréémy uwage, ze oznacza to rozpatrywanie czltonu kerrowskiego tylko w
podstawowym modzie $wiatla — zakladamy tutaj, ze nieliniowosci trzeciego
rzedu w modzie o podwojonej czestosci sg zaniedbywalnie mate. Nie bedziemy
tutaj ponownie wyprowadza¢ réwnan ruchu, ktére sa w duzej mierze podobne
do tych zwiazanych z generacja drugiej harmonicznej. Jedyny dodatkowy czton,
jaki sie w tym przypadku pojawia to, tylko dla podstawowego modu a1, wyraz
—ixyala? (analogicznie do réwnania Langevina (2.66) dla efektu Kerra). Mozemy
wiec zapisa¢ roéwnania ruchu jako:

—ai(t) = —man(t) + kal (t)az(t) — ixal ()(a1(t)? + Ay (5.2)

Zaa(t) = —aaz(t) — 5(a1(1)? + Azan (5.3)

Przede wszystkim, trudnoscia bedzie tutaj fakt istnienia wyrazu zawier-
ajacego iloczyn trzech operatorow — sytuacja taka nie miala miejsca przy
ograniczeniu sie tylko do nieliniowo$ci drugiego rzedu.

Formalizm wejScia-wyjscia pozostaje taki sam, jak w poprzednim przypadku,
poniewaz nie ma na niego wplywu konkretna posta¢ hamiltonianu zjawiska.
Tym samym relacje (4.9) oraz (4.10)-(4.11) nadal obowiazuja. Zachowamy
rowniez wszystkie oznaczenia na mody pola, parametry, pola wejSciowe 1 wyjs-
ciowe tak, aby byly w petni zgodne z poprzednim rozdzialem. Analizujac réwna-
nia ruchu, postapimy podobnie, dzielac kazdy operator na jego wartosé érednia
i fluktuacje, tzn:

a; = (@) + Ad; = a; + Ady (5.4)

a nastepnie wykonujac analize osobno dla réwnan zaniedbujacych szum kwan-
towy oraz rownan zlinearyzowanych, zawierajacych szum w pierwszej potedze.

5.2 Analiza rownan klasycznych

Zaniedbujac szumy kwantowe, réwnania (5.2)-(5.3) mozna przeksztalci¢ do
nastepujacych rownan klasycznych:

1 = —ma; + KaGag —ixaiad + e (5.5)
: K
Qg = —Ya0 — 504% + €9 (5.6)

W stosunku do poprzedniego rozdzialu, pojawit sie tutaj dodatkowy czton
trzeciego rzedu, zawierajacy jednak wylacznie zmienne dotyczace pierwszego z
modéw. Ponownie, skoncentrujemy sie tylko na stanach ustalonych. Ogdlna
postaé macierzy Jakobiego dla ukladu (5.5)-(5.6) ma nastepujaca postaé:
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-7 — 2ixaion Ko — ixas ko 0
kah +ixad? -y +2ixatar 0 Koy
J = —Koq 0 —Y9 0 (5.7)
0 —Kaj 0 -

Zauwazmy, ze w przypadku x = 0 macierz (5.7) sprowadza si¢ do (4.17). Co
wiecej, obie macierze roéznig sie od siebie tym, ze w aktualnie rozpatrywanym
przypadku mozemy zdefiniowaé sobie nowy wspétczynnik ttumienia (zespolony):

vp =m — 2ixajay (5.8)
oraz inna warto$é¢ as:
ahy =g — iza% (5.9)
K

Wtedy obie macierze przyjma ta samg posta¢. Obserwacja ta nie bedzie
wykorzystywana w trakcie analizy, pozwala jednak uprosci¢ znajdywanie
warto$ci wlasne macierzy (5.7). Sa one nastepujace

1 1
AL, A2 = *5(*C +71+2) £ 5\/(*C +71 —2)? —4[kaq? (5.10)

1 1
A3, Aq = *5(4 +71 +2) £ 5\/@ +91 = 72)? — 4k ]2 (5.11)

gdzie:

(= \/|na2 —ixa?|? — 4x2|aq |* (5.12)

Zauwazmy, ze ¢ moze by¢ liczba urojona.

Przyréwnujac pochodne ¢, ds do zera w (5.5)-(5.6), otrzymujemy uklad
réwnan algebraicznych. Réwnanie drugie mozna natychmiast rozwiazaé¢ wzgle-
dem ap:

1 K o
a2=—<eg—fa ) 5.13
S GRS (513)
tak samo, jak w przypadku generacji drugiej harmonicznej bez efektu Kerra.
Podstawiajac to do drugiego z réwnan, otrzymujemy, po niewielkich przeksz-
talceniach, wyrazenie na a;:

2X72
ada; + zja%af +
K

2’)/1’)/2 262 « 2")/261
o —

,‘<.}2 1 — 70[1 /i2 =0 (514)

Niestety, w tym przypadku zapisanie oy za pomoca modutu i fazy lub czesci
rzeczywistej i urojonej nie pozwala na rozwiazanie tego rownania w analityczny
sposob. Postaramy sie wiec rownanie to rozwiazan numerycznie. Tak naprawde
mamy do czynienia jednak z dwoma réwnaniami, przy czym drugie z nich pow-
staje poprzez sprzezenie (5.14). Celem znalezienia pierwiastkéw wielomianu,
nalezy oba réwnania sprowadzi¢ do jednego. Aby uproscié¢ notacje, wprowadz-
imy sobie nastepujace wspdtezynniki:
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=== 5.15
- (5.15)
2172
B =1 (5.16)
277261
C = 2 (5.17)
2X72
K =1+i=] (5.18)
Wtedy réwnanie (5.14) da sie zapisaé jako:
Kaja; 4+ Bay — Aa; —C =0 (5.19)
oraz réwnanie Sprzezone:
K*ai%?a; + Bal — Aa; —C =0 (5.20)
Nalezy z réwnania (5.19) wyznaczy¢ of:
BOél -C
1=— 5.21
MT Y Ka3? (5.21)

i podstawié to do drugiego z réwnan (mianownik mozna zlikwidowaé przem-
nazajac drugie z réwnan przez (A — Ka?)?, spowoduje to jednak wzrost stopnia
wielomianu zawartego w réwnaniu). Po przeksztalceniach i uporzadkowaniu
wyrazow otrzymamy wielomian piatego stopnia na a;:

> ol =0 (5.22)
1=0
gdzie:
co = ABC + CA? (5.23)
g = —K*C? - B*A+ A3 (5.24)
¢y = —BCK +2BCK* — 2K AC (5.25)
c3 = B’K — 2K A%? — K*B? (5.26)
cy = K°C (5.27)
s = K2A (5.28)

Nastepnie szukamy miejsc zerowych tego wielomianu, za kazdym razem
sprawdzajac, czy spelniaja one pierwotne réwnanie (5.19). Jesli tak, wyz-
naczamy s z réwnania (5.13). To jeszcze nie koniec, gdyz rozwiazania moga
by¢ niestabilne. Sprawdzanie stabilnosci odbywa sie w tym przypadku poprzez
wyznaczenie wartosci wlasnych dla kazdych otrzymanych aq, as i pozostawieniu
tylko tych rozwiazan, dla ktérych wszystkie warto$ci wlasne sg niedodatnie.

Okazuje sie, ze tak jak w przypadku bez efektu Kerra, otrzymujemy re-
jony stabilne (jedno rozwiazanie) i bistabilne (trzy rozwiazania, z czego jedno
niestabilne). Niestety, poniewaz nie udalo si¢ uzyskaé¢ analitycznych wzoréw
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na rozwiazania, nie jesteSmy réwniez w stanie podaé granicy rejonu bistabil-
nego. Zwr6éémy roéwniez uwage, ze wszystkie rozwiazania z cztonem kerrowskim
sg ,nie w fazie”. Najlatwiej sie o tym przekonaé przygladajac sie¢ réwnaniom
(5.5)-(5.6), oczywiscie z zerowymi warto$ciami pochodnych. Jesli a; mialoby
by¢ rzeczywiste, wtedy zgodnie z drugim z réwnan, réwniez i as musialoby
by¢ rzeczywiste. To oznaczaloby jednak, ze wszystkie wyrazy w pierwszym z
réwnan sa rzeczywiste za wyjatkiem czlonu zawierajacego jednostke urojona i.
Poniewaz cze$¢ urojona musi sie rowniez zerowacé, oznaczaloby to, ze jedynym
rozwigzaniem ,w fazie” jest trywialne rozwigzanie o = 0.

5.3 Macierze korelacji

W celu dalszej analizy, musimy jak poprzednio uwzgledni¢ szum kwan-
towy. Dokonujemy tego, podstawiajac do réwnan ruchu wyrazenia postaci (5.4),
a nastepnie pozostawiajac wytacznie wyrazy do pierwszego rzedu wlacznie.
Otrzymujemy nastepujace réwnania zlinearyzowane [21]:

Aéll = —’ylACAll — 2ix|a1|2Ad1 + KJ(CVTA&Q + OZQAdJ{) — ZXO(%A&I + AAl,in
(5.29)
A&Q = —’)/QAdg — ka1 Aay + AAQJ;»” (530)

Wykonujac transformate Fouriera, otrzymujemy:

7Z'L¢)A(?L1 = 7"}/1AEL1 — 2iX|Oél|2A&1 + H(OKTAdQ + OLQACALI) — ’LXO&%ACALI + AAl,in
(5.31)
—iwAas = —yAds — ka1 Adq + AAQJ‘” (532)

Dalszy ciag obliczen przebiega analogicznie, jak w poprzednim rozdziale.
Znajdujemy dwie zmienne hermitowskie dla kazdego modu (np. raz dodajac
i raz odejmujac od siebie réwnania (5.31)-(5.32)), definiujemy wektory tych
zmiennych w taki sam sposéb jak w (4.43), (4.44) i (4.47)-(4.48). W ten spos6b

zapisujemy uklad czterech rownan na AX macierzowo:

(Ain) = Ak}eT’!‘(AX) (533)

gdzie macierz A, tym razem przedstawia sie nastepujaco:

Ajerr =
71 — iw — kReag — XIma% —kImas + xRea% — 2x\a1|2 —kRea; —kImaoy
—kImas + YRea? + 2x|a1|? 41 —iw + kReasy + xIma? klma;  —kReaq
kReay —rklImay Yo — tw 0
klmaoy kRea 0 Yo — tw

(5.34)
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Dalsza analiza jest juz zupelnie analogiczna, jak w poprzednim rozdziale, z
tym ze zamiast macierzy A stosujemy macierz Aje,.. Ostatecznie otrzymujemy
wiec réwnania:

(AX yuAX! ) = S8t + 8,8]
= (MaAlzelrrMa - I) (MaAggrlrMa - I) + MaAl:eerM%Ach;‘lrMa
(5.35)

przy czym macierze S,, S, zdefiniowane sa jak w (4.50) i (4.51). Macierz ko-
relacji ¥ wyznaczamy z (4.59). Podobnie, na podstawie elementéw tej macierzy,
wyznaczamy wartosci stopnia nieseparowalnosci Z oraz stopnia paradoksu EPR
€, uprzednio sprowadzajac je do postaci normalnej. Procedura ta niczym zu-
pelnie nie rézni sie od przedstawionej pod koniec czeéci 4.3.

5.4 Analiza wynikow

W celu poréwnania wynikéw w przypadkach obecnosci (x # 0) i nieobecnosci
(x = 0) efektu Kerra, analiza zostala przeprowadzona dla tych samych wartosci
parametréw, co w przypadku generacji drugiej harmonicznej w rozdziale
poprzednim. Dla wygody czytelnika, przepiszemy je w tym miejscu: y1, = 1,
Y1p = 0.01, 79, = 10, 79 = 0.1, kK = 1 oraz w = 0. Pola zewnetrzne zostaly
przedstawione w takich samych granicach, tzn. dla of € [—~0.03,0.03] oraz
ad € [-2,2] (przy czym of, ad oznaczaja znormalizowane amplitudy tych pol -
patrz réwnania (4.73)-(4.74), (4.75) i (4.76)).

Wyniki zostaly przedstawione na kilku kolejnych rysunkach (patrz rysunki
5.1, 5.2, 5.3 i 5.4), osobno dla stopnia nieseparowalnosci, osobno dla stopnia
paradoksu EPR. W kazdym z przypadkéw wyznaczamy miary splatania dla
roznych wartoéci parametru x, czyli réznej sily efektu Kerra w stosunku do
wartosci sprzezenia drugiej harmonicznej k. Pierwszy z rysunkow jest zawsze
powtdrzeniem z poprzedniego rozdzialu, poniewaz dla y = 0 wszystkie row-
nania sprowadzaja sie¢ do réwnan drugiej harmonicznej. Kazdy kolejny przed-
stawia wartos$ci miary splatania przy wzrastajacym x. Z rysunkéw mozna wys-
nué nastepujace wnioski: dla maltych wartoéci parametru x splatanie wizualnie
wzrasta w dolnej czesci rysunku. Wzrost ten jest niewielki i wynika z faktu, ze
zmienia si¢ granica migdzy obszarami ,w fazie” i ,nie w fazie” z analizy gener-
acji drugiej harmonicznej (choé¢ okreslenia te nie sa juz poprawne w przypadku
obecnosci efektu Kerra, gdyz tam wszystkie rozwiazania sa ,,nie w fazie”). Dalej,
przy zwigkszaniu x, splatanie coraz bardziej zanika.

Nasuwa sie pytanie, skad efekt obnizania splatania przy obecnosci cztonu
Kerrowskiego?  Pewne bardzo heurystyczne wyjadnienie mozna otrzymac
rozwazajac prostszy model hamiltonianu Kerra bez rezerwuaru, drugiej har-
monicznej i pol wejsciowych, z jednym modem:

H = hwa'a + %X(eﬂ)?a? (5.36)

Wtedy réwnanie ruchu w obrazie Heisenberga bedzie mialo nastepujaca
postac:
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ozg (mod drugiej harmonicznej)

ocg (mod drugiej harmonicznej)

Rysunek 5.1:

i
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03

af (mod podstawowy)

b)

-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03

af (mod podstawowy)

Wyniki dla a) x = 0; b) x = 0.02

[dB]

[dB]

Wartosci stopnia EPR w przypadku obecnoéci efektu Kerra.
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ag (mod drugiej harmoniczne;j)
=

! i
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 [dB]

a¢ (mod podstawowy)

d)

ag (mod drugiej harmonicznej)

-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 [dB]

af (mod podstawowy)

Rysunek 5.2: Wartosci stopnia EPR w przypadku obecnodci efektu Kerra (c.d.
poprzedniego rysunku). Wyniki dla ¢) x = 0.05; d) x = 0.1
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ag (mod drugiej harmonicznej)
=)

| |
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 [dB]

af (mod podstawowy)

b)

ag (mod drugiej harmonicznej)

-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 [dB]

af (mod podstawowy)

Rysunek 5.3: Wartodci stopnia nieseparowalnosci w przypadku obecnoéci efektu
Kerra. Wyniki dla a) x = 0; b) x = 0.02
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Rysunek 5.4: Wartoéci stopnia nieseparowalnosci w przypadku obecnoéci efektu
Kerra (c.d. poprzedniego rysunku). Wyniki dla ¢) x = 0.05; d) x = 0.1
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d
2= —iwd — ixa'a® (5.37)

To réwnanie daje sie scatkowaé. Mozna pokazaé (najprosciej poprzez pod-
stawienie do réwnania) ze jego rozwiazaniem jest:

&(t) — efiwtfixdffztd(o)
= e~ 4(0) (5.38)

gdzie

QO=w-—yala (5.39)
Otrzymujemy wiec réwnanie z czesto$cia w postaci operatorowej, jednak nie

to jest najwazniejsze. Zwroémy uwage, ze przy przejsciu do granicy klasycznej

otrzymamy:

Q=w—x|a]? (5.40)

Oznacza to, ze mozna interpretowaé¢ obecnosé efektu Kerra w granicy klasy-
cznej jako pojawienie sig¢ odstrojenia od czestosci w. Odstrojenie to nie jest
state i zalezy od wartosci modulu «, tym niemniej w stanie ustalonym jest
state i niezerowe. Poniewaz, jak juz pisaliSmy, odstrojenie od czestosci rezona-
tora zawsze wiaze si¢ z ostabieniem efektéw kwantowych, moze by¢ to powdd
zmniejszenia sie stopnia splatania w obecnosci efektu Kerra.
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Rozdziat 6

Analiza splatania przy
generacji drugiej
harmonicznej w obrazie
Schrodingera (réwnania

Fokkera-Plancka)

Dotychczasowa analiza splatania w nieliniowym o$rodku generujacym druga
harmoniczng przeprowadzana byta przy uzyciu obrazu Heisenberga i réwnan
Langevina, czyli formalizmu, w ktérym operatory podlegaja ewolucji czasowej,
a wartosci érednie i korelacje liczone sg w stanie poczatkowym. Dzigki temu
mozliwe bylo zastosowanie nastepujacych narzedzi obliczeniowych:

e Formalizmu wejscia-wyjscia — uzyty zostal, aby znalezé relacje miedzy
polem zewnetrznym, a polem wewnatrz rezonatora; polegal na odpowied-
nim zdefiniowaniu operatoréw wejsciowych i wyjsciowych, co pdzniej naty-
chmiast prowadzito do relacji migdzy nimi. Wykorzystano tutaj operatory
szumu pojawiajace sie w réwnaniach Langevina, wigzac je wladnie z dzi-
alaniem pol zewnetrznych.

e Wyznaczenia macierzy spektralnej poprzez zastosowanie transformaty
Fouriera do wszystkich operatorow. Warto zauwazy¢, ze niejawnie zostaly
tutaj uzyte dwuczasowe funkcje korelacji. Mianowicie, jesli transformate
operatora Z(t) zdefiniujemy jako:

- 1 > - —twt
Z(w) = \/—2?/700 (t)e "'dt (6.1)

to iloczyn transformat dwoch operatoréw przyjmie postac:

Fw)h(w) = % / dt / dt' & (t)j(t e~ @) (6.2)
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Wziecie wartosci $redniej po lewej stronie spowoduje, przy wykorzystaniu
liniowosci operatoréw calkowania, ze po prawej stronie pod catka pojawia
sie $rednie postaci (Z(t)y(t')), czyli dwuczasowe funkcje korelacji.

Naturalnym jest pytanie, czy podobnej analizy nie mozna by przeprowadzié¢
rowniez w obrazie Schrodingera, a je$li tak — czy wniostaby cos nowego.
Sprobujemy w tym rozdziale pokazaé, ze na oba pytania da sie odpowiedzieé¢
pozytywnie. Bedzie trzeba uporaé sie jednak z dwoma wymienionymi wyzej
problemami — mianowicie, jak polaczy¢ to co sie dzieje wewnatrz rezonatora
z polem wewnetrznym, skoro z réwnan w obrazie Schrodingera (réwnan master
i Fokkera-Plancka) znikaja operatory rezerwuarowe (sa ,wysladowane”), oraz
jak liczyé dwuczasowe funkcje korelacji, skoro same operatory nie podlegaja
ewolucji czasowej.

6.1 Roéwnania ruchu na kumulanty

Analiza bedzie opierala si¢ na réwnaniach ruchu opisujacych kumulanty,
tzn. korelacje miedzy zmiennymi, w tym przypadku do drugiego rzedu wlacznie
[40]. Nie bedziemy wiec rozwiazywaé réwnania Fokkera-Plancka celem uzyska-
nia ewolucji funkcji rozkladu, sprébujemy natomiast wyznaczyé wartosci ko-
relacji, co faktycznie sprowadzi rownanie czastkowe do uklad réwnan zupelnych.
Oczywiscie, mozliwe byloby uzycie kumulant wyzszych rzedow, tym niemniej
skomplikuje to znacznie réwnania i opis ukladu [39].

Roéwnania na kumulanty moga zostaé¢ wyprowadzone zaréwno z réwna-
nia master, jak i z rownania Fokkera-Plancka, jednak w obu przypadkach
konieczne bedzie dodatkowe zalozenie. W tym miejscu, dla wygody czytel-
nika, przytoczymy ponownie oba réwnania (2.41) i (2.44), przy czym zalozymy
na potrzeby pracy, ze pompujace pola koherentne €1, €3 sa rzeczywiste, tzn.
€] = €1, €5 = €9, ze stan rezerwuaru jest stanem prézni fotonowej (nq = ng = 0),
pole pompujace jest dopasowane do czestosci rezonatora (w, = w) oraz ze oper-
atory sa w obrazie oddzialywania:

0 . K. b R o R o
ap = 5[6“12@2 —a?ag,p] +61[aJ{ _a17p] +62[a2 _a2>p]
+ 71 (2a1pa] — alanp — palan)
+ 72(2a0pith — afasp — palas) (6.3)
% Plar,a) 1 ra2)P(ar, 02)}
- a1, = — 1 — €1 — RO a1,
ot 1,2 Doy Y10 1 102 1, (2
0 N X
t 5o {(maj — e — kanaz)Pag, az)}
aq
+ 0 {( @ +Ha2)P(a ! )}
9 e B
Do Y202 2 51 1, Q2
a * R 42
+ Gaz {0208 — 2+ gai)Plas, )}

1 0? 12, .
T 5507 (roePlon a2l F 55 trasPlarao)) - (64)
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Sposdb wyznaczania réwnan na kumulanty pokazemy na przykladzie.
Przyjmijmy, ze chcemy np. wyznaczy¢ réwnanie na korelacje (dq,az). Ko-
rzystajac z definicji:

(a1,a2) = (a1G2) — (G1)(az2) (6.5)

wyznaczamy pochodng czasowa, uzywajac wzoru na pochodna iloczynu, jako:

—{a1,a2) = - (a1G2) — (a1)— (a2) — (a2) -, (a1) (6.6)

W zaleznosci od tego, z jakiego réwnania chcemy wyznaczy¢ ewolucje cza-
sowa kumulant, postepujemy w dwojaki sposéb:

e W przypadku rownania master pochodne poszczegolnych elementow wyz-
naczamy korzystajac z definicji, tj.:

d . . d o s
$<a1a2> = aTr{alagp} = Tr{aia0p} (6.7)

gdzie ostatnie réwnanie wynika z faktu, zZe operatory w obrazie
Schrodingera sa niezalezne od czasu (jako symbolu pochodnej w ostatnim
réwnaniu uzyto kropki). Nastepnie w miejsce pochodnej macierzy gestosci
p wstawiamy prawg strone réwnania (6.3) i przeprowadzamy stosowne up-
roszczenia uzywajac regul komutacji.

e W przypadku rownan Fokkera-Plancka pochodne wyznaczamy przy po-
mocy reprezentacji stanéw koherentnych, mianowicie:

d . . d d
%mlag} = %/alagp(al,ag,t)cﬂalcﬁag = /alagaP(al,ag,t)dQOleZag
(6.8)

Nastepnie w miejsce pochodnej funkcji P(aq,as,t) wstawiamy prawa
strone réwnania (6.4); z pochodnymi po «j,as radzimy sobie calkujac
te czlony przez czedci.

Oczywiscie, powyzsze rozwazania dotyczg wszystkich kumulant, réwniez
tych pierwszego rzedu, tzn. wartosci srednich. Jakakolwiek z tych metod zasto-
sujemy, dojdziemy do nastepujacego zbioru réwnan:
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L) = —(@) + e+ xlalan) (69)

%(dﬁ = —2(G2) + €2 — §<d?> (6.10)
L alim) = ~2m(alan) + x((afPan) + (a3al)) (6.11)
“ahin) = ~2lalin) - X (far) + (@al)) (612)
%<a1a1> = —2vi{@1a1) + x(2(a}a1d2) + (a2)) (6.13)
%<a2a2> = —275(G22) — x{(aTas2) (6.14)
L finin) = —(n +){naa) + X(2(a3a]) — (a) (6.15)
L aln) = ~n + ) alaa) + X (2imalan) — @lad)  (616)

Réwnania na wszystkie pozostate momenty drugiego rzedu da sie otrzymacd
7 powyzszych rownan poprzez sprzezenie rownania lub uzycie regut komutacji
operatorow kreacji i anihilacji. Niestety, po prawej stronie réwnan pojawiaja
sig¢ wyrazy trzeciego rzedu. Aby w pelni rozwiazaé problem, nalezaloby réwniez
napisa¢ rownania na te momenty, ale wtedy po ich prawych stronach pojawityby
sie momenty czwartego rzedu. Ciag ten jest nieskonczony i musimy zdecydowaé
sie na uciecie go na pewnym wyrazie. To jest wtasnie element, ktéry powoduje,
ze metoda ta jest metoda przyblizona.

Przyblizenia dokonuje sie, zakladajac, ze stan ukladu jest stanem gaus-
sowskim (patrz 1.4). Aby uprosci¢ sobie zadanie, zapiszemy go w reprezen-
tacji zmiennych (a1, af, as,a3), a nie — jak poprzednio — w reprezentacji
(Reas, Imag, Reas, Imas). Nowa reprezentacja pozwoli latwiej uzyskaé intere-
sujace nas kumulanty. Nie pominiemy rowniez wartosci srednich przy zapisie
stanu gaussowskiego, co wiecej zapiszemy go od razu za pomocs, funkcji charak-
terystycznej Wignera:

X (ag, @p) = e 3% Dactinta (6.17)

gdzie:
a = (a1,0f,02,03) (6.18)

jest wektorem zmiennych, a
n=((ar), (al), (az). (b)) (6.19)

jest wektorem wartosci $rednich. Macierz korelacji ¥ w reprezentacji takich
zmiennych przyjmuje nastepujaca postac:

(far,an}) ({ar,al})  {anad)  (fa,a})
- ({al,ar}) ({al,al}) (fal, a2}y ({al,al}) (6.20)
| Wazad) (as,al})  ({as,ao})  ({az,ad}) .
({ab,a1}) ({adal}) ({al, a2}y ({al,al})
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przy czym {Z,§} = %(55@ + §Z) oznacza symetryczny porzadek operatoréw.
Momenty dowolnych rzedéw mozna wyznaczy¢ korzystajac z réwnosci:

8n+m+p+q
At\namAT\paq — (s)
(@iraralya}) = srraramamaraagt @), s

(6.21)
Poniewaz w definicji funkcji charakterystycznej stanu gaussowskiego wys-
tepuja tylko momenty pierwszego (Srednie) i drugiego rzedu (elementy macierzy
kowariancji), wszystkie wyzsze momenty mozna wyrazi¢ poprzez momenty do
drugiego rzedu wlacznie. W ten sposéb jesteSmy w stanie pozby¢ sie wszystkich
momentéw trzeciego rzedu z réwnan (6.9)-(6.16). Proces ten jest obliczeniowo
zmudny, stad przedstawiamy tylko koncowe rezultaty. Wprowadzajac oz-
naczenia:

& = (ai) (6.22)
B; = (a},a;) (6.23)
Biy = (al,as) (6.24)
C; = (as, ) (6.25)
Crz2 = (a1, a2) (6.26)

mozemy uklad réwnan (6.9)-(6.16), przy wyrazeniu momentéw trzeciego rzedu
za pomocg momentéw rzedu drugiego, przedstawié w nastepujacej postaci [40,
39):

él = —m& + e+ x(§& + Bia)
€o = —Yabo + 3 — g({% +Ch)

(

(

By = =2y B1 + X(Bia&1 + B1aéi) + x(Ciéa + C163) (
By = —2v3Bs — x(B12&} + Biy61) (6.30

C1 = —2v1C1 + 2x(C12€} + B1&2) + x&o (

Cy = =270 — 2xC12&s (

Cia = —(71 +72)Chz2 + x(Biaba — C1€1 + Ca}) (

Bis = —(71 +72)Bi2 + X(C1285 + &1B2 — £1By) (

Dzieki tym réwnaniom jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wszystkie korelacje do
drugiego rzedu. Dokonujemy tego, numerycznie calkujac réwnania (metoda
Runge-Kutty-Gilla). Analiza wynikéw [40] wskazuje réznego typu rozwiazania
— punkty stale, cykle graniczne, atraktory chaotyczne. Jednak przy doborze
parametréw, dla ktérych bedzie testowana ta metoda, zmienne zawsze trafiaja
do punktu stalego odwzorowania. Mozna wiec przyjaé, ze od pewnego mo-
mentu wszystkie kumulanty pozostaja stale, a ich wartosdci jesteémy w stanie
numerycznie wyznaczyc¢.
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6.2 Dwuczasowe funkcje korelacji i macierz
spektralna

Przygladnijmy sie réwnaniu (6.2), opisujacemu iloczyn transformat dwéch
operatoréow. Biorac warto$¢ sredniag po obu stronach réwnosci i odejmujac
iloczyn érednich, otrzymamy:

69w = o= [ d [artaaene e (o)

W szcezegdlnosci, jesli (&(t),§(t')) jest stacjonarne, tj. zalezy tylko od 7 =
t' — t, po modyfikacji zmiennych i wykonaniu jednej z calek (otrzymujac delte
Diraca) dostaniemy:

(#(w),gW)) = /(i‘(t)7 gt + T))@fwlfdﬂ;(w +w') (6.36)

Jesli pod z i § podlozymy wszystkie kombinacje operatoréw &1,&1,&2,&2
(oznaczajac je wspdlnie jako wektor @) i wycalkujemy réwnanie pozbywajac sie
jednej z czestosci i delty Diraka, otrzymamy ogdlny wzér na macierz korelacji
spektralne;:

S(w) = / (@(t),a” (t +7))e " dr (6.37)

Istotnym elementem dalszej analizy bedzie wprowadzenie rézniczkowych
réwnan stochastycznych. Mozna pokazaé [18, 31], ze réwnanie Fokkera-Plancka
o ogblnej postaci:

d 0
Pt = =3 5 (il )P, 1))

D (B(ﬂ% t)B" (, t)) P(z,t)  (6.38)

ij
mozna sprowadzi¢ do stochastycznego réwnania rézniczkowego:

@ — Ala.t) + B B() (6.39)

przy czym E(t) to zmienne losowe (fluktuujace sily) spelniajace warunek:

(Ei()E; (1) = 6(t =) (6.40)

Roéwnania te nie beda tutaj wyprowadzone, gdyz wykracza to poza temat
tej pracy. Wyprowadzenie to opiera sie o zastosowanie tzw. regul Ito. Zaintere-
sowanych odsytamy do [18].

Oczywiscie, réwnanie (6.39) jest niezwykle trudne do rozwiazania z uwagi
na dowolna postaé wektoréw A(x,t) oraz B(x,t). W pracy tej zastosu-
jemy powyzsze réwnania do bardzo szczegdlnego przypadku problemu generacji
drugiej harmonicznej. Korzystajac z réwnania Fokkera-Plancka (6.4) jestesmy
w stanie otrzymaé¢ odpowiednie réwnania stochastyczne:
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@:e + kol oy — yr0n + VRan By () (6.41)
i 1 102 — Y101 2447 .
daj ' ' i
o —at Kool —y1a] + £/ kol By (t) (6.42)
do K
7; =€ — 504% — Y2002 (6.43)
dosd K 19
7; =€y — 50& — ’ygoz; (6.44)

przy czym «, aj nie sg sprzezone zespolono, ale sa to dwie niezalezne zespolone
zmienne losowe. Oczywiscie, nieprzypadkowo réwnania te sa bardzo podobne
do rownan Langevina. Aby rozwiaza¢ interesujacy nas problem, dokonamy lin-
earyzacji tych rownan:

da

~— =Aa+ BE 6.45
g = Aet (6.45)

przy czym o« = (al,oﬂ;, s, a;) oraz:

-7 Koy KOj 0

ks =71 0 ko
A= ko 0 vy 0 (6.46)
0 —kai 0 —m
jest macierza dyfuzji, zas:
Koo 0O 00
T 0 kay 0 O
BBT = 0 0 0 0 (6.47)
0 0 0 0

jest macierza dryftu. W tym przypadku mozna pokazaé [31, 18], ze dwuczasowe
funkcje korelacji w stanie stacjonarnym, (ca(t)a® (t + 7)), spelniaja nastepujace
réwnanie rézniczkowe:

d

dr

Uzywajac tego réwnania, mozna pokazaé¢, ze normalnie uporzadkowana
macierz korelacji spektralnej (6.37) wyraza sie nastepujacym wzorem [31]:

(a(t),a’ (t+71)) = —Ala(t), o (t + 7)) (6.48)

2 (9): (w) = (A+iw) N (Ala(t), al (1)) +{a(t), T (1)) AT) (AT —iw) ! (6.49)

Zauwazmy, ze w ten sposéb, jesli znamy poczatkowa warto$¢é macierzy
(a(t),a®(t)), linearyzujac proces, jesteémy w stanie wyznaczyé¢ macierz spek-
tralng. Poczatkowa warto$é tej macierzy mozemy wziaé z wynikow wyliczen z
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poprzedniego podrozdziatu (wyznaczanie wartosci kumulant), gdyz jest to po
prostu macierz korelacji w dziedzinie czasowej.

Pozostaje jeszcze jeden problem — w jaki sposéb wyrazi¢ macierz korelacji
spektralnej zewnetrznych moddéw pola? Dotychczas udalo sie ja wyznaczy¢ dla
modéw wewnatrz rezonatora. Z pomocg przychodzi tutaj formalizm wejscia-
wyjécia [9, 31]. Mozna pokazaé, ze miedzy dwuczasowymi korelacjami modéw
wewnatrz i na zewnatrz zachodza nastepujace relacje:

@>

(@] g (), .00t (t)) = A5 (a1 (1), a5 (t)) (6.50)
<di,out(t)7dj,0ut(t/)> = V'VZ'YJ< ai(t), a;(t ) i# (6.51)
(Gi,0ut (1), @5,0ue (1)) = 775 (@i(max(t, '), a;(min(t,t'))) i=j (6.52)

Wszystkie pozostate korelacje mozna uzyska¢ z powyzszych poprzez sprzeze-
nie i relacje komutacji. Powyzsze relacje nie beda dowiedzione, gdyz wymagaja
uprzedniej analizy formalizmu wejscia-wyjscia. Czytelny dowdd znajduje sie w
[31]. Przy wyprowadzaniu tych réwnan uzywa sie zalozenia, ze pole wejsciowe
jest w stanie koherentnym.

Uzywajac (6.50)-(6.52) jesteSmy w stanie natychmiast podaé sposéb
obliczenia normalnie uporzadkowanej macierzy korelacji spektralnej pola wyjs-
ciowego : Sous:

(: Sout: )ij = V(8 )ij (6.53)

6.3 Poréwnanie wynikéw

Analize przeprowadziliémy dla takich samych parametréw, jak w rozdzialach
poprzednich, ktére dla wygody przypomnimy: 71, = 1, v15 = 0.01, vo, = 10,
vop = 0.1, kK = 1 oraz w = 0. Pola zewnetrzne zostaly przedbtawione w takich
samych granicach, tzn. dla af € [-0.03,0.03] oraz ad € [-2,2] (przy czym
af,ad oznaczaja znormalizowane amplitudy tych pél - patrz réwnania (4.73)-
(4.74), (4.75) i (4.76)). Wyniki zostaly przedstawione na rysunku 6.1 (stopien
EPR) oraz na rysunku 6.2 (stopien niesaprowalnoéci), wraz z wynikami z rozdzi-

alu (4), w celu poréwnania. Wnioski wyplywajace z rysunkéw sg nastepujace:

e Udalo sie odtworzy¢ wyniki przy uzyciu obrazu Schrédingera z duza
doktadnoscia. Pokazuje to, ze rézne metody doprowadzily do bardzo
podobnych rezultatéw, co zdaje sie potwierdzaé wiarygodno$é wynikow.

e Roéznice sa spowodowane przede wszystkim innymi wartosciami zmien-
nych aq,as w przypadku metody kumulant. Jest to spowodowane uzy-
ciem przyblizenia drugiego rzedu (gaussowskiego) w przeciwienstwie do
metody z rozdziatu 4, gdzie zostaly one wyznaczone z rownan klasycznych.
Sugeruje to wieksza dokladno$é¢ metody kumulant, tym niemniej:

e W przypadku metody kumulant uzyte zostaly dwa przyblizenia przy wyz-
naczaniu spektralnej macierzy korelacji: przyjecie koherentnego stanu
Swiatla wejSciowego oraz linearyzacja rownan stochastycznych. Lepsze
rezultaty daloby rozwiazanie réwnan stochastycznych w sposéb w petni
og6lny, numerycznie.
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Rysunek 6.2: Wartosci stopnia nieseparowalnoéci w zaleznoéci od sity pél pom-

pujacych af i ad.
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Trudno wiec jednoznacznie okresli¢, ktéra z metod data wynik blizszy rzeczy-
wistemu. 7 pewno$cig jednak ich podobienstwo w obu przypadkach sugeruje
wiarygodnosé otrzymanych rezultatow.

Dosy¢ interesujaca analize stanowia rysunki 6.3, 6.4 i 6.5. Wszystkie one sa
roznicami miedzy dwoma innymi wykresami. Rysunek 6.5 wskazuje na réznice
w ramach metody kumulant miedzy dwoma rozpatrywanymi miarami. Taki
rysunek juz mieliSmy w przypadku metody w rozdziatach poprzednich. Nowos-
cia sa natomiast rysunki 6.3 oraz 6.4. Pokazuja one réznice dla danej miary,
miedzy dwoma podejsciami, czyli doktadnie wskazuja, co sie zmienilo przy za-
stosowaniu podejécia opartego na kumulantach w obrazie Schrodingera. Kolor
czerwony wskazuje, ze metoda linearyzacji daje silniejsze splatanie, niz metoda
kumulant, kolor niebieski — odwrotnie. Okazuje sie, ze najwieksze réznice po-
jawiaja sie dla obszaru niestabilnego (u géry rysunkéw) oraz ,nie w fazie” (na
dole rysunkéw). Wynika to jednak przede wszystkim z faktu, ze w tych ob-
szarach mamy do czynienia z dwoma rozwiazaniami (dwa rozwiazania stabilne
w obszarze bistabilnym, natomiast w obszarze na dole rysunku sa to wspoélist-
niejace rozwiazanie ,w fazie” oraz ,nie w fazie”). Réznice wynikaja w znacznym
stopniu z nastepujacego powodu: w przypadku metody linearyzacji w obra-
zie Heisenberga (opisanej w rozdzialach wczesniejszych) zawsze wybieraliSmy
rozwiazanie, ktére wskazywalo najwieksze splatanie (sposréd dwéch wspolist-
niejacych). W przypadku metody kumulant rozwiazanie zalezy od przyjetych
warunkéw poczatkowych (symulujemy je w koncu numerycznie), stad w za-
leznosci od punktu uktad zbiega do jednego z dwoch punktéw statych, nie zawsze
do tego samego, co powoduje widoczne réznice, poniewaz drugie z rozwiazan
wykazuje zwykle mniejszy stopien splatania. W przypadku srodkowej czesci ry-
sunku (dla —1 < ad < 1) réznice nie sa juz tak chaotycznie rozlozone i wydaja
sie troche mniejsze.
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Rysunek 6.4: Wartosci stosunku stopnia nieseparowalnoéci w przypadku wyz-
naczania w formalzmie Heisenberga i Schrodingera.
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Podsumowanie

W niniejszej pracy poréwnano dwa rodzaje opiséw oddzialywania Swiatta z
nieliniowym o$rodku znajdujacym sie w rezonatorze. Z jednej strony, kwantowe
réwnania Langevina (obraz Heisenberga) pozwalaja, przy linearyzacji réwnan,
w stosunkowo prosty sposéb wyznaczy¢ spektralne macierze korelacji swiatta
zaréwno w rezonatorze, jak i wydostajacego sie na zewnatrz. Na tej podstawie
jestesmy juz w stanie wyznaczy¢ miary splatania, takie jak stopien nieseparowal-
nosci czy stopien paradoksu EPR. Niebagatelng role odgrywa tutaj formalizm
wejscia-wyjscia, pozwalajacy odniesé to co sie dzieje w rezonatorze, do tego, co
do rezonatora wpada i z rezonatora wychodzi.

Z drugiej strony, uzycie réwnania master 1 Fokkera-Plancka (obraz
Schrodingera) umozliwia dokladniejsze wyznaczenie korelacji pierwszego i
drugiego rzedu poprzez zastosowanie przyblizenia gaussowskiego, czyli wykracza
poza zwykle wyznaczenie wartosci $rednich z réwnan klasycznych. Trudnos$é po-
jawia sie jednak w przypadku liczenia spektralnej macierzy korelacji, do ktorej
wyznaczenia potrzebne sa dwuczasowe funkcje korelacji, tatwiejsze do operowa-
nia w obrazie Heisenberga. Udaje sie je jednak uzyskaé, znajdujac réwnanie
ruchu, jakie spelniaja przy linearyzacji macierzy dyfuzji, za macierz poczatkowsa
obierajac macierz powstala w wyniku przyblizenia gaussowskiego. Co wiecej,
wyniki dotyczace $§wiatta wychodzacego z rezonatora otrzymane sa przy zaltoze-
niu, ze Swiatlo wejsciowe jest ciagle w stanie koherentnym.

Wyniki w obu przypadkach sa do siebie zblizone. Sugeruja, ze za pomoca
procesu generacji drugiej harmonicznej da sie uzyskaé stany o duzym stop-
niu splatania, w szczegdlnoéci na granicy obszaréw réznego typu rozwiazan
— na granicy tej rozwiazania rownan klasycznych zmieniaja swoje wladciwosci
(pojawiaja sie bifurkacje i réznice w fazie miedzy polem pompujacym i gen-
erowanym w rezonatorze). Obie miary splatania w ogdlnoéci wskazuja sile
splatania podobnie, chociaz przy doktadniejszej analizie réznia si¢ nieznacznie
od siebie w pewnych przypadkach. Analiza ta wymagalaby prawdopodobnie
poswiecenia wiekszej uwagi w przysztosci.

Pojawienie si¢ efektu Kerra okazalo si¢ negatywnie dziala¢ na sile splatania
stanéw w analizowanym obszarze przestrzeni parametréw. Niewielki jego wzrost
obserwowany jest jedynie przy matlej wartosci stalej Kerra, prawdopodobnie
na skutek zmiany granic jakosciowo réznych rozwiazan. Przedstawiono pewne
bardzo heurystyczne wyjaénienie spadku sily splatania, cho¢ trudno powiedzie¢,
czy oddaje ono pelnie powodéw wystepowania tego zjawiska.

Praca jest tylko zalazkiem mozliwej analizy. Widaé szereg kierunkow, w
jakich analiza ta mogtaby sie rozwina¢. Ponizej przedstawiamy mozliwosci dal-
szych badan:
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e Znacznie dokladniejsza analize umozliwiloby pelne numeryczne rozwiazy-
wanie stochastycznych réwnan roézniczkowych. — Pozwolitoby ono na
dokladne przesledzenie ewolucji zmiennych stochastycznych opisujacych
uktad i umozliwitoby doktadne wyznaczenie dwuczasowych macierzy ko-
relacji i macierzy spektralnej. Bylaby to dobra weryfikacja wynikéw
uzyskanych w tej pracy za pomoca metod przyblizonych. Jest to chyba
najwazniejszy kierunek badan, jaki mozna by podjac.

e Mozliwe byloby dokladniejsze zbadanie efektéw zachodzacych dla innych
parametrow. Zestaw parametréw, ktorym postugiwano sie w pracy, zostal,
w celach poréwnawczych, wziety z [21]. OdpowiedZ na pytania, jak wygla-
daja miary splatania dla innych wartosci tych parametréow, lub jak na nie
wplywa w tym przypadku efekt Kerra, istotnie polepszylaby nasza wiedze
o tych procesach. Dodatkowo, mozna by pokusi¢ sie o numeryczna opty-
malizacje parametréw tak, aby otrzymaé ostatecznie stany o najwickszej
sile splatania. Oczywiscie, nalezaloby sie w tym wypadku zastanowi¢ nad
odpowiednim kryterium optymalizacji — czy mialaby to byé po prostu
jak najwieksza miara splatania (a jesli tak — to ktéra?), czy moze $rednia
wartos¢ splatania na pewnym obszarze? Mozliwosci technik optymaliza-
cyjnych (takich jak klasyczne algorytmy gradientowe przy pozyskaniu gra-
dientu optymalizowanej funkcji poprzez analize rownan, lub nowoczesne
algorytmy takie jak np. algorytmy genetyczne) pozwolilyby na wyznacze-
nie takich warunkéw, przy ktorych uzyskaliby$my stany najbardziej spla-
tane.

e Potrzebne byloby rozpatrzenie innych miar splatania dla zmiennych
ciaglych, takich jak entropia splatania czy negativity. Pozwoliloby to na
szerszy wglad w splatanie stanéw i analize poréwnawcza réznych miar,
szczegblnie wazng i istotna dla malo zbadanego przypadku zmiennych
ciaglych.

e Doktadniejszej analizy wymagalyby takze uzyskane juz wyniki pod wzgle-
dem relacji miedzy stopniem nieseparowalnosci i stopniem EPR. Czgsciowo
na te pytania odpowiada praca [5], tym niemiej nadal istnieje tutaj pole
do badan.

e W calej pracy, w celu uproszczenia analizy, rozwazane byty tylko stany
ustalone (punkty stale). W ogdle nie poruszono tematu rozwiazan ni-
estabilnych, chaotycznych, choé¢ wiadomo, ze w przyblizeniu gaussowskim
takie rozwigzania istnieja [39, 40]. Duzym wyzwaniem bylaby analiza
splatania takich stanéw i odniesienie warto$ci miar do wspdlczynnikéw
znanych z dynamiki nieliniowej, takich jak np. wykladniki Lapunova.

Nieliniowe zjawiska optyczne, w szczegdlnosci generacja drugiej harmon-
icznej i efekt Kerra, okazaly si¢ by¢ znakomitymi Zrédlami splatanych stanéw
pola. Mozliwoéci generowania standéw o praktycznie dowolnie silnym splataniu,
przy odpowiednim doborze parametréw, czynia z tych zjawisk wazne narzedzie
przy realizacji protokolow i algorytmoéw kwantowego przetwarzania informacji.
Jest wiec uzasadniona nadzieja, ze nieliniowe efekty optyczne moga grac istotng
role przy konstrukeji komputera kwantowego.
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