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Rozdziat 1

Wstep

W ostatnich dekadach, w jednym z podstawowych nurtéw informatyki,
sztucznej inteligencji, dalo sie zauwazyé¢ dazenie ku systemom uczacym sie, nie
wymagajacym wprowadzania duzych iloéci wiedzy. Systemy takie powinny na
podstawie dostarczanych im danych same odkryé, jaki jest najlepszy sposoéb do-
tarcia do wzorcéw ukrytych w danych, czyli do wiedzy. Wyodrebnila sie nawet
poddziedzina sztucznej inteligencji, zwana maszynowym uczeniem sie, zajmu-
jaca sie rozwojem technik uczenia sie i budowa systeméw uczacych sie [23].

W ramach teorii uczenia si¢, wyjatkowo wazna role pelni uczenie indukcyjne.
Polega ono na uogdélnieniu otrzymanych danych wejéciowych poprzez wygenero-
wanie z nich i odpowiednie przedstawienie pewnej wiedzy, nazywanej hipotezq.
Wiedza ta umozliwia wyjasnienie danych poczatkowych oraz predykcje przy-
sztych danych. Do tworzenia i opisu hipotez wykorzystuje sie tzw. pojecia, czyli
zbiory obiektow przypisanych z powodu pewnych cech wspélnych do tej samej
klasy. Przynalezno$¢ do pojecia wykazuje cechy zwrotnosci, symetrii i przechod-
niosci, z matematycznego punktu widzenia pojecia sa wiec klasami abstrakcji
relacji réwnowaznosci, dokonujacej podzialu zbioru obiektéw. Bardzo czesto
termin pojecie zastepowany jest terminem klasa, co prowadzi do nazwania po-
wyzszych zagadnien problemami klasyfikacyi.

Pierwszym problemem, na jaki napotykamy w teorii uczenia si¢ indukcyj-
nego, jest znalezienie odpowiedniego sposobu reprezentacji wygenerowanych hi-
potez. Zaproponowano bardzo wiele podejsé do tego zagadnienia, uzywajac
struktur takich jak drzewa decyzyjne, reguly, sieci bayesowskie, skupienia, pre-
dykaty logiczne a nawet wagi na potaczeniach miedzy sztucznymi neuronami
[3]. Wymienione sposoby reprezentacji mozna ocenia¢ rozwazajac przynajmniej
dwa kryteria. Jednym z nich bedzie z pewnoscia trafnoéé klasyfikacji przy sto-
sowaniu utworzonej juz hipotezy do obiektéw, o ktérych nie wiemy, do jakiego
pojecia (klasy) powinny naleze¢. Duzy wplyw bedzie mial tutaj zakres hipotez,
mozliwych do wygenerowania za pomocg rozwazanych struktur, czyli kwestia,
jaka cze$¢ wszystkich mozliwych hipotez stanowia hipotezy, ktére mozna zapi-
sa¢ w jezyku danej reprezentacji (problem ten nazywa sie zazwyczaj obcigzeniem
indukcyjnym).



Précz zdolnosci predykeyjnych systemu w gre wchodzi jeszcze jedno kryte-
rium, czesto majace nawet wieksze znaczenie — wyjasnienie zbioru danych, i
to w mozliwe najprostszy, zrozumialy dla cztowieka sposéb. Niestety, jak pisza
Dubois, Nguyen, Prade i Sugeno [8], te dwa kryteria sa zazwyczaj wzajemnie
przeciwstawne, gdyz im bardziej doktadny i precyzyjny jest model, tym bar-
dziej skomplikowany i trudniejszy jest on do wyjasnienia. Dobrym przyktadem
sg tutaj sieci neuronowe, cechujace sie wysokimi zdolnoscami predykcyjnymi,
ale hipoteza przez nie reprezentowana jest bardzo trudna do wyjasnienia. Po-
dejscie, ktorego glownym celem jest stworzenie jak najdokladniej klasyfikujacej
hipotezy, zwykle jest silniej zwiazane z metodami numerycznymi i modelowa-
niem za pomoca skomplikowanych funkcji, podczas gdy sam system dziata na
zasadzie ,czarnej skrzynki” — wazne jest wylacznie to, aby dawal poprawne wy-
niki, natomiast nikt nie ,zaglada” do jego wnetrzna i nie prébuje zrozumie¢ jego
budowy. W przypadku drugiego podejscia, dla ktérego wazniejsze jest wyjasnie-
nie danych, stosowane sa metody symboliczne, a hipotezy proste sa preferowane
nad skomplikowane. W typowych problemach pojawia si¢ natomiast przetarg
miedzy oboma kryteriami.

Sposobem reprezentacji hipotez, ktory z jednej strony pozwala na klasy-
fikacje z wysoka skutecznoscia, a zarazem jest niezwykle prosty i czytelny w
opisie, sa reguly decyzyjne. Pod ta nazwa kryja sie wyrazenia postaci: ,,JESLI
warunki (przestanki) TO decyzja (konkluzja)”, posiadajace bardzo intuicyjne
dla czlowiek znaczenie. Podejscie regutowe ma swoje korzenie w rachunku pre-
dykatéw i logice formalnej, a same reguly sa zazwyczaj rodzajem implikacji.
Cze$¢ warunkowa reguly (przesltanka) sklada sie najczesciej z koniunkeji poje-
dynczych warunkéw, zwanych elementarnymi (selektoréw). Czesé decyzyjna,
przynajmniej w przypadku regul rozwazanych w obrebie tej pracy, ma postaé
wyrazenia pozwalajacego na klasyfikacje spelniajacego przestanke obiektu. Wy-
razeniem takim jest zazwyczaj przypisanie obiektéw do pewnej klasy (pojecia)
[31].

Podstawowym zadaniem teorii uczenia indukcyjnego jest szukanie jak naj-
lepszych sposobéw generowania hipotez z danych, co w przypadku podejscia
regutowego nazywane jest zwykle indukcjg requl. Dodatkowo, sam zbidér re-
gut moze mieé¢ rézng posta¢é — moze to byé zbidér wyczerpujacy, zawierajacy
wszystkie mozliwe do wygenerowania reguly minimalne, czyli takie, ze biorac
jakakolwiek parg sposréd nich, zadna z regul nie bedzie od drugiej silniejsza (re-
gula silniejsza to regula o stabszej przestance i/lub silniejszej konkluzji). Inna
mozliwo$¢ to wygenerowanie zbioru minimalnego regut minimalnych, czyli ta-
kiego, ktéry wlasciwie klasyfikuje zbiér danych uczacych, a zarazem jakikolwiek
jego podzbior wlasciwy nie posiada juz tej wlasnosci. Niestety, udowodniono
(poprzez transformacje od problemu minimalnego pokrycia), ze problem znale-
zienia minimalnego zbioru regut jest NP-zupelny. Wynika stad, ze nie znamy
(i najprawdopodobniej nie istnieje) algorytmu wielomianowego, ktéry rozwia-
zywalby ten problem. Musimy postugiwaé sie heurystykami lub algorytmami
doktadnymi, ale dziatlajacymi stosunkowo szybko dla rzeczywistych instancji.

Poniewaz nie ma szybkiego algorytmu doktadnego, zaproponowano wiele
heurystycznych algorytméw indukeji regul, z ktérych chronologicznie pierwsze



byly AQ oraz CN2. Spoéréd innych algorytmoéw mozna wymienié¢ réwniez LEM2
oraz jego ulepszong wersje MODLEM. W niniejszej pracy jedynym rozwazanym
algorytmem bedzie, oparte o tzw. macierz dominacji, znajdywanie reduktéw
lokalnych i generacja na ich podstawie regut bazujacych na obiektach [6].

W celu zwiekszenia sity wyrazu podejscia regutowego (i nie tylko regutowego)
w praktycznych zastosowaniach szukano sposobu radzenia sobie z niepewno-
Sciami tkwigcymi w rzeczywistych danych. Sa dwie znane formy rozwiazywania
probleméw z tego typu niepewno$ciami — pomoc nadeszta ze strony szybko roz-
wijajacych si¢ nowych dziedzin: logiki rozmytej oraz teorii zbioréw przyblizo-
nych. Zbiory rozmyte, wprowadzone przez Zadeha [38], pozwalaja radzi¢ sobie
z niedokladnie zdefiniowanymi stanami, niejasno okreslonymi pojeciami, bra-
kiem precyzji w opisie preferencji. Z kolei zbiory przyblizone, zaproponowane
przez Pawlaka [25], pomagaja w analizie danych w przypadku niespdjnosci i
dwuznacznosci. Obie teorie wniosty w ciagu ostatnich lat duzy wktad w rozwdj
dziedziny uczenia indukcyjnego.

Problem rozpatrywany w tej pracy dotyczy zastosowania regut w systemach
wielokryterialnego wspomagania decyzji. Jest to klasa zagadnien, dla ktérych
na podstawie informacji preferencyjnych decydenta, zbioru wariantéw i spojnej
rodziny kryteriow, rozwiazuje sie problem nalezacy do jednej z trzech naste-
pujacych kategorii: klasyfikacji (sortowania), wyboru lub porzadkowania [27].
Klasyfikacja to podzial calego zbioru wariantéw na podzbiory, uszeregowane pod
wzgledem preferencji (na zbidr klas narzucona jest relacja porzadku zupelnego).
Problem wyboru to wyznaczenie podzbioru najlepszych wariantéw. Porzadko-
wanie to znajdowanie relacji pre-porzadku, czesciowego lub zupelnego w zbiorze
wariantéw. Podstawows zmiana w przypadku stosowania regul do wspomaga-
nia decyzji, jest pojawienie sie kryteriéw, czyli atrybutéw ze skala preferencji.
Tym samym nalezy zrewidowaé¢ dotychczasowy sposob reprezentacji i konstruk-
cji regul, przede wszystkim dlatego, ze pojawiaja sie niespéjnosci nowego typu
— zwigzane z wzajemnym dominowaniem sie wariantéw, a nie, jak poprzednio,
wylacznie z ich nierozréznialnodcia (tymi samymi warto$ciami na atrybutach).
Inny rodzaj niespdjnosci pociagnal za soba koniecznosé wprowadzenia modyfi-
kacji do teorii zbioréw przyblizonych, co zaoowocowalo stworzeniem podejscia
do zbioréw przyblizonych opartego na relacji dominacji (ang. Dominance Based
Rough Set Approach — DRSA) [18]. Pozwolilo to na zastosowanie algorytméw
indukcji regut dla danych z relacja porzadku na dziedzinach atrybutéw do roz-
wiazywania problemdw klasyfikacji, a p6zniej réwniez porzadkowania.

Naturalnym rozwinieciem tego podejscia, wraz z zastosowaniem w nim zbio-
réw rozmytych, okazala sie reprezentacja modelu preferencji w postaci requil
gradualnych. Reguly takie maja nastepujaca skladnie: ,JESLI wiarygodnoéé
warunku jest wieksza od «, TO wiarygodno$¢ decyzji jest wieksza od [3”; przez
wiarygodnosé rozumiemy tutaj stopien przynaleznosci do odpowiednich zbioréw
rozmytych. Wykorzystujac wylacznie zaleznosci monotoniczne, nie biorac pod
uwage wartosci liczbowych i odlegtosci na skali, w oparciu o przeksztalcenia za-
chowujace porzadek, zaproponowano [14] nowy sposéb wyznaczania gérnych i
dolnych przyblizen oraz rozmytego wnioskowania. Wszystkie dzialania przepro-
wadzane na zbiorze danych maja miejsce dopiero po uprzednim przeksztalceniu,



dla wszystkich obiektéw z takiego zbioru, wartosci atrybutéw na stopnie przy-
naleznosci do zbioréw rozmytych okreslajacych przynalezo$é do pojeé (zmien-
nych lingwistycznych) utworzonych na atrybutach. Majac semantyczna wiedze
o zmiennych lingwstycznych i znajac monotoniczne zwiazki wiazace je z wiary-
godnoscia decyzji, mozna utozsami¢ te zmienne z kryterium (pojawia sie skala
preferencji).

Niniejsza praca dotyczy wlasnie podejécia do klasyfikacji opartego na regu-
tach gradualnych. Jedng z podstawowych réznic miedzy starszymi modelami,
a modelem regul gradualnych, jest fakt, ze obiekty na wszystkich kryteriach,
lacznie z decyzja, przyjmuja (po przeksztalceniu) wartosci ciagle. Stad mozna
sie spodziewad, ze obiekty o tych samych wartosciach decyzji beda wystepowalty
bardzo rzadko lub nawet wcale. Powoduje to trudno$ci w regulowym opisie
zbioru, ktéry na skutek gestej klasyfikacji staje sie obszerniejszy i trudniejszy
i do interpretacji. Cele pracy, jakie zostaly wytyczone podczas analizy powyz-
szych problemdw, przedstawiaja sie¢ nastepujaco:

1. Zapoznanie si¢ i przeanalizowanie podejécia opartego na regutach gradu-
alnych. Dodatkowo, poniewaz nie istnialo wczesniej oprogramowanie im-
plementujace te metody, napisanie systemu indukcji regut, posiadajacego
podstawowa funkcjonalnosé.

2. Indukcja regul — na podstawie operacji na gérnych i dolnych przyblize-
niach mozna stworzy¢ funkcje (reguly) gradualne, ktére pozwalaja klasyfi-
kowa¢ nowe obiekty poprzez wskazanie minimalnej i maksymalnej wartosci
ich decyzji. Funkcje takie sa jednak jeszcze zbyt malo ogdlne, poniewaz
wyciagaja mozliwie najostrozniejsze wnioski. Pojawia si¢ wiec pomyst
indukcji regul bardziej ogélnych, lepiej wyjasniajacych tablice decyzyjna.

3. Klasyfikacja przy wykorzystaniu odleglosci miedzy obiektami — jesli zmo-
dyfikowaliby$my zalozenia dotyczace wlasnosci skali stosowanej na kryte-
riach przez umozliwienie wiarygodnego wypowiadania sie na temat po-
rownan odlegloéci miedzy obiektami na wszystkich kryteriach i decyzji,
otworzyltoby to ogromne mozliwosci zastosowania réznego rodzaju me-
tod potrzebujacych wlasnosci numerycznych, poczawszy od dyskretyzaciji,
analizy skupien obiektéw, na regresji skonczywszy. Wybrane zostaly dwa
podejécia: opis wciaz za pomocy regul, ale tym razem z mozliwoscig do-
datkowej redukcji zbioru regul poprzez odpowiednik dyskretyzacji, oraz
regresja za pomocy funkcji odcinkami liniowe;j.

W rozdziale drugim przedstawione zostaly zbiory elementy teorii zbioréw roz-
mytych oraz teorii zbioréw przyblizonych, przy czym przy tych ostatnich roz-
patrzono dwa podejscia — klasyczne oraz oparte na relacji dominacji. Trzeci
rozdzial poswiecono opisowi i analizie regul gradualnych. W rozdziale czwar-
tym zamieszczony zostal opis indukcji regul z funkcji gradualnych za pomocy
generowania reduktow lokalnych; pokazano réwniez oryginalny sposéb usuwa-
nia nadmiarowych regut z wyczerpujacego ich zbioru. Piaty rozdzial dotyczy
metod opartych na wlasnosciach numerycznych — z mozliwoscia poréwnywania



odlegtosci. Wprowadzono nowy sposéb redukcji wyczerpujacego zbioru regut,
ale wiekszg czesé rozdzialu zajmuje dokladny opis dwoch metod regresji, po-
zwalajacy dodatkowo utworzy¢ w przestrzeni kryteriow siatke regut z konkluzja
w postaci funkcji liniowej. Ostatni z rozdzialéw stanowi zakoniczenie i podsu-
mowanie pracy.



Rozdziat 2

Elementy teorii zbioréw
rozmytych i przyblizonych

2.1 Logika rozmyta

Logika rozmyta (ang. fuzzy logic) wprowadzona zostala w latach szesciedzia-
tych przez L. Zadeha [38], w celu zastosowania w teorii sterowania, majacej trud-
noéci z rozwigzywaniem rzeczywistych probleméw, z reguly silnie nieliniowych i
opierajacych sie probom stworzenia nawet przyblizonych modeli. Podstawowym
pomystem, odrézniajacym nowe podejscie od klasycznego, byto wykorzystanie
wiedzy ekspertéw, proba pozyskania informacji od ludzi, ktorzy zdobyli ja po-
przez doswiadczenie i czesto postugiwali sie nia intuicyjnie. Zamiast, jak do-
tychezas, budowaé jak najdoktadniejszy model kontrolowanego procesu (zwykle
uktad réwnan rézniczkowych, linearyzowany w celu umozliwienia rozwiazania),
uktadano zwykle, lingwistyczne reguly, opisujace sposéb wnioskowania eksperta
o systemie. Nastepnie, poprzez zastosowanie funkcji przynaleznosci do zbioréw,
przy przeprowadzaniu wnioskowania otrzymywane byty nie tylko lingwistyczne
stwierdzenia, lecz réwniez kryjace sie za nimi wartosci. W ten sposoéb udalo
sie polaczy¢ dwa przeciwstawne kierunku rozwiazywania probleméw: modelo-
wanie (zbudowanie funkeji jak najdokladniej symulujacej dzialanie opisywanego
procesu) oraz wyjasnianie (zbudowanie systemu pozwalajacego odkryé sposéb
dzialania, wiedzg zrozumialg dla ludzi) [8].

2.1.1 Zbiér rozmyty

Logika rozmyta opiera si¢ na pojeciu zbioru rozmytego, czyli zbioru danych
A wraz z funkcja pa: X — [0,1], nazywana funkcjg przynaleznosei, gdyz kaz-
demu elementowi z przestrzeni informacji X przyporzadkowuje liczbe rzeczywi-
sta, okreslajaca w jakim stopniu dany element nalezy do zbioru A [36]. Funkcja
przynaleznosci moze mie¢ dowolny przebieg, jednak z reguly wymagane jest,
aby jej wysokos$é (najwigksza wartosci na zbiorze X) byla réwna 1. Z mate-



matycznego punktu widzenia nastepuje tu rozszerzenie logiki dwuwarto$ciowej
(w ktérej ocena prawdziwosci kazdego stwierdzenia moze przyjaé dwie mozliwe
wartosci: prawde lub falsz) do, wymyslonej przez J. Lukasiewicza juz w latach
dwudziestych, logiki wielowartosciowej (ocena prawdziwosci jest liczba, moze
przyjaé¢ kontinuum wartosci z przedziatu [0,1]).

2.1.2 Operacje na zbiorach rozmytych

Nastepnym krokiem jest przedefiniowanie operacji na zbiorach, aby moz-
liwe bylo zastosowanie ich do zbioréw rozmytych, przy réwnoczesnym zachowa-
niu wszystkich klasycznych wlasnosci [22]. W naturalny sposéb wprowadza sig
funkcje przynaleznosci do —A (negacji zbioru), definiowana jako:

pma(@) =1— pa(z) (2.1)

Niejednoznaczny jest natomiast sposéb konstrukcji funkcji przynaleznosci
dla sumy i iloczynu (cze$ci wspdlnej) zbioréw. Z jednej strony moga mieé one
postac:

paup(z) = max(pua(z), pp(z)) (2.2)
pans(x) = min(pa(z), pp(x)) (2.3)

Jednak réwnie uzasadniona jest takze odmienna definicja:

paus(r) = pa(z) + pp(r) — palz)ps(z) (2.4)
pans(®) = pa(z)pp(x) (2.5)

Mozna tatwo pokazaé, ze wszystkie wymienione funkcje spelniaja wlasnosci
klasycznej sumy i iloczynu zbioréw, a ich wartosci zawierajq sie zawsze w prze-
dziale [0,1]. Definicje 2.4 oraz 2.5 wprowadzaja funkcje bardziej czule na zmiany
oraz szacujace ostrozniej. Niestety, zadne z powyzszych funkcji nie zachowuja
porzadku elementéw, co dyskwalifikuje je w przypadku postugiwania sie wy-
lacznie zaleznosciami porzadkowymi (szerzej w rozdziale 3). Operacja iloczynu
zwana jest zwykle t-normg, a operacja sumy — s-normg.

2.1.3 Relacje rozmyte

W podobny sposéb mozemy potraktowaé klasyczne relacje (bedace, z punktu
widzenia teorii mnogoéci, podzbiorami iloczynu kartezjanskiego), przy czym
mozna do nich stosowaé wyzej opisane operacje na zbiorach. Dodatkowa ope-
racje, ztozenie dwdéch relacji Ro S, gdzie R C X x Y, S CY x Z, definiujemy
w nastepujacy sposob:

HRos (2, 2) = r;leag(min(uzz(x, Y), 1s(y, 2))) (2.6)

przy zlozenie takie nazywane jest zlozeniem typu maz-min. Innym rodzajem
zlozenia jest maz-product, Re S :



pres (v, 2) = max(min(pr(z, y) - sy, 2))) (2.7)

2.1.4 Implikacja, reguly i wnioskowanie

Implikacje A — B mozna zastgpi¢ réwnowaznym logicznie wyrazeniem - AU
B, a nastepnie wyrazié¢ przez relacje R = A x BN —A x B, co pozwala zapisaé
funkcje przynaleznoéci, jako:

pa—p(z,y) = max(min(ua(z), ps(y)), 1 — pa(z)) (2.8)

co okreslane jest jako implikacja Zadeha. Czesto spotykana jest réwniez impli-
kacja Mamdamiego:

pa—p(T,y) = min(pa(r), pe(y)) (2.9)

Termy logiczne, w klasycznej logice przyjmujace wylacznie dwie wartosci
(prawde badz falsz), moga zostaé¢ skojarzone ze zbiorami rozmytymi w taki
sposob, ze stopien prawdziwoéci termu odpowiada funkcji przynaleznosci do
zbioru skojarzonego z takim termem. Wykorzystujac to, mozemy przystapi¢ do
tworzenia reprezentacji regut. Cze$¢ warunkowa reguly sktada sie z koniunk-
cji (iloczynu) warunkéw elementarnych, ktére moga by¢ reprezentowane jako
termy logiczne wyrazone poprzez zbiory rozmyte (prawdziwe dla elementéw,
ktoére naleza do tych zbioréw). Sama regule mozna przedstawié¢ w postaci impli-
kacji. Stad stwierdzeniu, ze regula jest spelniona (ktére traktujemy jako zbiér
rozmyty, do ktérego naleza elementy spelniajace regule), mozemy przypisaé
funkcje przynaleznosci, konstruowana na wyzej opisanych zasadach.

Teraz tatwo mozna wprowadzi¢ do formalizmu rozmytego wnioskowanie de-
dukeyjne (wyciaganie wnioskéw wynikajacych z przeslanek na podstawie impli-
kacji), zaréwno postaci modus ponens, AN (A — B) — B, jak i modus tolens,
-BA (A — B) — —A. Dokonujemy tego poprzez zlozenie relacji — przykla-
dowo, jesli przestanka okreslona jest poprzez funkcje przynaleznosci do pewnego
zbioru rozmytego A’, a regule traktujemy jako relacje R, to konkluzja B’ réw-
niez jest zbiorem rozmytym, przy czym B’ = A’ o R. Dzigki temu nie tylko
reguly maja posta¢ rozmyta, lecz rowniez w naturalny sposéb wprowadza sie
rozmyte przestanki. Tworzy to bardzo dobre narzedzie do modelowania, nawet
silnie nieliniowych, systeméw [35, 37].

Logika rozmyta, dzigki potaczeniu w naturalny i intuicyjny sposéb $wiata nu-
merycznego z symbolicznym, zdobyla duza popularnosé i licznych zwolennikéw,
a takze doczekala sie zastosowania w rozwiazywaniu rzeczywistych problemdw
sterowania. Zdobyta sobie réwniez silna pozycje w badaniach teoretycznych
dotyczacych szeroko pojetej sztucznej inteligencji.
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2.2 Klasyczna teoria zbioréw przyblizonych

Teoria zbioréw przyblizonych, zaproponowana na poczatku lat osiemdzie-
siatych przez Z. Pawlaka [25], jest narzedziem matematycznym pozwalajacym
radzi¢ sobie ze zbiorami danych zawierajacymi niespdjnosci. Wynikaja one ze
skoniczonej rozdzielczodci jezyka opisu danych z pewnego zbioru uniwersalnego
U. Dokladniej, w rzeczywistych przypadkach mamy do czynienia z opisem za
pomoca skoniczonej ilosci atrybutéw, z ktérych kazdy ma dziedzine o skonczonej
mocy (przestaje byé to prawda w przypadku atrybutéw o wartosciach liczbo-
wych, gdzie dziedzina moze by¢ nieskonczona lub nawet nieprzeliczalna, ale
istnieja metody przeksztalcenia takiego zbioru na zbiér o skoniczonej liczbie ele-
mentéw — tzw. dyskretyzacja). Moéwimy, ze wiedza ma strukture ziarnista
(granularna), gdyz na skutek opisu za pomoca skohczonej ilosci informacji, re-
lacja nierozréznialnosci (do ktérej naleza pary obiektéw opisane tymi samymi
warto$ciami na wybranych atrybutach) dokonuje podziatu (partycji) zbioru da-
nych U na klasy abstrakcji, zwane zbiorami elementarnymi, w obrebie ktorych
elementy sa nierozrdznialne, gdyz ich opis za pomoca dostepnej wiedzy jest taki
sam.
W przypadku, gdy wyodrebnimy ze zbioru atrybutéw A dwa podzbiory —
atrybutéw decyzyjnych D oraz atrybutéw warunkowych C'; zbiér obiektow opi-
sany w ten spos6b nazywany jest tablica decyzyjna. Mozna dokonaé¢ za po-
moca obu zbioréw podzialu U na klasy abstrakcji (zbiory C-elementarne i D-
elementarne). Jesli kazdy ze zbioréw C-elementarnych zawiera si¢ w jakims
zbiorze D-elementarnym, mamy do czynienia ze zbiorem spoéjnym, w przeciw-
nym przypadku pojawia sie niespojnosé¢, ktéra mozna interpretowaé¢ w naste-
pujacy sposob: zbiér wartosci na atrybutach warunkowych C' nie wystarcza do
jednoznacznego ustalenia wartoéci na zbiorze atrybutéow decyzyjnych D, tzn.
nie istnieje funkcja f: C' — D opisujaca zbiér obiektéw z tablicy decyzyjnej.

2.2.1 Tablica informacyjna i tablica decyzyjna

7Z formalnego punktu widzenia, definiujemy tablice informacyjng jako upo-
rzadkowana czworke IT = (U,Q,V, f), przy czym U, Q,V # () oraz skoficzone,
gdzie U jest zbiorem obiektow, () — zbiorem atrybutow, V' — zbiorem wartosci
atrybutéw, V = quQ Vg, Vq jest dziedzing atrybutu ¢, natomiast f: UxQ — V
jest funkcja zupelna taka, ze f(z, q) € V, dla kazdego ¢ € Q, x € U, zwana funk-
cja informacyjna [30].

Jedli dokonamy podzialu zbioru atrybutéw @ na dwa podzbiory — atrybu-
téw warunkowych C' i decyzyjnych D, Q@ = C U D, C N D = (), tablice taka
nazywamy decyzyjng i oznaczana przez DT. Stosunkowo czesto D jest zbiorem
jednoelementowym, tzn. D = d [33].

2.2.2 Relacja nierozréznialnosci, goérne i dolne przyblize-
nie

Zdefiniujmy relacje binarna Ip w nastepujacy sposéb [26]:
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Ip ={(z,y): Vg € B f(z,q9) = f(y.0)} (2.10)
Relacje ta nazwiemy relacjg nierozréznialnosci (ang. indiscernibility rela-
tion), gdyz naleza do niej pary elementéw, ktére nie réznig sie na zadnym atry-
bucie ze zbioru B. Jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, jest wiec relacja
réwnowaznosci, a tym samym indukuje podzial (partycje) zbioru U, oznaczany
U/Ip, przy czym klasy abstrakcji nazywane sa zbiorami B-elementarnymi i
oznaczane B(z).
B-dolne i B-gorne przyblizenie pewnego zbioru X C U, oznaczamy odpo-
wiednio przez B(X), B(X) i definiujemy w sposéb nastepujacy:

B(X)={reU: B(z) C X} (2.11)
B(X)={zeU: B(zx)NX # 0} (2.12)

Interpretacja powyzszych zbiorow jest nastepujaca: do gérnego przyblizenia
naleza wszystkie obiekty, nalezace do zbiorow elementarnych, w obrebie ktorych
wystepuje przynajmniej jeden element ze zbioru X (stad, skoro sa z nim nie-
rozréznialne, istnieje przestanka, Swiadczaca o mozliwosci przynaleznosci takich
obiektéw do X). Z kolei dolne przyblizenie sklada si¢ z obiektéw, ktorych cate
klasy abstrakcji zawieraja sie w X (co pozwala nam stwierdzié, ze z pewnoscia
naleza do X). Zachodzi B(X) C X C B(X), a réznice miedzy B-gérnym i B-
dolnym przyblizeniem nazywamy B-brzegiem i oznaczamy przez BNp(X). Jesli
brzeg jest pusty, zbiér X nazywamy spdjnym, w przeciwnym przypadku X jest
zbiorem przyblizonym.

W szczegblnodei, majac tablice decyzyjna, rozpatrujemy podzial U/Ix oraz
U/Ip = {Cl1,Cls,...,Cl,} 1 wyznaczamy wartosci C-gérnych i C-dolnych
przyblizen dla wszystkich zbioréw Cl;, tzn. C(CI;) oraz C(Cl;)

2.2.3 Jakosé klasyfikacji, redukt
Jakos¢ klasyfikacji definiujemy jako:

ZXeU/IR |P(X)
U]
Powyzszy wspdlczynnik okresla zdolnos$é opisu przez zbiér P podziatu indu-
kowanego przez zbiér R. Zazwyczaj przyjmujemy R = D oraz P C C. Méwimy,
ze tablica decyzyjna DT jest spdjna, gdy v(C, D) = 1.
Reduktem dla tablicy decyzyjnej nazywamy kazdy zbiér P C C spelniajacy
nastepujace warunki:

+(P,R) = (2.13)

v(P,D) =~(C, D) (2.14)
v(P',D) <~(P,D) YP CP (2.15)

Warunek (2.14) nazywany jest warunkiem spdjnodci, natomiast (2.15) —
warunkiem minimalnosci. Redukt, zdefiniowany w ten sposéb, jest wiec mi-
nimalnym podzbiorem atrybutéw warunkowych, dla ktérych nie spada jakosé
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klasyfikacji. Nie jest to najogdlniejsza definicja reduktu (poréwnaj np. z [33]),
ale wystarczajaca do dalszych rozwazan.

Reduktem lokalnym [31] dla obiektu « nazywamy minimalny zbiér atrybutéw
r(z) C C spelniajacy warunek:

vlyy = xlpy VyeU (2.16)

Oznacza to, ze obiekty nierozréznialne z x za pomoca zbioru atrybutéw r(z)
nie moga naleze¢ do réznych klas; innymi stowy, zbidr r(z) jest wystarczajacy (a
zarazem minimalny) do odréznienia obiektu x od wszystkich obiektéw z innych
klas.

2.2.4 Reguly decyzyjne

Jedli zastosujemy pewien algorytm indukcji regut do dolnych przyblizen klas
decyzyjnych, mowimy, ze otrzymane reguly sa pewne, w odréznieniu od indukcji
z dolnych przyblizeh — w takim przypadku o regutach mowimy, ze sa mozliwe.
Rozpatruje sie réwniez reguly wygenerowane dla brzegow klas, czyli dla przy-
ktadéw nie majacych jednoznacznie okreslonej wartosci atrybutu decyzyjnego
(tzw. reguly przyblizone), co z kolei prowadzi do przedstawienia czesci decyzyj-
nej takich regul postaci alternatywy (lub podzbioru) kilku mozliwych wartosci
atrybutu decyzyjnego.

Dla wszystkich atrybutéw a; € C' oraz dla kazdego obiektu =z € U, powyzej
opisane reguly przyjmuja nastepujaca postac:

e reguly pewne:

jezeli f(ai,x) = rq, A flaz,x) =14y, A...0 flap,x) =14, to x € Cl;
(2.17)

e reguly mozliwe:

jezeli f(ay,x) =ra, A faz,x) =7Tay Ao A flap, @) =1q,

to = moze naleze¢ do Cl (2.18)
e reguly przyblizone:

jezeli f(ay,x) =ra, A flaz, ) =7Tay Ao A flap, @) =14,

tox C{Cly,...,Cl,} (2.19)

Przy generowaniu regul, wyznaczaniu reduktéw i innych algorytmach do-
tyczacych tablicy informacyjnej znajduje zastosowanie macierz rozréznialnosci,
ktora definiujemy dla zbioru P C C jako:

13



M(P) = {§(z,y): z,y € U} (2.20)
gdzie

0(z,y) ={a € P: ~xl,y} (2.21)

czyli na pozycji (z,y) znajduje sie podzbiér atrybutéw ze zbioru P, na kté-
rych obiekt = i y maja rézne wartosci. Zauwazmy, ze M(P) jest macierza
symetryczna oraz na przekatnej ma zbiory puste.

2.3 Podejscie do zbioréw przyblizonych oparte
na relacji dominacji

Jesli dziedzine danego atrybutu mozna uporzadkowaé pod wzgledem prefe-
rencji, atrybut taki nazywaé¢ bedziemy kryterium. Jest to dodatkowa informa-
cja dotyczaca obiektéw z tablicy decyzyjnej, ale réwniez dodatkowe potencjalne
zrédto niespéjnoéci. Klasyczna teoria zbioréw przyblizonych nie bierze pod
uwage skali preferencji, poniewaz oparta jest na relacji nierozréznialnosci [16].
Moze pojawié sie sytuacja, w ktorej obiekt o wartosciach na wszystkich kry-
teriach wyzszych od wartosci obiektu y zostanie mimo to zakwalifikowany do
klasy nizszej (gorszej), gdyz byl od obiektu y rozréznialny. Stad pojawil sie
pomyst zastapienia relacji nierozréznialnosci relacjg dominacji; nowa metodo-
logia zostala nazwana podejsciem do zbioréw przyblizonych opartym na relacji
dominacji (ang. Dominance-Based Rough Set Approach, DRSA) [16, 18, 17].

2.3.1 Relacja dominacji, dolne i gérne przyblizenie

Rozpatrzymy przypadek, w ktorym zbiér atrybutéow warunkowych C' sktada
z kryteriéw, przy czym mozna zdefiniowaé¢ wzgledem kazdego kryterium ¢ €
C relacje przewyiszania (ang. outranking relation) S, na zbiorze U, majaca
wlasnosci preporzadku zupelnego, przy czym xS,y oznacza, ze obiekt x jest co
najmniej tak dobry jak y wzgledem kryterium ¢. Relacje dominacji Dp (ang.
dominance relation) na zbiorze P C C definiujemy w nastepujacy sposéb:

xDpy < Vg€ P xS,y (2.22)

Relacja dominacji jest zwrotna i przechodnia. Zdefiniujemy zbiér P-
dominujacy jako D} (z) = {y € U : yDpz} oraz zbiér P-zdominowany jako
Dy(z) = {y € U : «Dpy}. Zbiory te zastapig klasyczne granule (zbiory P-
elementarne).

Rozwazmy zbiér X C U oraz dwa zbiory X2 C U oraz XS C U zawierajace,
précz zbioru X dodatkowo obiekty odpowiednio bardziej lub mniej preferowane
od obiektéw rozwazanego zbioru. Mozemy teraz przedefiniowaé¢ B-dolne i B-
gorne przyblizenie, tym razem definiowane dla zbioréw X= i XS:
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B(X?)={r € U: D}(z) C X7} (2.23)

B(x?)= |J D) (2.24)
reEX>

B(XS)={zr e U: Dy(z) C XS} (2.25)

B(xS)= |J Dp) (2.26)

Zwréémy uwage, ze rozpatrujemy dwa gorne i dwa dolne przyblizenia zwig-
zane z kazdym zbiorem (dla dwéch kumulacji klas) z powodu utraty symetrii
przez relacje dominacji. B-brzegiem, oznaczanym przez BNp(X), nazywamy
réznice miedzy B-gérnym i B-dolnym przyblizeniem.

Zalézmy ponadto, ze rodzina zbioréw zbioréw Cl = {Cly,Cls, ..., Cl,} jest
partycja zbioru U na uporzadkowane klasy decyzyjne, przy czym kazdy obiekt
nalezy do dokladnie jednej klasy, a obiekty z kazdej Cls sa preferowane nad
obiekty z klasy Cl; o ile s > t. Dodatkowo zdefiniujemy zbiory odpowiadajace
skumulowanym klasom decyzyjnym: Cl? = US% Cl oraz C’lf = Usgt Cls.
Wtedy przy pomocy zbioru kryteriéw C' mozemy utworzy¢ goérne i dolne przy-
blizenia dla takich kumulacji: C(CI7), C(CI7), C(CIY) oraz C(CIY).

2.3.2 Jakos¢ klasyfikacji, redukt

Przedefiniowaé nalezy rowniez pojecia jakosci klasyfikacji, mianowicie:

U = Ucr,ec1 BNp(CFF)|
U

Wspélezynnik ten mowi, jaka czesé sposrdéd wszystkich obiektéw jest po-
prawnie (jednoznacznie) zaklasyfikowana.

Pojecie reduktu jest analogiczne do przypadku klasycznego podejscia do
zbioréw rozmytych (podrozdzial 2.2.3), natomiast redukt lokalny rozpada sig
na dwa rodzaje: lokalny dominujacy (r*(z), dla z € CI7) i lokalny zdomino-
wany (r~ (), dla z € CIS) [5]. Oba musza by¢ minimalne w sensie zawierania,
a zdefiniowane sa dla w nastepujacy sposdb:

v(P,Cl) =

(2.27)

Yy € CIS | YDyt ()T (2.28)

Yy € C’li_1 1Dy ()Y (2.29)

2.3.3 Reguly decyzyjne

Podobnie, jak w przypadku klasycznym, wyrézniamy reguty pewne, mozliwe
i przyblizone. Ze wzgledu na brak symetrii relacji dominacji wyréznia sie jednak
. . .. , >
rodzaje regut. D-regula, wyindukowana z kumulacji klasy w gore Cl7 ma
postaé:
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jezeli (f(q1,2) =71g) A ... A(f(gr,z) =7,.) to x € CI7 (2.30)

Z kolei D¢-reguta, wyindukowana z kumulacji klasy w dé? le ma postac:

jezeli (f(qi,x) <rg)A...A(flgr,x) <rg.) toz € Cls (2.31)

Natomiast przyblizona Ds<-regula, wyindukowana z B(CISs) N B(ClZt),
s < t, ma postac:

Jjezeli (f(Q17-73) > TQ1> AN (f(qkam> 2 qu) A (f(Qk+17-'L') < Tq;c+1) A
AN (flgrz) <rg)tox eClyU...UCL (2.32)

Macierz dominacji, ktéra definiujemy dla zbioru P C C, ma postac:

D(P) = {6 (x,y): x,y € U} (2.33)
gdzie:

6= (z,y) = {qg € P: 2S,y} (2.34)

Zwr6émy uwage, ze macierz D(P) nie jest symetryczna.
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Rozdziat 3

Reguly gradualne

3.1 Wprowadzenie

Termin reguly gradualne pojawia sie juz w artykutach Dubois i Prade [7, 9]
i dotyczy typu regul rozmytych, odpowiadajacym stwierdzeniu: ,im bardziej
x jest A, tym bardziej y jest B” lub ,im bardziej z jest B, tym mniej y jest
B”, gdzie x i y sa obiektami, a A oraz B — zbiorami rozmytymi. Taki spo-
s6b sformutowania regul narzuca warunek monotonicznosci na zaleznos¢ miedzy
przestanka a konkluzja reguly tak, aby wzrost przynaleznosci x do A odpowia-
dal zawsze réwnoczesnemu wzrostowi (spadkowi) przynaleznosci y do zbioru B.
Jesli przez pa(x) i pp(z) oznaczymy miary przynaleznosci obiektu x do wy-
mienionych zbioréw, zwykle regute gradualna mozna zapisa¢ w postaci: ,,jesli
pa(z) = o, to ug(z) = a” lub jedli pa(x) = a, to pp(x) < o”

S. Greco, M. Inuiguchi i R. Stowinski przedstawili nowe podejscie do opisu
danych za pomoca regul gradualnych, bazujace, oprocz logiki rozmytej, rowniez
na teorii zbioréw przyblizonych [14, 15, 13]. Reguly tam rozpatrywane sa ogdl-
niejsze od typowych regul gradualnych, maja bowiem postaé: ,jedli pa(x) > «,
to up(x) = 7 (pozytywny zwiazek) lub ,jesli pa(z) = «a, to pp(z) < 57 nega-
tywny zwiazek). Poprzez zastosowanie regul o takiej postaci zbiér danych moze
zostaé opisany opierajac sie przede wszystkim o pojecie monotonicznosci. Tym
samym podstawowg role pelni tu relacja porzadku elementéw na skali preferen-
cji kryteriow. Co wiecej, podstawowym zalozeniem metodyki jest pelna rezy-
gnacja z uzywania wartosci liczbowych, jakie przyjmuja obiekty na kryteriach,
czyli rezygnacja z porownywania odlegloéci miedzy obiektami. Motywacja do
takiego podejscia jest fakt, ze stwierdzenia postaci: ,,obiekt x nalezy do zbioru
X dwukrotnie bardziej prawdopodobnie niz obiekt y” dla czlowieka sa malo
znaczace, a w niektérych przypadkach nie maja wrecz sensu. W ten sposob
funkcje przynaleznosci, mimo numerycznego charakteru, przechowuja jedynie
informacje porzadkowe i tylko na nich mozna oprzeé¢ pédzniejsze ich przetwa-
rzanie i wnioskowanie, co prowadzi do rezygnacji z typowych t-norm i s-norm
stosowanych w przetwarzaniu rozmytym. Rzeczywiscie, porzadek wynikéw po
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zastosowaniu klasycznych t- i s-norm zmienia sie przy zmianie wylacznie war-
todci argumentdéw, a zachownaniu porzadku miedzy nimi[14].

3.1.1 Reguly decyzyjne z monotoniczng zaleznoscig mie-
dzy przestanka a konkluzjg

Reguly gradualne cechuje monotoniczna zalezno$¢ miedzy czeécia warun-
kowg a decyzyjng. Tym samym rozwazane reguly beda mialy posta¢, podkre-
slajaca ta ceche:

e regula dolnego przyblizenia z pozytywnym zwigzkiem (LP-regula): ,jesli
warunek X ma wiarygodno$é C(X) > «, to decyzja Y ma wiarygodnosé
cy) =g

e regula dolnego przyblizenia z negatywnym zwigzkiem (LN-regula): ,jesli
warunek X ma wiarygodnosé C(X) < a, to decyzja Y ma wiarygodnosé
cly)=py

e regula gérnego przyblizenia z pozytywnym zwigzkiem (UP-regula): ,jesli
warunek X ma wiarygodno$é C(X) < a, to decyzja Y moze mieé wiary-
godnosé C(Y) < 57

o regula gornego przyblizenia z negatywnym zwigzkiem (UN-regula): ,jesli
warunek X ma wiarygodno$¢ C(X) > a, to decyzja Y moze mie¢ wiary-
godnos$é C(Y) < 3.

Powyzsze sformulowania mozna reprezentowac za pomoca uporzadkowanych
trojek, odpowiednio: (X,Y, fT), (X,Y, f7), (X,Y,g") oraz (X,Y,g7), gdzie
funkcje f*, f=, g%, ¢g7: [0,1] — [0,1] wyrazaja zalezno$¢ miedzy wiarygodno-
Sciag X, a wiarygodnoécia Y. Stad, uzywajac powyzszych funkcji, mozna zapisaé
reguty w sposéb nieco bardziej formalny:

e LP-regula: ,jesli warunek X ma wiarygodnos$é C'(X) > «, to decyzja ma
wiarygodno$é C(Y) = 8= fT(a)”;

e LN-regula: ,jesli warunek X ma wiarygodno$é¢ C(X) < a, to decyzja ma
wiarygodno$¢ C(Y) > 8 = f~(«)”;

e UP-regutla: ,jesli warunek X ma wiarygodno$é C(X) < a, to decyzja ma
wiarygodno$é¢ C(Y) < B =g*(a)”;

e UN-reguta: ,jesli warunek X ma wiarygodnosé C(X) > «, to decyzja ma
wiarygodno$é C(Y) < =g (a)”.

Zwroéémy uwage, ze sktadnia powyzszych regut jest podobna do sktadni regut
D? oraz DS (opisanych w czeéci 2.3.3), indukowanych z dolnych i gérnych
przyblizen kumulacji klas [16]. Analogie miedzy oboma podejéciami sa silne i
beda widoczne w dalszym opisie.
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3.1.2 Rozszerzenie na reguly z wieloma przestankami

Powyzsze reguly maja cze$¢ warunkowa, ktora sktada sig z pojedynczej prze-
stanki, co utrudnia ich praktyczne zastosowania. Wprowadzono [15] naturalne
uogdlnienie na reguty z wieloma warunkami (przestankami):

o reguly dolnego przyblizenia (L-reguly):
Hjesliz € Xgl z wiarygodnoécig C’(XJI) Za, Nz € XZ»T2 z wiarygodnoscig
C(X,L) Zap, N...Nx € XiTT z wiarygodnoécia C(XiTT) = a; A
x € X}l z wiarygodnodcia C’(le) <oy N € in z wiarygodnoscia
C’(in) Sap AN...ANxE X}S z wiarygodno$cia C’(X}S) < oy,
to € Y ma wiarygodno$é C(Y) = 8= f(auy, .- Qs @y oo, 05, ).

e reguly gdrnego przyblizenia (U-reguly):
Hjesliz € X; z wiarygodnodcig C’(XJI) <a, Nz € XZ»T2 z wiarygodnoscig
C(XZL) <a, N...ANTE XiTT z wiarygodnoscig C(XiTT) <oy A
x € X}l z wiarygodnodcia C(le) > oy N € in z wiarygodnoscia
C’(in) Zap, N AT E X}S z wiarygodnoscia C’(X}S) > oy,
to € Y ma wiarygodno$é¢ C(Y) < B =g(a;,, ..., ., Qjy,...,05,).

Przez le oznaczamy rozmyte wartodci atrybutéw bedace w pozytywnym

zwiazku z decyzja Y, natomiast przez Xil1 — rozmyte wartosci atrybutéow w
zwigzku negatywnym. Poniewaz oba typy zbioréw rozmytych wystepuja w czesci
warunkowej, rozréznienie funkcji f(-) na f*(-) i f~(-) oraz funkcji g(-) na g™ (-)
i g~ (-), staje sie zbedne.

3.2 Podejscie rozmyto-przyblizone do indukcji
regul

W przedstawionych powyzej regulach pojawia sie pojecie wiarygodnosci
spelniania warunku X przez obiekt z, réwnoznaczne z wartoécia funkcji przyna-
leznosci obiektu x do zbioru rozmytego X . Poprzez zdefiniowanie odpowiednich
funkcji przynalezno$ci jesteSmy w stanie przeksztalci¢ oryginalng tablice de-
cyzyjna w tablice zawierajaca stopnie przynaleznoéci obiektéw na atrybutach.
Przyjmujac opis zbioru za pomoca regut z zaleznoscia monotoniczna, musimy
réwnoczesnie przyjaé¢ pewien kierunek preferencji dla kazdego zbioru rozmytego
opartego na kazdym z atrybutéw, co oznacza, ze stopnie przynaleznosci do zbio-
réw opartych na atrybutach maja charakter kryteriéw. Tym samym mamy do
czynienia z niespéjnosciami podobnego typu, jak w przypadku DRSA (punkt
2.3). Nalezy zapewnié, aby obiekt x lepszy globalnie od obiektu y (tzn. o
stopniach przynaleznoéci do zbioréw X1 wiekszych, niz y, a o stopniach przy-
naleznoéci do X' mniejszych, niz y) mial nie mniejsza warto$é wiarygodnogci
decyzji Y w L-regultach oraz nie wieksza w U-regutach.
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3.2.1 Przypadek dla regul z jedng przestanka

Przypadek regul z jedng przestanka, czyli przypadek z jednym kryterium jest
duzo przejrzystszy od przypadku wielokryterialnego. Przyjmijmy, ze ux: U —
[0,1] i py: U — [0,1] sa funkcjami przynaleznosci odpowiednio do zbioru X
opartego na atrybucie warunkowym i zbioru Y opartego o decyzje. Dla zwiazku
»im bardziej x jest X, tym bardziej y jest Y definiujemy dolne przyblizenie Y
oparte na informacji o X jako zbiér rozmyty App™ (X,Y), a funkcje przynalez-
noéci do tego zbioru dla kazdego obiektu x € U jako:

plApp™(X,Y), 2] = inf {uy(2)} (3.1)
z€U:px (2)2px (v)

W przypadku, gdy istnieja obiekty x,z € U takie, ze ux(x) < ux(z) i
réwnoczesnie puy = p podczas gdy py < p, mamy do czynienia z niespdjnoécia.
Jednak, wykorzystujac wiedze o X oraz pozytywna zalezno$é miedzy X i Y,
mozemy powiedzieé, ze obiekt x nalezy do zbioru rozmytego Y, nie powodujac
niespéjnosci, z wiarygodnoécia p < u[App™ (X,Y), z].

Podobnie, gérne przyblizenie Y oparte na informacji o X definiujemy jako
zbidr rozmyty rm+ (X,Y), a funkcje przynaleznosci do tego zbioru dla kazdego
x € U jako:

——t
plApp (X,Y),x] = sup {py ()} (3.2)
z€Upx (2)<px (@)

Ponownie, w przypadku niespdjnosci dla obiektéow x i z, wykorzystujac
wiedze o X oraz pozytywna zaleznosé¢ miedzy X i Y, obiekt z nie powo-
dowalby niespdjnosci nalezac do zbioru rozmytego Y z wiarygodnoscia w >

—t
plApp (X,Y),z].

Podobnie mozemy zdefiniowa¢ dolne i gérne przyblizenie Y oparte na infor-
macji o X dla zwiazku ,im bardziej x jest X, tym mniej y jest Y”, jako zbiory
rozmyte App~ (X,Y) i App (X,Y) o funkcjach przynaleznosci:

u[App™ (X,Y), 2] = ZGU:“Xigg@X (1){uy(2)} (3.3)
ulApp (X,Y),z] = sup {uy (2)} (3.4)

2€U:pnx (2)Z2px ()

Miedzy przyblizeniami zachodza relacje:

——+
plApp™ (X,Y), 2] < py (z) < p[App (X,Y), 2] (3.6)
odpowiadajace zwigzkom zachodzacym w klasycznej teorii zbioréw przyblizo-
nych [26].
Gorne i dolne przyblizenia pozwalaja na znajdywanie pewnych i przyblizo-
nych regul decyzyjnych o postaci opisanej w punkcie 3.1.1. Utworzenie takich
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Rysunek 3.1: Przykladowy zbiér danych oraz funkcje dolnego i gérnego przy-
blizenia — f*(-) (linia przerywana) i g™ (-) (linia kropkowana)

regul jest réwnoznaczne z utworzeniem funkcji f(-), f=(-), g7 (-) oraz g~ (-),
ktére definiujemy w nastepujacy sposob:

fra) = L {u[App* (X,Y), 2]} (3.7)

Fl@)= swp  {u[dpp (X,Y),a]} (3.8)
z€U:px ()2«

g @)= inf  {u[App (X,Y)a]} (3.9)

zeU:ipx (z)2a

g ()= inf  {u[App (X,Y),z]} (3.10)
z€U:px (z)<a

Przyktadowy zbior danych, dla ktorego zachodzi pozytywna zaleznos¢ mie-
dzy wiarygodnoscia X, a wiarygodnodcia Y, oraz funkcje f7(-) i g*(-) zostalty
przedstawione na rys. 3.1.

Ponownie pojawia sie analogia do DRSA. Zauwazmy, ze funkcje f*(-), f~(-),
g7 (+) oraz g (-) spekliaja podobng role, co (odpowiednio) dolne przyblizenie
kumulacji klas w gore, dolne przyblizenie kumulacji klas w dét, oraz gorne przy-
blizenie kumulacji klas w gére i w dét.

21



3.2.2 Przypadek dla regul z wieloma przestankami

Powyzsze rozwazania da sie oczywiscie uogdlni¢ na reguly o wielu warun-
kach, czyli problem wielokryterialny. W takim przypadku dolne przyblizenie Y
oparte na informacji o XJI, . ,XJT, le, . ,les definiujemy jako zbiér rozmyty
App(le, e ,XZ-TT, le, . ’Xyi ,Y), ktérego funkcja przynaleznoscei dla kazdego
obiektu = € U réwna jest:

plLAPP(XL s XX XYl =i [y (2) (3.11)

gdzie dla kazdego x € U, D'(x) jest niepustym zbiorem definiowanym nastepu-
jaco:

pix, () VX5, € {X] . XA

x, (@) ¥Xn €{X],..., X} }}. (3.12)

J10°

D'(x) = {2 € U: px, (2)
/\H’Xh(z)

n Vv

Zbiér D'(x) jest odpowiednikiem zbioru D*(x) (punkt 2.3) w przypadku
podejécia do zbioréw rozmytych opartego na dominacji (DRSA). Tym samym
D'(x) moze by¢ interpretowany jako zbiér wszystkich obiektéw dominujacych
obiekt x. Stad powyzsza definicja przynaleznosci do dolnego przyblizenia do-
tyczy niespdjnosci zachodzacych w przypadku, gdy obiekt z dominuje obiekt
x, a zarazem wiarygodno$é przynaleznosci z do Y (decyzji) jest mniejsza, niz
wiarygodnos¢ przynaleznosci x do Y.

Podobnie, gérne przyblizenie Y oparte na informacji o XJI, e ,XJ",

! ! L iy T x 1 1oyl I
X, X definiujemy jako zbiér rozmyty App(Xy 5. Xy, Xie- 7XjS,Y),

ktorego funkcja przynaleznosci dla kazdego obiektu x € U réwna jest:

u[App(X;, . ,XiTT, le, . ,leS,Y),x] = sup [uy(2)] (3.13)
z€D!(x)
gdzie dla kazdego x € U, D}(x) jest niepustym zbiorem definiowanym nastepu-
jaco:

L XA

DY(x) = {z € U: px, (2) < pix, () VX € {X]
> px, (x) VXp € {X],..., X . (3.14)

/\#’Xh (Z)

Zbiér D (z) jest odpowiednikiem zbioru D~ (z) znanego z metodyki DRSA,
stad D!(z) moze by¢ interpretowany jako zbiér wszystkich obiektéw zdomino-
wanych przez obiekt x.

Podobnie, jak w przypadku jednokryterialnym, zachodzi zwiazek:

M[App(XiTl"' '7X1.’Xj1""7X‘}57Y)7x] g MY(J:) g

A YT T l 1
< plApp(X; s X, L XG0 XY, 7 (3.15)
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Poniewaz w definicji dolnego i goérnego przyblizenia wystepuja zaréwno
zbiory, dla ktérych wiarygodnos$é¢ znajduje sie w pozytywnym zwiazku z decyzja
Y (XZ-TI), jak i zbiory z wiarygodno$cia w negatywnym zwiazku z Y (X Z-il), wiec
nie rozréznia sie dwéch gérnych i dolnych przyblizen, App™ (X,Y), App~ (X,Y),
TW+(X, Y)iApp (X,Y), tak jak to bylo w przypadku jednokryterialnym.

Reguly (funkcje) przyjmuja w tym przypadku nastepujaca postaé:

fla) = up ){u[App(XiTl,...,XJT7X}1,...,X]i,Y),x}} (3.16)
zeD! (x
— Ao X T T l 1
gla) = Iengf(a){,u[App(Xi17 ces X X ,XjS,Y),.Z‘]} (3.17)
gdzie a = [y, ..., ., ¢y, ..., ;] reprezentuje punkt w przestrzeni kry-

teriéw.

3.2.3 Zasada maksymalnej ostroznosci

Definicje (3.16) i (3.17) nie sa jedynymi mozliwymi definicjami funkeji f(-) i
g(-) — mozna je zdefiniowaé¢ do$é¢ dowolnie. Wymaga sie jedynie, by spelnialy
pewne zalozenia dotyczace spojnosci, mianowicie:

e dla kazdego a € [0,1]""%, dla wszystkich obiektéw x € U, takich ze x €
D!(a) musi zachodzié:

T T 1 l
fla) = ,u[App(Xil,...,XZ-T,le,...,XjS,Y),J:] (3.18)

gla) < N[TW(XJI,...,XJT,X}I, . 7st,y),x] (3.19)

e dla kazdego a € [0,1]""%, dla wszystkich obiektéw = € U, takich ze = €
D'(a) musi zachodzié:

flo) <plApp(X] ... X! X} XY, a] (3.20)

J1?

gla) = ,u[App(XiT17 .. 7XZ-TT,lel, - 7X}S,Y)7 x] (3.21)

Kazda regule (funkcje) spelniajaca powyzsze warunki, nazwiemy poprawng.
Dodatkowo, aby znalezé konkretna postaé¢ reguly, definiuje sie [15] pojecie
ostroznoéci: w przypadku dwoch L-regul, f(-) jest bardziej ostrozna, niz f'(-),
gdy dla kazdego e € [0,1]""* zachodzi f(a) < f'(cx). Podobnie, dla dwoch
U-regul, g(-) jest bardziej ostrozna, niz ¢'(-), gdy dla kazdego o € [0,1]"+*
zachodzi g(a) > ¢'(a). Powyzszy warunek méwi, ze ostrozniejsza regula to
taka, ktéra wyciaga bardziej konserwatywne wnioski z danych. Innymi stowy,
najostrozniejsza reguta szacuje wartoéci w taki sposéb, aby wyciaga¢ jedynie w
pelni uzasadnione przez dane wnioski i nic ponadto.

Mozna pokazaé, ze reguly zdefiniowane w (3.16) i (3.17), sa regutami moz-
liwie najbardziej ostroznymi.
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3.2.4 Wyznaczanie wiarygodnosci przynalezno$ci obiek-
tow do dolnych i géornych przyblizen

Mozna przyjaé, ze dla rzeczywistych problemow i zbioréw danych, zbior
obiektow U ma skonczona licznosé. Tym samym, jesli liczba obiektéow jest
skoficzona, w réwnaniach (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.11) i (3.13) mozna za-
stapi¢ szukanie kreséw dolnych i gérnych (sup i inf) szukaniem najwiekszych
i najmniejszych elementéw w zbiorze (max i min), co czyni problem latwiej-
szym do implementacji. W tym wypadku, aby wyznaczy¢ wiarygodnosé dolnego
przyblizenia dla danego obiektu x, rozwazamy wszystkie obiekty dominujace x
(tacznie z samym z), czyli nalezace do zbioru D'(x). Szukana wartoécia be-
dzie najwieksza wartos¢ wiarygodnoéci decyzji dla przegladanych obiektow. W
szczegblnosci, jesli zbidr jest spdjny, najwieksza sposrod tych wartosci bedzie
wiarygodnos¢ decyzji dla samego x. Podobnie, przy wyznaczaniu wiarygodnosci
dolnego przyblizenia dla obiektu x, przegladamy wszystkie obiekty zdominowane
przez x, czyli nalezace do zbioru D'(z), a szukang wartoscig bedzie najmniejsza
z wiarygodnosci decyzji dla wszystkich obiektéw z tego zbioru. Ponownie, w
sp6jnym zbiorze, wartoscig ta bedzie wiarygodnosé decyzji dla samego z.

Wyznaczanie dolnych i gérnych przyblizen utatwia posortowanie obiektéw
wzgledem wiarygodnosci decyzji. W takim przypadku, przy wyznaczaniu dol-
nego przyblizenia dla z wystarczy przeglada¢ tylko obiekty o wigkszej wiary-
godnosci decyzji (lezace na lidcie za obiektem ), a po napotkaniu pierwszego,
ktory dominuje x, mozna mieé¢ pewnoéé, ze szukana wartoécia jest mniejsza z
wiarygodnosci decyzji: obiektu x lub obiektu znalezionego. Podobnie, dla gér-
nego przyblizenia, ograniczamy si¢ do przegladania obiektéw o mniejszej wiary-
godnoéci i konczymy szukanie na pierwszym obiekcie zdominowanym przez .
Powyzsze dzialania powoduja zwigkszenie szybkosci obliczen, wymagaja jednak
zarazem posortowania zbioru obiektow.

3.3 Whnioskowanie rozmyto-przyblizone

Utworzone reguly z jednej strony maja wyjasni¢ zbiér danych, a z drugiej
strony maja stuzy¢ do klasyfikacji nowych obiektéw, ktéra odbywa sie poprzez
wnioskowanie. Wyrézniamy dwie podstawowe reguly wnioskowania — modus
ponens (MP), zwane wnioskowaniem wprzdd, oraz modus tolens (MT), zwane
wnioskowaniem w tyt.

Klasyczny MP ma nastepujaca postac:

jesli X—-Y jest prawda
i X jest prawda (3.22)
to Y jest prawda

MP ma nastepujaca interpretacje: przyjmujac, ze prawdziwa jest implikacji
X — Y oraz fakt X (przestanka), otrzymujemy kolejny fakt ¥ (konkluzje).
Podobnie mozemy zdefiniowaé¢ MT:
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jesli X =Y jest prawda
i Y jest falszywe (3.23)
to X jest falszywe

Interpretacja MT jest nastepujaca: przyjmujac, ze prawdziwa jest implikacji
X — Y oraz, ze fakt Y (konkluzja) jest falszywa, wnioskujemy, ze fakt X
(przestanka) réwniez musi by¢ falszywa, czyli otrzymujemy kolejuy fakt —X.

Obok klasycznego modus ponens, rozwaza si¢ réwniez wnioskowanie w opar-
ciu o rozmytg przestanke. Dalszym uogélnieniem MP jest préba wnioskowania
na podstawie implikacji X — Y, wiedzac, ze prawdziwa jest rozmyta przestanka
X' — w wyniku otrzymujemy rozmyta konkluzje Y’. Mozna réwniez rozpatry-
waé wnioskowanie w opraciu o rozmyta relacje porzadku = x; w tym przypadku
przestanka ma postaé: px(x) »x «. Rozwazanie wszystkich powyzszych za-
gadnien, osobno dla przypadku jednej i wielu przestanek, wykracza poza zakres
niniejszej pracy, gdyz zagadnienia wnioskowania rozmytego nie sg podstawowym
problemem w niej rozwazanym. W zwiazku z tym ograniczymy si¢ do przeana-
lizowania wnioskowania rozmytego dla przypadku jednokryterialnego w dwoch
wariantach: ze Scista i rozmyta przestanka. Informacje na temat pozostalych
zagadnien mozna znalezé w [13].

3.3.1 Wnioskowanie w oparciu o $cislg przestanke

Zastepujac klasyczna implikacje przez regute decyzyjna, otrzymujemy cztery
rodzaje rozmytego MP:

e wnioskowanie dla LP-reguly (LP-MP):

i px() > a — py() > (@)
i ux(x) =ao (3.24)
to py (x) = f*(a)

e wnioskowanie dla LN-reguly (LN-MP):
jesli px(z) < a—py(z) 2 [~ (a)
i px(x) =ao (3.25)
to py (x) = f~ (o)

e wnioskowanie dla UP-reguty (UP-MP):
jesli px(z) < o — py(2) < g7 (a)
i px(z) = (3.26)
to py (z) < g™ (a)

e wnioskowanie dla UN-reguly (UN-MP):
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el px(z) > — py(e) < g*(@)
i px(x) =ao (3.27)
fo py (x) < g7 (a)

Interpretacja powyzszych schematéow jest nastepujaca: wiedzac, ze praw-
dziwa jest reguta gradualna opisujaca zwiazek miedzy X a Y, oraz znajac wia-
rygodno$é warunku X, mozemy wnioskowaé, jaka co najmniej (co najwyzej)
powinna by¢ wiarygodno$é¢ decyzji Y. Poniewaz funkcja f(-) dla schematéw
LP-MP oraz LN-MP ogranicza wiarygodnosé decyzji od dotu, a funkcja g(-) dla
schematow UP-MP oraz UN-MP ogranicza wiarygodnosé decyzji od dotu, jeste-
Smy w stanie za pomoca obu tych funkcji stwierdzi¢, ze dla dowolnego obiektu x
takiego, ze px (x) = a, jego warto$é wiarygodnoscei Y znajduje sie w przedziale
[f(a), g(a)]. Tym samym mozemy za pomocs regul gradualnych klasyfikowaé
nowe obiekty, przypisujac kazdemu z nich przedzial, w jakim powinna znalezé
si¢ wiarygodno$¢ decyzji.

3.3.2 Wnioskowanie w oparciu o rozmytg przestanke

Przyjmijmy, ze przestanka jest teraz faktem rozmytym, ux (z) = @ Innymi
stowy, kazdej przeslance px(x) = « przypisana jest miara przynaleznosci do
zbioru rozmytego &, pa(a). Tym samym spodziewamy sie, ze réwniez konklu-
zja bedzie rozmyta. Powyzszy sposéb wnioskowania nazywany jest: rozmyte?®-
przyblizone modus ponens.

Skoro konkluzja bedzie faktem rozmytym, py (z) = B, nalezy znalezé miare
przynaleznoéci do 3, 115(B), przypisana kazdej konkluzji py (z) > 8 = T ().
Miara ta z pewoscia bedzie zalezala od pg(a), jednak réwnoczesnie musi spet-
nia¢ nastepujaca zasade spdjnosci: dla dwéch konkluzji, py(x) > 5 oraz
py () = Ba, jesli B1 < Pa, to musi zaj$é Hg(ﬁl) > ;LB(/BQ). Innymi stowy, w przy-
padku schematu LP-MP, funkcja przynaleznosci p ﬁ(ﬁ) musi by¢ malejaca, gdyz
inaczej oznaczaloby to przypisanie silniejszej konkluzji wigkszej wiarygodnosci.

W ten sposéb definiujemy, osobno dla wszystkich czterech schematéw wnio-
skowania MP, funkcje przynaleznosci rozmytej konluzji Nﬁ(')3

e dla rozmytego?-przyblizonego LP-MP:
sup{pa(a): fT(a) = B} jesli Ja takie, ze fT(a) = 3,
nz(B) =

0 w przeciwnym przypadku.
(3.28)

e dla rozmytego?-przyblizonego LN-MP:

() = sup{pa(a): f~ (o) = B} jesli Ja takie, ze f~(a) = B,
Ka “10 w przeciwnym przypadku.
(3.29)
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o dla rozmytego?-przyblizonego UP-MP:

() = sup{pa(a): gt (o) < B} jedli Fa takie, ze g7 (a) < B,
HaWPI=19 o w przeciwnym przypadku.
(3.30)

e dla rozmytego?-przyblizonego LP-MP:

() = sup{ua(a): g7 (a) < B} jedli Ja takie, ze g~ () < S,
3P =1 o w przeciwnym przypadku.
(3.31)

Powyzsze schematy pozwalaja na wnioskowanie z rozmytych przestanek, nie
korzystajac w ogéle z typowych rozmytych lacznikéw (t-norm, s-norm). Zapo-
biega to problemowi wyboru odpowiednich tacznikéw (ktére moga by¢ zdefinio-
wane do$¢ dowolnie), ale przede wszystkim pozwala na wykorzystanie wylacznie
wlasnosci porzadkowych funkcji przynaleznoéci, jest wiec zgodne z podstawo-
wym zalozeniem dotyczacym regul gradualnych.

3.4 Przykltadowy zbiér danych

Rozwazania przeprowadzone w tym rozdziale zostana teraz przedstawione
na prostym przykladzie dydaktycznym. Z uwagi na przejrzysto$é, ograniczymy
sie do dwoch atrybutéw, co w zupelnosdci wystarcza, aby zauwazy¢, jak dzialta
opisane podejscie. Co wiecej, nie bedziemy przeksztalcali rzeczywistego zbioru
danych, ale rozpoczniemy z punktu, w ktérym mamy juz dane wartosci wia-
rygodnosci na kryteriach i decyzji. Dane w postaci dwunastu obiektéw przed-
stawia tabela 3.1, przy czym oba kryteria sa typu zysk. Rozklad obiektéw na
przestrzeni kryteriéw przedstawia rysunek 3.2.

W tabeli 3.1 zostaly rowniez wyznaczone gérne i dolne przyblizenia zgodnie
ze sposobem opisanym w 3.2.4. Aby wyznaczy¢ wiarygodno$é przynaleznosci
obiektu x do dolnego przyblizenia, szukamy wszystkich obiektéw dominujacych
x, a nastepnie wybieramy najmniejsza sposrod wiarygodnosci decyzji. Z kolei
przy wyznaczaniu wiarygodnosci przynaleznoéci do dolnego przyblizenia, szu-
kamy obiektéw zdominowanych przez x i wybieramy najwieksza z wartosci.

Same funkcje gradualne, f(-) oraz g(-), wyznaczane sa zgodnie z zasada
maksymalnej ostroznosci. Mozna by prébowaé przedstawié¢ je na dwa sposoby.
Jednym z nich jest ujecie takiej funkcji we wzdr z klamra, podobnie jak w
matematyce przedstawia sie funkcje zmienne przedzialami:
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Nr | px, | pxs | By | Bapp(X1,X2,Y) | Mapp(Xy.X0.Y)
1 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1
2 0.4 0.3 0.2 0.2 0.25
3 0.2 | 03 | 025 0.2 0.25
4 06 | 05 | 0.3 0.3 0.7
5 0.8 | 0.15 | 0.5 0.5 0.5
6 0.7 | 045 | 0.6 0.6 0.7
7 0.3 | 0.6 | 0.65 0.55 0.65
8 | 08| 0.8 | 0.75 0.75 0.75
9 1035 06 | 0.55 0.55 0.65
10 | 055 | 04 | 0.7 0.3 0.7

Tablica 3.1: Przyktadowy zbiér danych. Wartosci wiarygodnosci X, X5, decyzji
Y oraz dolnego i gérnego przyblizenia.

0.75 o €[0.85,1] x [0.8,1]

0.6 o €[0.7,1] x [0.45,8) lub a € [0.7,0.85) x [0.45, 8)
055 o €[0.3,7) x [0.6,1]

05 aec[0.8,1] x [0.15,0.45)

0.3 «€[0.55,0.7) x [0.4,0.6) lub « € [0.7,0.8) x [0.4,0.45)
02 «€[0.2,0.8) x[0.3,0.4) lub a € [0.2,0.55) x [0.4,0.6)

lub a € [0.2,0.3) x [0.6,1)
0.1 ael0.3,1] x[0.1,0.15) lub a € [0.3,0.8) x [0.1,0.3)
0 ael0,1 x[0,0.1) lub a € [0,0.3) x [0.1,0.3)

lub a € [0,0.2) x [0.3,1]

(3.32)

1 a € (0.85,1] x [0,1] lub « € [0,1] x (0.8,1]

0.75 € [0,0.85] x (0.6,0.8] lub a € (0.35,0.85] x (0.5, 0.6]
lub & € (0.6,0.8] x (0.45,0.5] lub o € (0.7, 0.85] x (0.15, 0.45]
lub a € (0.8,0.85] x [0,0.15]

0.7 a€0,0.35] x (0.5,0.6]

0.65 «a € (0.6,0.8] x [0,0.15]

0.5 ac(0.6,0.7] x (0.15,0.45] lub a € (0.4,0.6] x [0, 0.5]

lub a € [0,0.4] x (0.3,0.5]
0.25 «€[0,0.3] x (0.1,0.3] lub « € (0.3,0.4] x (0.1,0.3]
01 ael0,0.3] x[0,0.1]

(3.33)

Niestety, sposéb ten jest nieprzejrzysty i dla duzej ilosci obiektéw ilos¢ pod-
zbioréw bardzo szybko rosnie. W zwiazku z tym lepszym pomyslem wydaje sie
przedstawienie funkcji f(+) 1 g(+) za pomoca zbioru regul, opartych na obiektach.
Zbiory te wygladaja w nastepujacy sposob:
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Rysunek 3.2: Przykladowy zbiér danych. Rozlozenie obiektéw w przestrzeni
kryteriéw.

e dla funkcji f(-):

i, (2) 2 0.3 A p, () > 0.1 — f(2) > 0.1
o, 1) > 02 o () > 03 = 1) > 02
pix, () = 0.8 A px, () > 0 15— f(z) > 05
MX1<37)>0'3/\:U’X2($)>06_>.]0( ) 055
MX1(x) = 0~7/\MX2( ) > 0.45 — f(l‘)

wx, () =2 0.85 A ux,(x) > 0.8 — f(x) > O 75

e dla funkcji g(-):

px, (x) < 0.85 A px,(z) < 0.8 — g(z) <0.75
px,(2) < 0.6 A px,(z) < 0.5 — g(z) <0.7
px, () < 0.7 A px, () <045 — g(z) < 0.7
MX1<-'L')<O.35/\MX2( ) 06—>g<.’1))<065
s (2) < 0.8 A pxy () < 015 — g() < 0.5
pwx, () <04A px,(r) <03 — g(r) <0.25
px, () <03A px,(r) <01 — g(x) <0.1

Zauwazmy, ze powyzszy zapis jest zgodny z defincjg regut gradualnych w
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Rysunek 3.3: Przykladowy zbiér danych. Wartosci wiarygodnosci decyzji (ozna-
czane odcieniami szarosci) w przestrzeni kryteriow.

punkcie 3.1.2. Wartosé funkcji w kazdym punkcie musi by¢ zgodna ze wszyst-
kimi regutami, czyli je$li dany punkt spelnia cze$é warunkowa reguly, to wartosé
funkcji w tym punkcie rowniez musi spelniaé¢ jej cze$é decyzyjna, stad w szcze-
gblnoéci musi spelniaé¢ tez czeé¢ decyzyjna najsilniejszej z pokrywajacych ja
regul. Z uwagi na zasade maksymalnej ostroznosci bierzemy najmniejsza moz-
liwa wartosé zgodna z najsilniejsza z regul, czyli réwna parametrowi 3 (zgodnie
z definicjami z 3.1.2) z czedci decyzyjnej najsilniejszej z regul.

Poprawnos$¢ powyzszej reprezentacji wynika z faktu, ze zgodnie z zasada
maksymalnej ostroznosci, wybieramy w danym punkcie warto$é funkcji rowna
najwiekszej sposréd wartosci wiarygodnosci dolnych przyblizen obiektow domi-
nowanych przez ten punkt (dominujacych dla g(-)), a dominowanie obiektu jest
réwnowazne ze spelnaniem czeéci warunkowej reguly opartej na takim obiekcie.

Taki sposéb reprezentacji nie pozwala natychmiast ustali¢ wartosci funkcji
w danym punkciem (nalezy przegladnaé zbiér implikacji), ale jest duzo bardziej
intuicyjny, zwarty, a takze prowadzi w kierunku indukcji regul decyzyjnych,
ktéra zostanie omdéwiona w nastepnym rozdziale.
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Rozdziat 4

Indukcja regul

4.1 Wprowadzenie

Opis danych przez reguly gradualne wykazuje wiele analogii z podejsciem do
zbioréw rozmytych opartym na relacji dominacji (DRSA). Podobna jest sklad-
nia regul, a poszczegdlne pojecia maja swoje odpowiedniki, np. przyblizenia
kumulacji klas koncepcyjnie odpowiadaja funkcjom f(-) i g(-). Réznice wyni-
kaja przede wszytkim z faktu, ze wartosci decyzji sa reprezentowane jako liczby.
W ten sposéb wiarygodnoséé decyzji moze przyja¢ dowolna warto$é, co powoduje,
ze liczba takich warto$ci moze by¢ nawet poréwnywalna z liczba przyktadéw (w
skrajnym przypadku, jej réwna) — z matematycznego punktu widzenia szansa,
ze dwie, losowo wybrane liczby rzeczywiste powtérza sie, jest zerowa. Sytuacje
polepsza fakt, ze przy zastosowaniu systemu do wspomagania decyzji, decydent
nie jest w stanie poda¢ tak wielu wartosci, z uwagi na trudno$é¢ szacowania wia-
rygodnosci decyzji w dokladny sposéb przy wyrazaniu swoich preferencji oraz
dlatego, ze male réznice wiarygodnosci nie maja rzeczywistego znaczenia. Mimo
to wartosci zwykle bedzie stosunkowo duzo, szczegdlnie gdy problem zostatby
zastosowany na przyklad w sterowaniu, a wyniki bylyby danymi otrzymanymi
z przyrzadéw o duzej rozdzielczoéci, lub gdyby decydent ulozyl dane z tablicy
decyzyjnej w ranking (porzadek), zamiast szacowaé ich wiarygodno$é. Poniewaz
poszczegblne wartosci decyzji koncepcyjnie odpowiadaja réznym klasom decy-
zyjnym, pojawiajacym sie w DRSA, mamy do czynienia z przypadkiem bardzo
wielu klas, co naturalnie zwigkszy trudnosci z jakimkolwiek zastosowanym jezy-
kiem opisu.

Mimo to, kontynuujac rozwijanie analogii miedzy oboma podejsciami, na-
suwa si¢ pomysl, aby opis zbioru za pomoca funkcji f(-) i g(+) uogélnié¢. W przy-
padku DRSA, nastepowata p6zniej indukcja regut decyzyjnych, pozwalajaca na
utworzenie hipotezy dotyczacej zbioru w postaci bardziej ogdlnej i prostszej.
Wiadomo bowiem, ze opis w postaci dolnych i gérnych przyblizen kumulacji
klas jest nadmiarowy, i mniej zrozumialy od opisu regutowego.

W przypadku regul gradualnych problem mozna zdefiniowaé¢ wykorzystujac
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warunki poprawnosci (punkt 3.2.3). Mianowicie, aby zachowaé sp6jnoscé regut ze
zbiorem danych, uogoélnienie musi dawaé¢ reguly poprawne, ale juz niekoniecz-
nie ostrozne. Rezygnacja z zasady maksymalnej ostroznosci moze prowadzié¢
do regul potencjalnie prostszych, a réwnoczesnie nadal poprawnie opisujacych
obiekty z tablicy decyzyjnej. Proponujemy przeprowadzenie takiego uogdlnie-
nia na dwa sposoby: za pomoca redukcji atrybutéw oraz poprzez zastosowanie
algorytmu indukcji regut decyzyjnych.

4.2 Uogodlnianie poprzez redukcje atrybutéow

Aby rozwazania staly sie bardziej przejrzyste, upro$cimy notacje definiu-
jac zbiér X = {XiTl’ - ,X;T,le, - ,les}, oraz zbiory X1 = {XiTl,...,XJT} i
xb = {Xill, e ’Xi,}- W podobny sposéb bedziemy definiowali réwniez kazdy
podzbiér atrybutdéw ze zbioru X'. Tym samym dolne i gérne przyblizenie mozna
zapisaé jako App(X,Y) i App(X,Y).

4.2.1 Jakos¢ klasyfikacji i redukty

Analogicznie do DRSA, jestesmy w stanie zdefiniowaé¢ wspdtezynnik jakosci
klasyfikacji. Dla danego zbioru atrybutéw X’ moze wyznaczy¢ dla kazdego wa-
riantu z € U wiarygodno$¢ przynaleznosci do dolnego i gérnego przyblizenia.
W przypadku DRSA jakosé klasyfikacji okreslal stosunek obiektéw jednoznacz-
nie sklasyfikowanych (nie nalezacych do brzegu zadnej z klas) do wszystkich
obiektow z U. W przypadku regul gradualnych obiekt z € U sklasyfikowany
jednoznacznie na decyzji Y w opraciu o wiedze o X, to taki obiekt, dla ktérego
zachodzi:

u[App(X',Y), ] = p[App(X',Y), x] (4.1)

Stad wspoéltczynnik jakosci klasyfikacji definiujemy jako:

Ly U AE ) 2 = g ) )
U]
Wspélezynnik v(X,Y) jest wiec miara niespdjnosci zbioru U.
Redukt, na potrzeby nastepnego podrozdziatu, zdefiniujemy nieco inaczej,
przyjmujac, ze jest to taki podzbidr atrybutéw X’ C X, dla ktdérego zachodzi
dla kazdego obiektu z € U:

ulApp(X',Y), 2] = u[App(X,Y), z] (4.3)

pu[App(X',Y), 2] = p[App(X,Y), 2] (4.4)

oraz jest minimalny ze wzgledu na zawieranie. Innymi stowy, zastosowanie
reduktu, zamiast pelnego zbioru kryteriéw, nie zmienia gérnych i dolnych przy-
blizen zadnego z obiektéw.
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Zauwazmy, ze definicja ta pociaga za soba wlasnos¢, ktora w poprzed-
nich rozdzialach definiowalta redukt: dla dowolnego reduktu X/ C X zachodzi
~F(X')Y) = 4(X,Y). Implikacja w odwrotng strone niestety nie zachodzi.

Zdefiniujmy réwniez redukt lokalny dla podejécia opartego na regutach gra-
dualnych w nastepujacy sposéb. Reduktem lokalnym dominujacym r*(xz) C X
dla obiektu x € U nazywamy pozbiér kryteriéw spelniajacy warunek:

VyeU: py(y) <py(z) =y ¢ DI+(I)(37) (4.5)

oraz minimalny ze wzgledu na zawierania. Przyjmujac, ze rt(z) =
{x!,.... X} Xj,...,X] } #biér D], (x) defniujemy jako:

117 A 2R A

Dl (@) = {2 € Ut jix, (2) > ux, (2) VX0 € (X, X] A

tm

Aux, (2) < px, (@) VXn € {X) ..., X} 1 (4.6)

Podobnie, reduktem lokalnym zdominowanym r~ (z) C X dla obiektu x € U
nazywamy pozbiér kryteriéw spelniajacy warunek:

Yy e Us py(y) > py(x) —y & DL, (2) (4.7)

oraz minimalny ze wzgledu na zawierania. Przyjmujac, ze r—(x) =
{X.T X X}l, .. ,lew}, zbiér Di,(m) (x) defniujemy jako:

217 2

Di,(x)(z) ={z€eU: ux, (2) < px, (x) VX € {X;,...,XJU} A
>

Nix, (2) = px, (2) VX € {X ..., X} 1} (4.8)

4.2.2 Redukcja atrybutéow

Uogélnienie regut poprzez redukcje atrybutéw polega na zastosowaniu za-
sady maksymalnej ostroznosci, ale nie do pelnego zbioru X', lecz do jednego z
reduktéw X’ C X. Pokazemy, ze w takim przypadku mimo, ze regula bedzie
maksymalnie ostrozna wzgledem X', utraci te wlasciwosé wzgledem X, réwno-
cze$nie zachowujac poprawnosé.

Zauwazmy, ze wykorzystujac prostsza notacje, zbiory D! (x) i D'(x) mozna
zdefiniowaé¢ nastepujaco:

D (x) ={2€U: px, (2) > px, () VX, € XT A
Aix, (2) < pix, (2) ¥Xi € X1} (49)

DY) ={2 € U: px, (2) < px, () VX, € XT A
Nix, () > i, () ¥Xp € X1}, (4.10)
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Podobnie zdefiniujemy zbiory D't (x) i D'T(z) oparte o rodzine X"

D'(x) ={2 € U: px, (2) > px, () VX, € X'T A
Aix, (2) < px, () VX5, € X', (4.11)

D'Yz) = {2 € U: px, (2) < px, () VX, € X'T A
Aix, (2) = px, () VX5, € X', (4.12)

Zauwazmy, ze poniewaz X' C X, to przynalezno$é danego obiektu z € U do
zbioru D!(z) (lub DT(z)) pociaga za soba (z definicji tych zbioréw) przynalez-
noéé do D' (x) (lub D'T(x)), co oznacza, ze:

D (z) € D'V () (4.13)
D'(z) € D''(z) (4.14)

Z definicji reduktu wynika, ze wiarygodnosci dolnych i gérnych przyblizenia
nie zmienily sie. Stad,funkcje f'(-) i ¢’(-) wyznaczone na podstawie X’ beda
poprawne (po rozszerzeniu dziedziny funkcji ze zbioru X’ na zbiér X) wzgledem
X. Co wiecej, stosujac zasade maksymalnej ostroznosci wzgledem podzbioru
X', czyli definiujac funkcje zgodnie z (3.16) i (3.17), z powodu zwiazkéw (4.13)

i (4.14), zachodzi dla dowolnych o, , ..., o, 0y, ..., @),
f,(aiu' sy gy gy e e '7aj5/) Z f(aiu sy Qg gy e 'aOéjs) (415)
G (oG a0 05,) <glod, 06,05, ,q5,) (4.16)

gdzie 7' = |X'1], s’ = |X'|, r = |XT| i s = |X}|. Innymi slowy, maksymalnie
ostrozne funkcje f/(-) i ¢’'(-) przestaja by¢ maksymalnie ostrozne na zbiorze X
(po rozszerzeniu dziedziny), tzn. staja sie funkcjami ogélniejszymi. Sa réwno-
czesnie prostsze z uwagi na mniejsza liczbe argumentéw.

4.3 Indukcja regul decyzyjnych z macierzy do-
minacji

Metoda oparta na reduktach daje uproszczony i bardziej ogdlny opis, z uwagi
na lepsze szacowanie warto$ci wiarygodnosci w punktach przestrzeni, gdzie nie
znajduja sie obiekty, a przede wszystkim zmniejsza liczbe kryteriéw, czyniac
problem bardziej przejrzystym. Poza tym pozostawia opis zbioru zgodny ze
sktadnig funkcji gradualnych. Niestety, daje sie zastosowaé tylko w przypadku,
gdy pewne kryteria sa wyraznie nadmiarowe — wylacznie wtedy pomimo wy-
boru tylko czesci z nich (projekcji przestrzeni kryteriéw na podprzestrzen) nie
zmienia si¢ wiarygodnoéci dolnych i gérnych przyblizen dla zadnych obiektow.
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Co wiecej, nie daje na tyle czytelnych i prostych hipotez, jak w przypadku uzy-
cia algorytmu indukcji regut. W zwiazku z tym przedstawione zostanie inne
podejscie, oparte na pozyskiwaniu regul gradualnych z macierzy dominacji na
podstawie reduktéw lokalnych. Z uwagi na przejrzysto$¢ opisu, nie bedziemy
przedstawiali regul w postaci funkcji f(+) i g(-) — tak, jak robiliémy to dotych-
czas. Zamiast tego reguty beda reprezentowane przez pojedyncze implikacje, a
nie — jak dotychczas — przez zbiory implikacji o czeSci decyzyjnej powiazanej
zaleznoscia funkcyjna.

Istnieje szereg algorytmoéw indukcji regut decyzyjnych, problem ten docze-
kal si¢ do$¢ znacznej ilosci rozwiazan, poniewaz stanowi jeden z wazniejszych
aspektéw maszynowego uczenia sie. Prawdpodobnie, po niewielkich przeksztal-
ceniach, wiekszosé z nich daloby sie zastosowaé¢ do rozwazanego problemu, z
uwagi na fakt, ze reguly gradualne pasuja do ogdlnego wzoru reguly: czesci
warunkowej sktadajacej sie z koniunkcji selektoréw oraz czesci decyzyjnej ozna-
czajacej przydzial do klasy. Przykladowo, z powodzeniem zastosowany zostal
do indukcji regul w DRSA algorytm DOMLem [31]. W przypadku podejscia
z regutami gradualnymi problemem jest jednak duza liczba klas - jesli uznaé
za klasy, poprzez analogie do DRSA, wartosci wiarygodnoéci decyzji obiektéw.
Stad zdecydowano sie na algorytm, ktory generuje reguly nie w oparciu o pokry-
wanie klas, ale o dyskryminacje pojedynczych przyktadéw. Algorytm spelnia-
jacy to kryterium, ADRIA (All-Dominance-based-Rules Induction Algorithm)
zostal przedstawiony przez K. Dembczynskiego, R. Pindura i R. Susmage [6].
Opiera sie na pojeciu macierzy dominacji, generacji reduktéw lokalnych, na tej
podstawie utworzeniu zbioru regut bazujacych na obiektach a nastepnie selekcji
regul minimalnych, w wyniku czego utworzony zostaje wyczerpujacy zbior regut
opisujacy dane z tablicy decyzyjnej.

4.3.1 Generowanie reduktéw lokalnych

Punktem wyjscia dla algorytmu generowania reduktéw jest utworzenia ma-
cierzy dominacji D(P) na podstawie zbioru kryteriéw P. Przypomnijmy, ze
zbiér 6~ (z,y) macierzy D(P) zawiera wszystkie kryteria, na ktérych obiekt x
przewyzsza obiekt y. W przypadku, gdy 6~ (z,y) = P, to obiekt  dominuje
obiekt y, natomiast gdy 6~ (x,y) = 6~ (y,z) = P, to obiekty sa nierozréznialne.

Zdefiniujmy nastepnie funkcje dominacji D f(P) na zbiorze kryteriéw P w
nastepujacy sposéb [6]. Kazdemu kryterium ¢ € P przypiszemy zmienng bo-
olowska g i niech | J =67 (, y) oznacza sume boolowska wszystkich zanegowanych
zmiennych boolowskich przypisanych do zbioru kryteriéw 67 (z,y).

Funkcja P-dominacji dla lokalnego reduktu dominujacego, bazujaca na
obiekcie x o wiarygodnosci dolnego przyblizenia t = u[App(P,Y), x| oznaczamy
przez D f*Z i definiujemy jako:

pfZP) = [[{U~0=@.2): ulApp(P. V)5 <t} (417)

Funkcja P-dominacji dla lokalnego reduktu zdominowanego, bazujaca na

35



obiekcie x o wiarygodnosci decyzji s = puy (2)] oznaczamy przez D f*S i definiu-
jemy jako:

Df=P) = [T{U~0" w0 wl@m(P. )0 > 5f - (@418)

Przeksztalcenie tych funkcji od postaci koniunkcyjnej do nieredundantne;j
postaci dysjunkcyjnej odpowiada problemowi znajdywania wszystkich reduk-
toéw lokalnych bazujacych na obiekcie z. Postaé¢ dysjunkcyjna to dysjunkcja
koniunkcji, przy czym kazda z koniunkcji opisuja jeden z reduktow lokalnych
dominujacych (dla funkeji D f*2) lub zdominowanych (dla funkeji D f*<).

Powyzsze przeksztalcenie moze by¢ wykonane za pomocy szybkiego algo-
rytmu generowania reduktéw (SAGR) opisanego przez R. Susmage [33, 34]. W
wyniku jego dziatania dla danego obiektu x € U otrzymujemy zbiér lokalnych
reduktéw dominujacych i zdominowanych, opartych na tym obiekcie.

4.3.2 Tworzenie regut

Na podstawie dominujacych i zdominowanych reduktéw lokalnych w sposéb
bezposredni mozna utworzy¢ reguly decyzyjne. Rozwazmy redukt dominujacy
rt(z) = {XiTl’ e ,XiTm, le, ..., X; } , Wygenerowany za pomoca algorytmu
SAGR, oparty na obiekcie x € U. Przyjmijmy réwniez, ze u[App(X,Y),z] =
i dla kazdego ng, b () = ay, oraz dla kazdego Xjk, ] () = aj,. W
takim przypadku na podsatwie znajomo$ci reduktu mozna utworzy¢ regute o
nastepujacej postaci:

jedli pyr () = agy Ao Ayt (1) = i, Apiyr (o) <y A-ee A
1 Tm J1
Nixi (2) < ag, to py(@) > 6 (419)
Im

O regule takiej méwimy, ze bazuje na obiekcie x. Nazwiemy ja, analogicz-
nie do DRSA, DZ-reguly gradualng. Zauwazmy, ze regula taka jest spéjna
z definicja podana w 3.1.2, przy czym stwierdzenia typu ,x € X;k 7 wiary-
godnoscia C(ng) > «;,” nalezy traktowaé jako réwnowazne stwierdzeniom
abix1 () 2 ai,”.

P%kaiemy teraz, ze regula taka jest poprawna zgodnie z definicja z 3.2.3
(dowdd jest intuicyjnie bardzo latwy, problem pojawia sie przy jego sformali-
zowaniu). Wezmy rozwazany dotychczas obiekt z, na ktérym zbudowana jest
reguta oraz dowolny punkt w pelnej przestrzeni kryteriow a € [0,1]""* taki,
ze x € D'(a). Poniewaz zachodzi D'(a) C Diﬂm)(a) (zmiejsza sie liczba
warunkéw do spelnienia, aby obiekt przynalezal do zbioru Diﬂgﬂ)(a), stad
Di+(z)(a) staje sie obszerniejszy od D!(«ar)), wiec = € D’i‘*‘(w) (). Dalej, po-
niewaz w zbiorze Di+(w)(a) znajduja sie takie obiekty z, ze ux, (2) < px, (o)
dla wszystkich X € {XJI,...,XJ"L} oraz px,(z) = px,(aj;,) dla wszyst-

kich X, € {X}l,...,X jl}, stad a jest pokrywany przez rozwazana wyzej
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regule oparta na obiekcie z (spelnia jej cze$é warunkowa), co oznacza, ze
py (o) = = H[@(XJN s 7XJT7X}17 e ,X}S,Y),x].

Tym samym pokazaliSmy, ze regula jest poprawna. Oczywiscie, warunki
poprawnosci powinny zachodzi¢ dla kazdego obiektu x € U, a wykazaliSmy
ich spelnienie wylacznie przez obiekt, na ktéorym oparta jest reguta. Jednak
algorytm generuje redukty lokalne na kazdym obiekcie x € U, a nastepnie na
kazdym obiekcie tworzy z nich reguly podobne do wyzej opisanej (z ktérych
kazda jest poprawna). Stad bardziej precyzyjnie nalezy powiedzieé, ze dopiero
zbiér regul spelnia warunki poprawnosci. W dalszej czesci rozdzialu pokazemy,
ze minimalizacja zbioru regut zachowuje poprawnosc.

Podobnie, rozwazajac redukt zdominowany oparty na obiekcie x € U,
r(z) = {XZ-TI, e ,XiTm,le, e 7X}n}7 oraz przyjmujac, ze u[App(X,Y), ] = j3,
dla kazdego XiTk, P (x) = oy, 1 dla kazdego Xjk, P () = aj, mozna utwo-

rzy¢ regulte o nastepujacej postaci:

jesli pryr () <y Ao Ayt (@) <, Apiyr () 2 0y Aee A
i1 im i1
Nixt (x) = aj, to py(x) < B (4.20)

Im

Regule taka nazwiemy DS-regula gradualna. Poprawno$é reguly mozna
pokazaé analogicznie, jak w przypadku poprzednim.

Zwroémy réwniez uwage, ze w wyniku dzialania algorytmu moga zostaé wy-
generowane reguly o czesci warunkowej takiej jak (4.19) lub (4.20), ale stabszej
cze$ci decyzyjnej. Przykladowo, zamiast konkluzji w postaci ,uy(xz) > 57,
mozna przyjaé ,uy(x) > 7, gdzie 3 < (3, o ile istnieje obiekt y € U taki,
ze p[App(X,Y),y] = B’ (istnienie obiektu wynika z faktu, ze nie postugujemy
sie zadnymi wartosciami wiarygodnosci, ktére nie wystapily w tablicy decyzyj-
nej, z uwagi na wykorzystywanie tylko cech porzadkowych). Wydaje sie, ze taka
reguta nie spelnia juz warunkéw poprawnosci z uwagi na to, ze ma za staba kon-
kluzje, ale zwr6émy uwage, ze przy wyznaczaniu wartosci wiarygodnoéci decyzji
w danym punkcie za pomoca zbioru regul, bierzemy najsilniejsze oszacowanie.
Stad wystarczy, ze bedzie w zbiorze regula oparta na tym samym przykltadzie,
lub pokrywajaca ten przyklad, o czesci decyzyjnej ,uy (z) = 8”. Okazuje sie, ze
taka regula zawsze musi sie w zbiorze pojawié (inaczej przeczyloby to bowiem
warunku minimalnosci), co pokazemy w dalszej czesci rozdziatu.

Ten sposéb tworzenia reguly r; na podstawie obiektu x; w oparciu o redukt
r*(x;), na potrzeby algorytmu mozna uznaé za funkcje Trace (z ang. $lad),
ktora zapiszemy w nastepujacy sposob: r; = Trace(r®(xz;), x;).

4.3.3 Algorytm indukcji

Algorytm indukcji regul z macierzy dominacji mozna zapisaé zgodnie z ta-
blicg 4.1. Generuje on wyczerpujacy zbiér regul (zbiér wszystkich mozliwych
regul) minimalnych. Aby utworzy¢ reguly o konkluzji ,uy (x) > 3”7 (przy czym
B musi by¢ wiarygodnoécia dolnego przyblizenia decyzji jakiego$ obiektu, a
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Wejscie: Zbiér przykladéw pozytywnych Pos, zbior przykladéw nega-
tywnych Neg

Wyjscie: Zbiér wszystkich regul minimalnych R, ktory odréznia obi-
kety nalezace do Pos od obiektéw nalezacych do Neg.

Indukcja wyczerpujacego zbioru regul minimalnych:

Krok 1: R=10

Krok 2: dla kazdego i = 1...|Pos|

Krok 3: R(x; = SAGR(x;, Neg);

Krok 4: dla kazdego j = 1...|R(x;)]

Krok 5: r = Trace(rj, z;);r; € R(z;)

Krok 6: Min(ry, x;, R;

Krok 7: jesli r; jest minimalna, to R = R U ry;

Tablica 4.1: Schemat algorytmu generujacego wyczerpujacy zbiér regul.

nie dowolng liczba), wybieramy zbiér wszystkich obiektéw x € U, dla ktérych
py (z) > B dla DZ-reguly gradualnej (lub py (z) < 3 dla DS-reguly), czyli spel-
niajacy czesci decyzyjne tworzonych regul. Zbiér taki nazwiemyzbiorem przy-
ktadow pozytywnych i oznaczymy przez Pos, natomiast zbiér wszystkich pozo-
statych obiektéw nazwiemy zbiorem przyktaddéw negatywnych i oznaczymy przez
Neg. Nastepnie za pomoca algorytmu SAGR, dla kazdego obiektu = € Pos ge-
nerujemy zbiér reduktéw i na jego podstawie zbiér regut (funkcja Trace). Regule
dotlacza sie do tworzonego zbioru regul tylko wtedy, gdy przejdzie pomyslnie test
Min, co oznacza ze jest minimalna.

Reguta jest minimalna, gdy nie istnieje inna reguta z czescia warunkowa co
najmniej tak samo slaba (ogdlna) i z czeScia decyzyjna co najmniej tak samo
silng. Méwimy, ze regulta r; jesli silniejsza od rj;, jesli r; ma stabsza (bar-
dziej ogdlng) lub taka sama czeéé warunkows i silniejsza lub taka sama czes$é
decyzyjna , niz r;. Stad regula jet minimalna, jesli nie ma silniejszej reguty.
Algorytm, ktory pozwala na podstawie macierzy dominacji ustali¢, czy dana
regula jest minimalna, zostal opracowany przez K. Dembczyniskiego [6] i nie
zostanie opisany z uwagi na brak bezposredniego zwiazku z tematem niniejsze]
pracy. W schemacie ogélnym w tablicy 4.1 zostal oznaczony jako funkcja Min.

Odrzucanie regul nieminimalnych nie wplywa na poprawno$¢ opisu, oma-
wiana w poprzednim podrozdziale. Wynika to z faktu, ze z kazdym obiektem
x € U (ktérego wiarygodnosé dolnego (gérnego) przyblizenia oznaczymy jako
(B) zwiazana jest (czyli bazuje na x lub pokrywa x) przynajmniej jednak regula
o czesci decyzyjnej przynajmniej tak silnej, jak postaé: ,uy(z) = §”. Gdyby
takiej reguty nie bylto, moglibysmy ja doda¢ do zbioru, bylaby oparta na obiekcie
z. Regula taka bylaby minimalna, gdyz nie bylo innej reguly ktéra pokrywa-
laby, lub byla oparta na x (o co najmniej tak samo ogdlnej czesci warunkowej),
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a zarazem miata co najmniej tak silng czesé decyzyjna. Tym samym, skoro
moglibyémy dodaé jeszcze jedna regule do zbioru, zbiér regut nie bylby zbiorem
wyczerpujacym, co prowadzi do sprzeczno$ci.

Jako wynik dziatania algorytmu ADRIA, otrzymujemy wiec wyczerpujacy
(pelny) zbiér regul minimalnych. Zbidr ten jest poprawny w sensie definicji z
3.2.3, mimo to jest nadmiarowy — usuniecie regut ze zbioru nie musi spowodo-
waé utraty poprawnosci. Warunek, jaki musi spelniaé¢ zbiér, aby byl poprawny,
jest nastepujacy:

e dla DZ-regul gradualnych: kazdy obiekt € U o wiarygodnoéci dolnego
przyblizenia p[App(X,Y),x] = B, musi byé pokryty przez przynajmniej

jedna regule o czesci decyzyjnej przynajmniej tak silnej, jak uy (z) > 8
(w szczegblnosci reguta taka moze bazowaé na obiekcie x);

e dla DS-regul gradualnych: kazdy obiekt & € U o wiarygodnoéci gérnego
przyblizenia p[App(X,Y),x] = B, musi byé pokryty przez przynajmniej
jedna regule o czesci decyzyjnej przynajmniej tak silnej, jak py (z) < 8

(w szczegoblnosci regula taka moze bazowaé na obiekcie x).

Zbiér wyczerpujacy zawiera zazwycza] wiele regul, ktorych odrzucenie nie
spowoduje naruszenia jakiegokolwiek z tych warunkow. Zbiorem minimalnym
nazywamy taki zbiér, ze przy usunieciu z niego jakiejkolwiek reguly zostanie
naruszony jeden z wymienionych warunkéw, a zarazem jest on najmniejszym
zbiorem spelniajacym warunki poprawnosci. Minimalizacja zbioru nie narusza
wiec jego poprawnosci, powoduje za to tworzenie coraz mniej ostroznych regut.
Jest bardzo korzystna z punktu widzenia opisu zbioru, gdyz powoduje, ze opis
ten staje sie zdecydowanie prostszy i bardziej zrozumialy, a nie dzieje sie to
kosztem jako$ci klasyfikacji. Niestety, problem znalezienia minimalnego zbioru
regut jest NP-trudny i nie jest znany jakikolwiek algorytm wielomianowy roz-
wiazujacy powyzsze zagadnienie. W zwiazku z tym naturalnym pomystem jest
zastosowanie algorytmow przyblizonych, ktére zostana opisane w dalszej czesci
rozdziatu.

4.3.4 Selekcja regul na podstawie wsparcia

Aby otrzymaé zbiér minimalny, lub przynajmniej dazy¢ do jego uzyskania,
nalezy dokonac¢ selekcji regul ze zbioru wyczerpujacego, pozostawiajac w zbiorze
tylko czedé z nich, reszte odrzucajac. W tym podrozdziale przedstawione zo-
stang dwa podejscia oparte na przyporzadkowaniu kazdej z regut pewnych miar,
swiadczacych o ich jakosci. Miary te, z uwagi na stosowanie wylacznie wlasno-
Sci porzadkowych, moga zosta¢ zdefiniowane i obliczone wylacznie na podstawie
wiadomodci o obiektach. Natepnie stosowany jest algorytm zachlanny, ktéry od-
rzuca reguly w kolejnosci malejacych wartosci miary, az do czasu, gdy usuniecie
kolejnej reguty spowodowaloby naruszenie warunku poprawnosci, lub ktéry re-
guty dodaje do zbioru do czasu, az nie osiagnie si¢ warunku poprawnosci.

Reguta wspiera obiekt, jesli obiekt taki spelnia jej czes¢ warunkowa. Majac
regule r, zapisana w postaci implikacji jako ¢ — @, przez [r] (lub [¢ — ])
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oznaczymy zbiér wszystkich obiektéw spetniajacych zaréwno cze$é warunkowa,
jak i decyzyjna r, przez [¢] oznaczymy zbiér wszystkich obiektéw spelniajacych
cze$é warunkowa, natomiast przez [¢] - czesé decyzyjna. Aby zbiér regul byt
spéjny ze zbiorem obiektéw, musi zachodzié [r] = [¢], stad bedziemy przyjmo-
wali, ze jesli regula wspiera obiekt, to obiekt ten spelnia réwnoczednie jej czesé
decyzyjna.

Wzglednym wsparciem (W P) reguly r nazywamy miare zdefiniowana w na-
stepujacy sposob:

wp(r) - 0= Yl (4.21)
|[]]

W P jest wiec stosunkiem liczby obiektéw, ktére regula wspiera (i spelniaja
jej czesé decyzyjna) do liczby obiektéw, ktére spelniaja jej czesé decyzyjna (ale
niekoniecznie musza by¢ przez nia pokryte). Miara ta $wiadczy o ogdlnosci
reguly — jaka cze$¢ obiektéw pokrywa ona sposrod wszystkich tych, ktére mo-
glaby potencjalnie pokrywaé z uwagi na cze$¢ decyzyjna.

Pelnym wsparciem (PP) DZ-reguly gradualnej r o czeéci decyzyjnej
Wy () = 87 nazywamy miare:

PP(r) =[{z € U: p[App(X,Y), x| = B}| (4.22)

lub, w przypadku DS-reguly gradualnej r o czeéci decyzyjnej ,uy (z) < 87,
miare:

PP(r) =[{z € U : p[App(X.Y),z] = B} (4.23)

PP wyraza wiec ilo$¢ przykladdw, ktére reguta pokrywa ,w petni”, czyli tak,
ze warto$é wiarygodnosci ich dolnego (gérnego) przyblizenia spelnia cze$é decy-
zyjna w sposéb réwnosciowy (zamieniajac nieréwnosé w réwnosé), na przyklad
dla reguly o czesci decyzyjnej ,uy (x) < 57 w pelni pokryte sa tylko tylko przy-
ktady o wiarygodnosci dolnego przyblizenia réwnym dokladnie 5 (i oczywiscie
wspierajace regule). Z uwagi na fakt, ze aby zbiér regul pozostal poprawny,
kazdy przyktad musi zosta¢ w ten sposoéb pokryty przez przynajmniej jedna
regute, suma PP wszystkich regul w zbiorze nie moze by¢ nigdy mniejsza od
ilodci przyktadéw. Jest to dosé znaczacy wspélczynnik. Niestety, z uwagi na
fakt, ze atrybut decyzyjny w podejéciu opartym na regutach gradualnych przyj-
muje wartosci ciagle, wiarygodnosci decyzji dla obiektéw powtarzaja sie bardzo
rzadko (a nawet wcale). Powoduje to, ze zazwyczaj regula o danej czesci de-
cyzyjnej bedzie pokrywaé¢ ,w pelni” zaledwie jeden obiekt, czyli PP = 1 dla
wiekszosci regut.

Dwa powyzsze wspotczynniki wystarcza juz, aby dokonac selekcji regul w
celu minimalizacji zbioru. Wystarczy wybiera¢ (do zbioru) reguly z najwyzszym
WP inajwyzszym PP, przy czym wydaje sie, ze drugi ze wspétczynnikow jest
wazniejszy. Mozna je stosowaé w sposéb leksykograficzny, poréwnujac najpierw
pod wzgledem PP, a dopiero w przypadku rownych warto$ci — pod wzgledem
W P, przy czym jesli wybraliSmy juz jakie$ reguly (regule) do zbioru, ktére ,w
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Wejscie: Wyczerpujacy zbiér regul R
Wyjscie: Zredukowany zbiér regut R taki, Ze usuniecie z niego jakiej-
kolwiek reguly spowoduje, ze nie beda spelnione warunki poprawnosci

Algorytm selekcji regul w oparciu o stopien przekrywania:

1. Wyznacz wartoéc SP dla kazdej pary regul (r;,r;) € R x R, a
wyniki zapisz w postaci macierzy SP = {SP(r;,r;): r;,7; € R}

2. Ze zbioru R wybierz pare regul (r;,7;) o najnizszym wspoélczyn-
niku SP. Jedli wiecej, niz dwie pary regul maja ten sam SP,
wybierz ta o mniejszych identyfikatorach.

3. Jesli odrzucenie jakiejkolwiek z regutl spowodowaloby naruszenie
poprawnosci zbioru, przejdz do punktu 2 i wybierz inna pare o
najnizszym wspoétczynniku. Jedli nie ma wiecej par do wyboru,
oznacza to, ze odrzucenie jakiejkolwiek pary spowoduje narusze-
nie poprawnosci — zakoncz dziatanie algorytmu. W przeciwnym
przypadku przejdz do punktu 3.

4. Jedli mozna odrzuci¢ bez naruszenia poprawnosci tylko jedna z
regul, odrzu¢ ja. Jesli mozna odrzuci¢ obie — odrzué¢ ta regule,
ktéra ma nizszag wartosé PP. Jesli obie maja ta sama wartos¢ PP,
odrzu¢ tg o slabszej czesci decyzyjnej. W przypadku tych samych
czesci decyzyjnych odrzué ta, ktéra ma nizszy identyfikator

5. Uaktualnij zbiér R, usuwajac z niego odrzucona regule.

Tablica 4.2: Algorytm selekcji regul w oparciu o stopien przekrywania.

pelni” pokryly czesé obiektéw (czyli obiekty te wliczaja sie do ich wspdlezynni-
kéw PP), to przy obliczaniu PP dla kolejnych regul oczekujacych na wejscie do
zbioru, nie bierzemy juz pod uwage tych obiektéw. Wystarczy bowiem, ze jedna
z regul pokryje w taki sposéb przyktlad, aby spelnione byly warunki poprawno-
Sci. Dzialanie algorytm kohczy w momencie, gdy zbior zacznie by¢ poprawny.

4.3.5 Selekcja regut na podstawie stopnia przekrywania

W celu wzbogacenia mozliwosci wyboru regul definiujemy kolejna miare,
tym razem dotyczaca pary regul, ktéra nazwiemy stopniem przekrywania (SP):

SP(ri,rj) = | (4.24)
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Oznacza on stopien zachodzenia regul na siebie w sensie wspdlnego wspar-
cia. Jest to stosunek liczby obiektow pokrywanych przez obie reguly do liczby
obiektéw pokrywanych przynajmniej przez jedna regute. Tym samym Swiadczy
on o tym, jak wiele przykladow obie reguly pokrywaja wspélnie. Im wyzszy
SP, tym reguly bardziej podobne, gdyz maja wsparcie w postaci prawie tych
samych obiektow.

Wybér takiej miary jest spowodowany faktem, ze jesli dwie reguly pokry-
waja bardzo podobne obiekty, to mozna przypuszczaé, sg do siebie bardzo po-
dobne, a w zwiazku z tym jedna z nich mozna odrzuci¢ bez straty informacji o
zbiorze danych. Z uwagi na fakt, ze nie postugujemy si¢ w sposéb miarodajny
odleglosciami miedzy obiektami (wylacznie zwiazki monotoniczne), niestety nie
jesteSmy w stanie tego podobienstwa oszacowaé¢ w sposob bardziej $cisty i do-
ktadny.

Na podstawie powyzszej miary powstal algorytm (heurystyczny), znajdujacy
zbidr regul jak najbardziej sie od siebie réznigcych. Algorytm zostal przedsta-
wiony w tablicy 4.2. Powinien zostal przeprowadzony osobno dla DZ-regul,
osobno dla DS-regul — nie poréwnuje sie par regul pochodzacych z réznych ty-
poOw, poniewaz ograniczaja warto$¢ wiarygodnosci decyzji w réznych kierunkach
(z dotu lub z goéry).

W przypadku podejsci regut gradualnych problemem jest niepowtarzalnosé
klas (wiarygodnosci decyzji), co z kolei powoduje, ze w przypadku gdy kazdy
obiekt cechuje si¢ inng wartoscig wiarygodnosci decyzji, do zachowania warun-
kéw poprawnosci potrzebny jest zbior tylu regul, ile jest obiektéw. Taki duzy
zbiér regul utrudnia wyjasnianie zbioru danych. Mozna zminiejszy¢ zbiér regul
poprzez zmiane warunku stopu na nastepujacy: ,przynajmniej k% obiektéw
musi zostaé¢ w pelni pokrytych ” (w pelni, tzn. przez reguly, przy ktérych war-
to$¢ progowa wystepujaca w czesci decyzyjnej jest doktadnie réwna dolnemu
(gérnemu) przyblizeniu takich obiektéw). Oznacza to, ze rezygnujemy z warun-
kéw poprawnego opisu, czyli opisujemy zbior w spos6b niedokladny, przyblizony.
Jest to cena, jaka placi si¢ za zmniejszenie liczby regul.

4.3.6 Przyklad indukcji regut

Indukcja regul w oparciu o macierz dominacji zostanie przedstawiona na
przyktadzie z rozdzialu 3.4 w celu pokazania uproszczenia opisu zbioru na sku-
tek uogélnienia (indukcji). Nie bedziemy tutaj rozwazali redukcji atrybutéw,
poniewaz rozwazany przyktadowy zbiér danych ma tylko jeden trywialny re-
dukt - zbiér wszystkich atrybutow. Poza tym, na skutek uogélniania poprzez
redukcje reguly gradualne wygladaja dokladnie tak samo, za wyjatkiem faktu,
ze nie ma juz w nich warunku na odrzuconych atrybutach. Ciekawsze wydaja
sie wyniki dziatania algorytméw indukcji regut.

Algorytm ADRIA, zastosowany z pewnymi modyfikacjami w celu rozwigza-
nia przyktadu, pochodzi z systemu GOAL project [11]. Po zastosowaniu algo-
rytmu do wymienionego zbioru danych, utworzony zostal nastepujacy wyczer-
pujacy zbiér regut minimalnych:
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o DZ-reguly:

i 1, (z) > 0.85 — py(x) > 0.75
3 px,(z) 2 0.8 = py(x) > 0.75
15 px (2) = 0.7 A, (2) > 0.45 — py(2) > 0.6
e px,(x) 2 0.6 — py(z) > 0.55
rs px () = 0.7 = py(x) =05
e px, () = 0.55 — py(z) > 0.3
7”72: wx,(z) 204 — py(z) 203
T8>Z wx, (z) 2 0.35 = py(z) > 0.2
7'9> wx,(x) = 0.15 — py(z) > 0.2
o) wx, () 2 0.2 — py(z) > 0.1
e () 201 = py () > 0.1
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(z) <0.25

()
Ty () (z) <
N wx,(x) < 0.6 — py(z) <0.7
I ux, () < 0.8 — py(z) <0.7
e px, () < 0.4 — py(z) <0.65
e px, () 0.3 = py(x) <05
s nx, () 0.2 = py(z) <0.25

() ()

() (z)

Mamy wiec jedenaécie DZ-regul i dziewie¢ DZ-regul - tacznie dwadzieécia.
Jest ich dwukrotnie wiecej niz obiektéw. Jednak nalezy pamietaé, ze zbior
jest wyczerpujacy i prawodpodobnie nadmiarowy. Wykorzystamy teraz dwa
wymienione poprzednio podejécia do oceny regul, aby sprébowac odrzucié¢ jakied
z nich.

Zacznijmy od podejécia pierwszego. W tabeli 4.3 umieszczono wartosci
wspoélczynnikéw wzglednego i pelnego wsparcia, obliczone dla kazdej z regul.
Wybiera¢ bedziemy reguly wedtug wspélczynnika PP, a dopiero, jesli dwie re-
guly maja ta sama wartos¢, uzyjemy WP. W przypadku réwnych W P, o wybo-
rze decyduje nizszy identyfikator. Po kazdym kroku nalezy na nowo przeliczy¢
wspotezynniki PP, ignorujac obiekty, ktére zostaly wliczone do PP wybranych
juz regul. W ten sposéb sposréd DZ-regul wybierzemy nastepujace (w tej ko-
lejnosci): r9>, r?, rf, 7"12, 7"32, 7"120, r?, natomiast wéréd D<S-regut beda to: 7"§,
r&, PSS 1S, s,

W wyniku selekcji udalo sie wybraé trzynascie regul, ktére poprawnie opi-
suja zbiér. Liczby tej nie mozna zmniejszy¢ z uwagi na fakt, ze tyle jest wlasnie
réznych wartosci wiarygodnosci gornego i dolnego przyblizenia, stad zmniejsze-
nie liczby regul musiatoby spowodowac, ze jaki$ przyklad nie zostanie pokryty
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Rysunek 4.1: Graficzne przedstawienie modelu regulowego (zaciemnienie ob-
szaru odpowiada wartosciom wiarygodnosci decyzji) dla DZ-regut (a) oraz D<S-
regul (b).

»w pelni”, czyli przez regule o parametrze § czesci decyzyjnej tak silnym jak
jego wiarygodno$¢ dolnego (gérnego) przyblizenia.

Nastepnie przejdziemy do przetestowania drugiego algorytmu, opartego na
stopniu pokrywania. Rozpoczynamy od pelnego zbioru i wybieramy reguly z
najwiekszym stopniem pokrywania, po czym jedna z nich odrzucamy (ta, ktéra
ma najmniejszy wspélczynnik PP, w przypadku réwnych wspotczynnikow —
stabsza czes¢ decyzyjna, w przypadku réwnych czesci decyzyjnych — o wyzszym
identyfikatorze). W ten sposéb spoéréd DZ-regul odrzucimy nastepujace (w tej
kolejnosci): 77 (nizszy identyfikator), 75, 5, 72, natomiast wéréd D<S-regul
odrzucimy: ¥ (najwyzszy identyfikator), 5, rs (gdyz zadna z pary regul (ry,
rf) nie mogla zostaé odrzucona z powodu utraty poprawnosci).

Tym samym w zbiorze zostana:
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Reguta | WP | PP
ry 1
5 1

7 1
rZ | 0.75
rg 0.6
re | 071
rZ | 0.86
>
rg 0.78
ry 1

S 1083

Ty 0.33

=N R W W = N RN =N e

1
1
1
1
1
rf 1
.8
1
3
1
1

Tablica 4.3: Ocena regut za pomoca wzglednego wsparcia (WP) i pelnego wspar-
cia (PP)

> > > > > > >
oD>—regul‘y: T3, T8 T, TELTE TS, TS

° Dg—reguly: rf, rf, 7'?7 rﬁg, rf, 7”9<.

Zbiér ten jest rownoliczny ze zbiorem wybranym przez poprzedni algorytm,
gdyz jest to minimalny mozliwy zbiér regut. Zarazem zbiory utworzone przez
oba algorytmy sg do siebie w tym przypadku bardzo podobne. Co wiecej, w
tym wypadku trudno stwierdzi¢ jednoznacznie, ktory ze zbioréw jest lepszy.
Oba s3 minimalnymi zbiorami regul minimalnych, ale na skutek duzej iloéci
klas (wartosci wiarygodnosci decyzji) istnieje wiele zbioréw o takiej wlasnosci.
Jakakolwiek podstawa do wysuniecia wnioskéw o przewadze jednego algorytmu
nad drugim bytby dopiero eksperyment obliczeniowy wyznaczajacy jakosé kla-
syfikacji na zbiorze testujacym dla wielu réznych instancji.

Na koniec podsumujmy rozwazania. W podrozdziale 3.4, przy okazji analizo-
wania przykladowego zbioru, pokazano, ze mozna reprezentowaé reguly (funk-
cje) gradualne w postaci zbioru implikacji (regul). W poprzednich podrozdzia-
tach staraliémy sie pokazaé, ze zbiér indukowanych regul decyzyjnych opisuje
dane poprawnie, stad zgodnie z definicja z 3.2.3 jest réwnowazny funkcjom gra-
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rirs rs vivs vg  r7 T5T5 Th ™h
g |- 1 05 033 033 02 017 014 011 0.1 0.1
ry |1 - 05 033 033 02 017 014 011 01 0.1
£ 05 05 - 025 067 04 033 029 022 02 0.2
r7 | 033 033 025 - 02 014 05 025 033 03 03
rZ 1033 033 067 02 - 06 029 043 033 03 03
rg | 02 02 04 014 06 - 057 071 056 05 0.5
rZ | 017 017 033 05 029 057 - 062 067 06 06
rg | 014 014 029 025 043 071 062 - 078 07 0.7
rg | 011 011 022 033 033 056 067 078 - 09 09
riy 01 01 02 03 03 05 06 07 09 - 1
501 01 02 03 03 05 06 07 09 1 -
Tablica 4.4: Stopnie przekrywania dla DZ-regul

Ty Ty T4 Ty Tg T;  Tg Ty

sl -1 09 09 05 04 01 03 0.1

1 - 09 09 05 04 01 03 01

rs 109 09 - 1 056 044 011 033 0.11

109 09 1 - 056 044 011 033 0.11

r& 105 05 056 056 - 05 02 06 0.2

r$ 104 04 044 044 05 - 025 075 0.25

r$101 01 011 011 02 025 - 033 0

rg 103 03 033 033 06 075 033 - 033

re 101 01 011 011 02 025 0 033 -

Tablica 4.5: Stopnie przekrywania dla DS-regul

dualnym dolnego i gérnego przyblizenia. Wszystkie wymienione dotychczas
sposoby ogdélniania zbioru danych prowadza do funkcji (regut) gradualnych, zde-
finiowanych w rozdziale 3 z pominigciem warunku maksymalnej ostroznosci.

Mozna jednak posunagé sie jeszcze dalej i zrezygnowaé rowniez z doktadnego
spelniania warunku poprawnosci przyjmujac, ze utworzony opis zbioru bedzie
z tym zbiorem spdjny jedynie w przyblizeniu. Taki opis, zwykle prostszy (na-
kladajacy mniejsze ograniczenia), moze by¢ satysfakcjonujacy w rzeczywistych
problemach, tym bardziej, ze zwykle dane obarczone sa btedami. Jednak roz-
wazania przy uzyciu terminéw takich, jak ,,w przyblizeniu” czy ,niewielki btad”
sugeruja zastosowanie do budowy opisu skali silniejszej, niz tylko porzadkowa,
wymagajacej postugiwania sie bezposrednio odlegtoéciami. Skala taka nazywana
jest dlorazowg.
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Rozdziat 5

Opis zbioru danych w
oparciu o skale ilorazowa

5.1 Uwagi wstepne

W poprzednich rozdzialach rozwazano metody indukcji regul gradualnych
wylacznie przy wykorzystaniu wlasnosci porzadkowych (monotonicznosci) da-
nych na wszystkich kryteriach, nie uwzgledniajac wartosci numerycznych, co z
kolei pozwolitoby poréwnywaé wzajemne odlegtosci miedzy obiektami. Wybor
odpowiedniej metody postepowania jest tak naprawde réwnowazny z wyborem
skali preferencji (rodzaje skal wymienione sa np. w [19]) — przyjmujac, ze od-
leglosci miedzy obiektami nie maja znaczenia, stosujemy skale porzgedkowq. 7
kolei porownywanie odleglosci prowadzi do skali ilorazowej. Zgodnie z zasadg
maksymalnej ostroznosci [15] staraliSmy sie przyjaé, ze wartosci regul (funkcji)
gradualnych w punktach w przestrzeni kryteriéw, gdzie leza obiekty, sg réwne
warto$ciom dolnych (lub gérnych) przyblizen tych obiektéw, natomiast gdy w
danym punkcie zadnego obiektu nie ma, wnioskujemy o wartosci funkcji wy-
lacznie na podstawie wiedzy o monotonicznosci, przyjmujac wartos¢ jako rowna
najwiekszemu z dolnych (gérnych) przyblizen, szukanemu wéréd tych obiektéw,
ktore taki punkt dominuja. Takie postepowanie odpowiada opisaniu zbioru da-
nych zgodnie ze skala porzadkows.

Zauwazmy jednak, ze w podejsSciu opartym na regutach gradualnych, wszyst-
kie kryteria i decyzja sa wyrazone w postaci liczb rzeczywistych z przedziatu
[0, 1], bedacych stopniami przynaleznosci do pewnych zbioréw rozmytych. War-
tosci te otrzymywane sg po pewnych przeksztalceniach oryginalnego zbioru da-
nych, ale mimo tego, ze sa liczba rzeczywistymi, nadal traktujemy je jako zbiér
symboli, ktore potrafimy wzajemnie uszeregowaé, ale nie mozemy wypowiadaé
sie o odleglosciach miedzy nimi. Skoro mamy jednak liczby, nasuwa sie pomyst,
aby fakt ten wykorzystac¢ i wprowadzi¢ skale ilorazowa. Zaleta bedzie tutaj moz-
liwos¢ wykorzystania miar bazujacych na wzajemnej bliskoéci dwoch obiektdw
lub réznicy w ich wartosciach wiarygodnosci decyzji. Mozna réwniez dokonaé
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szacowania wartosci w punktach, o ktérych nie mamy bezposrednich informa-
cji z tablicy decyzyjnej, poprzez ekstrapolacje pewnej funkeji trendu (regresje).
Wada z kolei jest przyjecie znacznie silniejszych zalozen, by¢ moze koncepcyjnie
zbyt silnych przy rozpatrywaniu probleméw rzeczywistych [14].

W tym rozdziale rozwazane sa dwie metody uogélniania opisu zbioru danych.
Pierwsza opiera si¢ na indukcji regut opisanej w rozdziale poprzednim i dotyczy
wprowadzenia nowych, silniejszych miar jakosci regut w celu dokonania selekcji,
duzo mocniejszej niz w poprzednio. Drugi dotyczy aproksymacji zbioru danych
za pomocy funkcji odcinkami liniowe;j.

5.2 Minimalizacja zbioru regut w oparciu o od-
legtos$ci miedzy obiektami

Jednym z podstawowych probleméw pojawiajacych sie w przypadku po-
dejscia opartego na regulach gradualnych, jest duza (teoretycznie nieprzeli-
czalna) liczba mozliwych wartosci, jakie moze przyja¢ wiarygodno$é decyzji
obiektoéw. Poniewaz koncepcyjnie wiarygodno$¢ decyzji odpowiada klasom, w
efekcie mamy do czynienia z problemem bardzo drobnej klasyfikacji (wiele klas
zawierajacych nieliczne obiekty). Pociaga to za soba skomplikowany opis ta-
kiego zbioru za pomoca regul lub w jakikolwiek inny sposéb, o ile traktujemy
wiarygodnosci decyzji jako symbole podlegajace relacji porzadku. Gdyby$my
jednak potraktowali je jako liczby o okreslonych wartosciach, otwiera sie szereg
metod pozwalajacych zwiekszy¢ ziarnistosé klasyfikacji. Dokonaé tego mozna
poprzez dyskretyzacje wartosci (podzial ciaglej przestrzeni decyzji lub kryteriéw
na odcinki o mierzalnej dlugoéci, co prowadzi do pojawienia si¢ zbioréw przeli-
czalnych), analize skupiefi (na przyklad, zastepowanie duzych skupisk obiektow
za pomoca jednego obiektu odzwierciedlajacego ich $rednie cechy) lub dowolny
inny sposob pozwalajacy uprosci¢ opis zbioru.

W przypadku regut bedzie to mocniejsza selekcja. Problemem pojawiaja-
cym sie przy indukcji jest fakt, ze ich liczba rosnie proporcjonalnie do liczby
klas, a tym samym do liczby obiektow, co z kolei powoduje, ze opis zbioru za
pomoca regul jest obszerniejszy niz opis za pomoca obiektéw, trudny do inter-
pretacji. W rzeczywistosci bardzo czesto sprawdza sie regula méwiaca, ze opis
bardziej prosty zwykle jest bardziej wiarygodny i poprawny (zasada tzw. brzy-
twy Ockhama [3]). Aby zmniejszy¢ ztozonosé tkwiaca w duzym zbiorze regul,
zaproponujemy w tym rozdziale podejscie, pozwalajace ignorowaé¢ mate réznice
miedzy obiektami, zar6wno na skali kryteriéw, jak i decyzji.

5.2.1 Miara jakosci regul na podstawie odleglosci

Rozwazmy dwa obiekty, lezace blisko siebie w przestrzeni kryteriow, co ozna-
cza, ze wiarygodnosci ich przynaleznosci (ktére traktujemy jako kryteria) do
zbioréw rozmytych opartych na wszystkich atrybutach warunkowych niewiele
sie r6znia. Obiekty moga si¢ natomiast nawet znacznie rézni¢ wiarygodnosciag
decyzji. Przyjmijmy, ze pewien algorytm indukcji regut postawi reguty oparte
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na tych obiektach. Tym samym czesci warunkowe tych regul réwniez niewiele
sie od siebie r6znig. Nasuwa sie pytanie — jaki sens ma stawianie dwéch regul
tak blisko siebie, skoro odlegto$¢ miedzy nimi jest na tyle mata, ze niemal zanie-
dbywalna i w rzeczywistych problemach nie powinna mie¢ wplywu na decyzje
dotyczaca tych przypadkéw. Trudno przypuszcezaé (by¢ moze poza skomplikowa-
nymi i nieliniowymi systemami), ze minimalna zmiana w przestrzeni kryteriow
mialaby spowodowaé znaczacg zmiane decyzji. Tym bardziej powinno tak w byé
w przypadku wspomagania decyzji — decydent reaguje na znaczne, widoczne
zmiany na kryteriach, drobne w naturalny sposob zaniedbujac. W zwiazku z
tym przyjeto, ze dwa obiekty, lezace blisko siebie w przestrzeni kryteriéw, sa do
siebie bardzo podobne.

Inna sytuacja ma miejsce w przypadku, gdy dwa obiekty, by¢ moze oddalone
od siebie, maja niewiele rézniace si¢ wartosci wiarygodnosci decyzji. Z uwagi na
fakt, ze male réznice w rzeczywistosci sa zazwyczaj zaniedbywalne (szczegdlnie
w przypadku wspomagania decyzji), mozna warto$¢ decyzji dla takich obiektéw
ze soba utozsamic.

Zauwazmy, ze pierwsza z opisanych sytuacji odpowiada w pewnym sensie
przypadkowi dyskretyzacji dokonanej w przestrzeni kryteriéw (podobne wartosci
na kryterium nalezg zazwyczaj do tego samego przedziatu, wieé¢ staja sie takie
same), natomiast druga z nich — dyskretyzacji na skali wiarygodnosci decyzji.

7 uwagi na to, ze przestrzen kryteridow jest z reguty wielowymiarowa, roz-
poczniemy od wprowadzenia metryki w niej obowiazujacej. Przyjmijmy, ze
mamy dwa obiekty, ktére mozna utozsami¢ z punktami w przestrzeni wielowy-
miarowej: = {x1,...,2,} oraz Yy = {y1,...,Yn}, gdzie n to ilosé¢ kryteriéw
(n = r+ s dla rodziny zbioréw X = {X] ... X! x! .. X!}). Wyréinia
sie kilka podstawowych metryk:

o ?7miejSka” (Lpl)

d(z,y) = Z [z — il (5.1)

e cuklidesowa (Lps):

(5.2)

(5.3)
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Przyjmiemy w tym rozdziale metryke Czebyszewa zakladajac, ze znaczenie
ma najwieksza z réznic na kryteriach wystepujacych miedzy dwoma obiektami.
Mimo to dobér metryki jest w duzej mierze arbitralny.

Rozwazmy DZ-regute gradualng postaci:

jesh pyr () Z i Ao Apyr () 2 iy, Apigr () <oy Avee A
1 tm J1
Mgt (2) S o, topy(z) 26 (54)

Moze to byé¢ réwniez DS-regula gradualna:

jesli pryr () <oy Ao Ayt (o) <y, Apigr () = 0y Ao A
i1 im i1
Nyt (x) 2 aj,, to py(z) <B  (5.5)

Jm
Regule obu typéw mozna utozsami¢ z para (a,f), gdzie a =
[,y 04,,,05,,...,a; |. Wprowadzimy teraz zbiér, ktéry nazwiemy oto-
czeniem wspierajgcym, definiujac je dla DZ-reguly (o, 3) jako zbiér obiektéw
x € U, ktére sa pokryte przez regule (czyli spelniaja jej cze$é warunkowa) oraz
spelniajacych co najmniej jeden z nastepujacych warunkow:

d(z,a) <7y (5.6)

0 < p[App(X,Y),z] =B <A (5.7)

Dla DS-regul warunek (5.6) pozostanie bez zmian, natomiast warunek (5.7)
przyjmie postac:

0< 3 —p[App(X,Y), z] <A (5.8)

Gdzie X\ i v to pewne progi, przyjete jako parametry algorytmu. W sktad
otoczenia wspierajacego reguly (a, ) wchodza wiec obiekty, ktére leza bar-
dzo blisko jej punktu zaczepienia (e) lub ich decyzja nieznacznie rézni sie od
parametry z czeéci decyzyjnej reguly (3). Warunek pierwszy odpowiada kon-
cepcyjnie dyskretyzacji w przestrzeni kryteriéw, warunek drugi — w przestrzeni
decyzji. Podstawowe znaczenie bedzie miata 77 dla reguly r, ktéra bedziemy
oznacza¢ N(r). W przypadku przyjecie progéw v = A = 0 powyzsza defini-
cja licznosci otoczenia bedzie réwnowazna z definicja pelnego wsparcia (PW) z
4.3.4. Interpretacja powyzszej miary zostala przedstawion na rysunku 5.1.

5.2.2 Selekcja regut na podstawie odlegtosci

Majac zdefiniowang miare licznosci otoczenia wspierajacego mozemy na jej
podstawie dokonaé selekcji regut. Przyjmijmy, ze mamy wyczerpujacy zbior

50



[ 1,

(%)

Rysunek 5.1: Wykres wiarygodnosci decyzji w funkcji wiarygodnosci kryterium,
powstaly na skutek zastosowania regul. W punktach, gdzie nastepuje skok,tzn.
wykres wznosi sie pionowo w gére (punkty A, C, E, G), zostaly umiejscowione
reguly. Nie ma sensu umieszczanie reguly w punkcie B, gdyz mimo ze jest
oddalony od A na osi kryterium, jest bardzo blisko tego punktu na osi decyzji
(podobnie dla punktu F). Z kolei punkt D jest blisko punktu C na osi kryterium,
mimo stosunkowo duzej odleglosci na osi decyzji, stad tam rowniez nie stawiamy
reguly.

regul minimalnych. Algorytm, przedstawiony w tabeli 5.1, jest zachlanng heu-
rystyka i polega na wyborze takich regul, ktére maja najwieksze N(r). Na-
stepnie za kazdym razem uaktualniamy N(r) wszystkich dotad niewybranych
regul, nie wliczajac juz do niego przyktadéw, ktore weszly w sklad wsparcia
regul wybranych (skoro staramy sie uzy¢ jak najmniejszej ilodci regul, nie ma
sensu pokrywaé danego przykladu wieloma regutami). Powtarzajac ta czynnosé
do czasu, az wszystkie obiekty zostana pokryte (zgodnie z powyzsza definicja
stosowanej miary), otrzymujemy zbiér regul wyjasniajacy dane, o rozmiarze
uzaleznionym od wyboru progéw v i A. Reguly takie nie pokrywaja wszystkich
obiektéw w najsilniejszy mozliwy sposob, ale z pewnym przyblizeniem zwiaza-
nym z zaniedbywaniem malych odleglosci na skali.

Tym samym, poprzez zastosowanie wartosci progowych, otrzymujemy rzad-
szy podzial na klasy z uwagi na fakt, ze bliskie sobie wartosci wiarygodnosci
decyzji utozsamiane sa teraz ze soba. Prowadzi to z kolei do prostszego i ogdl-
niejszego opisu. W przypadku stosunkowo duzych réznic w wiarygodnosci de-
cyzji 1 wzglednie réwnomiernego rozstawienia obiektéw (co powoduje, ze nie
leza z reguly blisko siebie w przestrzeni kryteriéw), opisana metoda daje gorsze
rezultaty, ale w rzeczywistych problemach nie zdarza si¢ to za czesto. Mimo
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Wejscie: Wyczerpujacy zbiér regul R
Wyjscie: Zredukowany zbiér regul R’ w przyblizeniu pokrywajacy
wszystkie przyklady

Algorytm selekcji regul w oparciu o poréwnywanie odleglosci
miedzy obiektami:

1. Przyjmij R’ = 0 oraz U’ = U (tymeczasowy zbiér niepokrytych
obiektéw)

2. Wyznacz dla kazdej reguly r ze zbioru R miare licznosci otoczenia
wspierajacego N (r) na podstawie U’.

3. Ze zbioru R wybierz regule r; o najwiekszym wspolczynniku N (r;)
i przenie$ ja do zbioru R/, usuwajac z R: R = R—{r;}, R =
R/ U {’I”l}

4. Usun ze zbioru niepokrytych obiektéw U’ zbidr obiektéw Uy, ktére
zostaly wliczone do miary N(r;) reguly r; (czyli wspierajacych ta
regute): U' =U' — U

5. jesli U’ = (), zakoncz dzialanie algorytmu. W przeciwnym przy-
padku wr6é do punktu 2.

Tablica 5.1: Algorytm selekcji regut w oparciu o poréwnywanie odleglosci mie-
dzy obiektami

to nadal opis zbioru pozostaje opisem regutowym. Bedac w przestrzeni nume-
rycznej, mozna sie doszukiwaé pewnych zaleznosci miedzy kryteriami a decyzja,
ktére lepiej wyrazié za pomoca ciaglej, monotonicznej funkeji (w odréznieniu
od regul, gdyz funkcja z nich zlozona posiada nieciagloéci we wszystkich punt-
kach zaczepienia regul). Problem taki zostanie rozpatrzony w dalszej czesci
rozdziatu.

5.2.3 Przyklad selekcji regut

Rozwazmy ten sam przyktad, jaki zostal przedstawiony w poprzednich roz-
dziatach. Ponownie wypiszemy reguty, jakie zostalyby wyindukowane z uzyciem
dowolnego algorytmu, generujacego wyczerpujacy zbiér regul oparty na przy-
ktadach:

e DZ-reguly:
7 px, () 2 0.85 — puy(z) > 0.75
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3 ux,(x) = 0.8 — puy(z) > 0.75
s px, () 2 0.7A px,(x) =045 — py(x) > 0.6
e px,(x) =2 0.6 — py(z) > 0.55
e px, () 2 0.7 — py(xz) 2 0.5
e px, (z) = 0.55 — py(z) > 0.3
170 px(x) =04 - py(z) > 0.3
g pix, () = 0.35 — py () > 0.2
T9>Z wx,(x) = 0.15 — py (z) > 0.2
Mot px () = 0.2 py(z) > 0.1
T px,(z) 2 0.1 = py(x) > 0.1
e DS-reguly
INE px, () <0.85 — py(z) <0.75
e wx,(x) < 0.8 = puy(z) <0.75
Y wx,(x) < 0.6 — py(z) <0.7
rr o kx(2) 08— py() <07
e ux, () 0.4 — py(z) <0.65
e px, (1) 0.3 = py(x) <05
s px, () 0.2 — py(z) <0.25
INE ptx, () <04A px,(r) 03— py(xr) <0.25
e tx,(x) < 0.1 — py(z) <0.1

Przyjmiemy, ze warto$ci progéw sa nastepujace: v = 0.1, A = 0.05. Do
mierzenia odlegltosci uzyjemy metryke Czebyszewa. Wsparcie poszczegdlnych
regul zostalo przedstawione w tabeli 5.2

DZ-reguta | licznosé otoczenia || DS-regula | liczno$é otoczenia
7"12 1 rf 5
5 1 TS 4
T32 1 r§ 5
rf 2 rf 6
r? 2 r? 4
r? 2 r6< 3
’I“72 3 7”7< 1
7’8> 2 1"8< 2
7'92 3 rgg 1
rﬁ) 3
7“121 2

Tablica 5.2: Ocena regul za pomoca wsparcia
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Sposéb DZ-regut wybierzemy nastepujace (w tej kolejnodci): 7“72 , 7‘92 , Tf,

> > . ot g < <0< << s
r{, 17y, natomiast wéréd DS-regul beda to: v, ro5, v, rg, g . Zauwazmy, ze
liczba regut jest mniejsza niz w przypadku selekcji z wykorzystaniem wylacznie
wlasnosci porzadkowych. Generalnie, im wigksze progi § i A, tym liczba regut

spada.

5.3 Problem regresji wielowymiarowej za po-
mocg funkcji odcinkami liniowej

Jesli zdecydowalibyémy sie na aproksymacje zbioru za pomoca funkcji, do-
bierajac odpowiedni jej ksztalt (np. liniowy) mozemy staraé si¢ metoda regresji
dopasowaé funkcje do punktéw o znanych wartosciach decyzji z najmniejszym
mozliwym bledem, dzieki czemu otrzymujemy informacje o zbiorze danych wy-
razone w postaci wzoru takiej funkcji. Pozwala to wyznaczy¢ interesujaca nas
wartos¢ decyzji w kazdym punkcie przestrzeni. Na rysunku 5.2 pokazano dwa
sposoby wyznaczania wartosci funkcji - za pomoca zasady maksymalnej ostroz-
noséci (zwyklych regul gradualnych) oraz aproksymacji funkcja odcinkami li-
niowa. W drugim przypadku wartosci szacowane sa mniej ostroznie, wykorzy-
stuje sie jednak fakt liniowego wzrostu warto$ci na pewnych odcinkach, czyli
dopasowania do pewnego modelu (w tym przypadku: liniowego). Jest to réw-
niez rodzaj indukcji, uogélnienie nastepuje jednak poprzez przypisanie danym
zaleznosci funkcyjne;j.

Zostanie wiec przeprowadzona na zbiorze regresja, za pomoca funkcji od-
cinkami liniowej, a Scislej méwiac — funkcji bedacej suma funkcji czastkowych
(zaleznych tylko od wartosci na jednym kryterium), przy czym kazda z nich
ma postaé¢ odcinkami liniowa. Pokazany zostanie sposéb tworzenia dwdch funk-
cji - dolnego i gérnego przyblizenia, odpowiednio f(-) i g(-). Pierwsza z nich
przyjmuje dla obiektow z tablicy decyzyjnej wartosci nie wieksze niz wartosé
wiarygodnosci dolnego przyblizenia decyzji tych obiektéw, stad szacuje zbioér od
dotu. Druga z nich przyjmuje wartoéci nie mniejsze niz wiarygodnosc gornego
przyblizenia decyzji, stad jest oszacowaniem od gory. Zbiér obiektow powinien
zawieraé sie w pasie przestrzeni ograniczonym obiema funkcjami. Oczywiscie,
aby zachowaé zgodnos¢ z zasada dominacji, funkcje musza byé rosnace na kry-
teriach typu zysk oraz malejace na kryteriach typu koszt.

5.3.1 Programowanie matematyczne

Zanim przejdziemy do do dalszej analizy, nalezy jeszcze przypomnie¢ pewna
0g6lna metode rozwiazywania problemow optymalizacyjnych, znang jaka progra-
mowanie matematyczne. Polega ona na minimalizacji (maksymalizacji) pewnej
funkcji przy ograniczeniach:

minz = f(x)
przy ogr.: g(x) <0 fR*"—>R, g:R*"—R™
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Ay (X) a)

M (%)
Hy(X) b)

M (%)

Rysunek 5.2: Aproksymacja punktéw (problem jednokryterialny) za pomoca
regul gradualnych(a) oraz funkcji odcinkami liniowej (b).

Szczegdlny przypadek, w ktérym funkcje f(-) i g(-) sa liniowe, nazywamy
programowaniem liniowym. Najpopularniejsza metoda rozwiazywania tego
typu zagadnienia jest metoda sympleks, po raz pierwszy podana przez G. Dan-
ziga [4]. Polega na przeszukiwaniu punktéw wierzchotkowych obszaru dopusz-
czalnego (spelniajacego ograniczenia) w przestrzeni zmiennych decyzyjnych,
przechodzac do wierzcholka sasiedniego z réwnoczesnym polepszeniem funk-
cji celu. Mozna pokazaé [1], ze rozwiazanie optymalne znajduje sie w jednym
z punktéw wierzchotkowych (funkcja nie ma ekstremum w zbiorze). Przejscie
miedzy wierzchotkami odbywa sie poprzez zmiane bazy — zastapienie jednego z
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wektorow bazowych innym w ten sposéb, ze funkcja celu ulega poprawie. Osta-
tecznie algorytm zatrzymuje sie w wierzcholku, z ktorego nie ma mozliwosci
wykonana¢ kroku niosacego poprawe — jest to rozwiazanie optymalne.

Metoda sympleks ma zlozonosc wykladnicza, poniewaz liczba wierzchotkdw
wielo$cianu rozwiazan dopuszczalnych ro$nie wykladniczo, a w najbardziej pe-
symistycznym przypadku nalezy odwiedzi¢ wszystkie z nich. W sytuacjach rze-
czywistych dziala jednak bardzo dobrze i szybko zbiega do rozwiazania opty-
malnego. Mimo, ze sam problem programowania liniowego nalezy do klasy P
(probleméw rozwiazywanych w liczbie krokéw bedacej wielomianem od rozmiaru
instancji [20]) i znany jest dokladny algorytm wielomianowy, metoda sympleks
w wiekszosci przypadkow dziata szybciej, stad jest najczedciej stosowana w prak-
tyce.

Pewna modyfikacja problemu programowania liniowego jest wprowadzenie
ograniczenia, pozwalajacego zmiennym decyzyjnym na przyjmowanie wylacz-
nie wartosci catkowitych. Problem taki nazywany jest programowaniem linio-
wym calkowitoliczbowym, lub mieszanym calkowitoliczbowym (gdy nie wszystkie
zmienne musza by¢é calkowite). Wprowadzajac dodatkowe ograniczenie mé-
wigce, ze zmienne decyzyjne nie moga byé¢ wieksze od 1, formulujemy zadanie
programowania binarnego (zerojedynkowego). Ma ono liczne zastosowania, z
uwagi na fakt, ze za pomoca zmiennych binarnych mozna wyrazi¢ wiele typo-
wych probleméw kombinatorycznych. Niestety, wprowadzajac zmienne catko-
wite, powodujemy drastyczne zwiekszenie kosztoéw obliczen - problem staje sie
NP-trudny i nierozwiazywalny przez zaden znany algorytm wielomianowy. Ist-
nieja jednak metody radzenia sobie z problemem w sposéb wykladniczy (np.
metoda plaszczyzn odcinajacych Gomorego) lub heurystyczny. Szersze omdwie-
nie powyzszych zagadnien znajduje sie¢ w [1] i [12], podstaw matematycznych
mozna szuka¢ w podrecznikach od algebry liniowej, np. [28].

W przypadku regresji zbioru danych za pomoca funkcji odcinkami liniowe;j
problem ten da sie wyrazi¢ za pomocg zadania programowania liniowego. Wzo-
rowano sie tutaj na rozwiazaniu zastosowanym w jednej z metod wspomagania
decyzji, nazwanej UTA (Utilité Additive) [21]. Zastosowano tam funkcje uzy-
tecznosci bedaca suma funkcji czastkowych odcinkami liniowych, monotonicz-
nych, majac dany porzadek na podzbiorze wariantéw decyzyjnych, stworzony
przez decydenta i uzyto do jej konstrukcji wlasnie programowania liniowego.
W naszym przypadku mamy do czynienia z problemem podobnym, wystepuja
jednak dodatkowe zalozenia nakazujace, aby wartosé funkcji dolnego przyblize-
nia w punktach, gdzie znajduja si¢ obiekty, byta mniejsza od wartosci dolnego
przyblizenia zbioru decyzyjnego, dla funkcji gérnego przyblizenia — wieksza.
Dodatkowo, w sekcji 5.3.3 opisano sposob regresji funkcji w przypadku, gdy nie
jest znana liczba odcinkéw funkeji odcinkami liniowych, wykorzystujac przy tym
programowanie catkowitoliczbowe mieszane. Programem, za pomocg ktorego
rozwiazano powyzsze problemy, jest GAMS[10], profesjonalny, platny zestaw so-
lverow, rozwiazujacych zagadnienia programowania matematycznego, zaréwno
liniowego, jak i nieliniowego. Przedtem uzywana byta darmowa biblioteka o
otwartym kodzie Ip-solve[24] autorstwa Michiela Berkelaara.
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5.3.2 Przypadek regresji przy zadanych punktach charak-
terystycznych funkcji

Rozwazmy zbiér n obiektéw Q = {x1,za,...,2,}, opisanych za pomoca m
kryteriow i atrybutu decyzyjnego. Wartos¢ i-tego obiektu na j-tym kryterium
oznaczmy przez ¢;(x;) i bedzie ona odpowiadala wartosci funkeji przynaleznosci
do zbioru rozmytego X; opartego na j-tym atrybucie, tzn. pux,(z;); wartosé
atrybutu decyzyjnego oznaczmy przez dec(x;) i odpowiada ona wiarygodnosei
decyzji danego obiektu, tzn. py (z;). Dla uproszczenia zaldézmy, ze wszystkie
kryteria sa typu zysk.

Poprzez zastosowanie metod teorii zbioréw przyblizonych w ramach podej-
$cia opartego na regutach gradualnych, opisanego w poprzednich rozdziatach,
kazdemu obiektowi mozna przypisaé¢ przynaleznosé do zbioréw rozmytych okre-
slajacych gérne i dolne przyblizenie zbioru Y (decyzji), oznaczane odpowiednio
jako p[App(Xi,...,X,,Y) oraz u[App(Xi,...,X,,Y). Dla uproszczenia no-
tacji przynaleznoéé do zbioréw gérnego i dolnego przyblizenia bedzie w tym
rozdziale oznaczana jako dec(w;) i dec(x;). W ogélnodci, naszym celem bedzie
préba aproksymowania dwoch funkcji, ktore ogranicza zbior obiektéw od dolu
i od géry w przestrzeni kryteriéw; funkcje oznaczymy przez f(-) i g(-). Przyj-
mijmy, ze pierwsza z nich w punktach, w ktérych znajduja sie obiekty, powinna
przyjmowac¢ wartosci rowne dolnym przyblizeniom ich decyzji, a druga z nich —
gérnym przyblizeniom decyzji; stad w przypadku, w ktérym nie bedzie bledu
przy aproksymacji otrzymujemy:

flxi) = dec(x;) (5.9)

g(x;) = dec(z;) (5.10)

Problem sprowadza sie do regresji obu funkcji, to znaczy wyznaczenia ich war-
tosci we wszystkich punktach przestrzeni. Musza zostaé¢ przy tym spelnione
nastepujace warunki:

1. Funkcje musza aproksymowacé zbiér w sposéb spéjny — dla zadnej pary
punktéw w przestrzeni kryteridéw nie moze zaistnieé¢ taka sytuacja, ze
pierwszy z punktéw bedzie dominowal drugi, a zarazem wartosé funk-
cji w pierwszym z punktéw bedzie mniejsza od wartoéci w drugim z nich.
Jest to niezgodne z zasada dominacji, bedaca podstawa podejécia opar-
tego na regutach gradualnych. Mozna wykazaé, ze funkcja taka musi by¢
monotoniczna ze wzgledu na kazde kryterium.

2. Funkcja f(-) musi ograniczaé zbiér obiektéw od dotu, stad w punktach, w
ktorych znajduja sie obiekty, moze przyjaé¢ wartos¢ nie wieksza od wartosci
dolnego przyblizenia decyzji obiektéw. Funkeja g(-) musi ograniczaé zbidr
obiektow od goéry, stad moze przyjac warto$¢ nie mniejsza od wartosci
gérnego przyblizenia decyzji obiektow.

3. W kazdym punkcie przestrzeni musi zachodzi¢ f(a) < g(a)
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Rozwazmy funkcje f(-) i g(-) w postaci sumy funkeji czastkowych na poszcze-
gblnych kryteriach:

m

fla) = Zuj(qg'(a)) + uo (5.11)

g(@) = > vi(a;(@)) +vo (5.12)
j=1

Przyjmiemy, ze funkcje czastkowe u;(-) i v;(-) sa odcinkami liniowe, przy
czym miejsca (wartoéci), w ktérych funkcje zmieniaja wspélczynnik nachyle-
nia sa z géry ustalone (nie sa zmiennymi, ale stalymi parametrami problemu),
zaréwno ich polozenie, jak réwniez ich liczba; miejsca takie bedziemy odtad
nazywali punktami ztaman. Przyktadowy ksztalt funkeji u;(-) zostal przedsta-
wiony na rysunku 5.3. Oznaczajac przez hj'; wartos¢ i-tego punktu zlamania na
J-tym kryterium dla tej funkcji mozna zapisa¢ wartos¢ u;(-) miedzy punktami

u u 1 .
hi; a by, ; jako:

uj(hiy,5) = uj(hiy)

03 (a5 (0) = ws(hiy) + (a5 (@) = hity) - == (5.13)
i+1,j 0,J
ui(a) &
ui(his)
ui(hiz)
ui(hir) i
ui(hio) i >
hit hiz his o

Rysunek 5.3: Przyklad funkcji czastkowej odcinkami liniowej

Oznaczmy liczbe punktéw ztaman dla funkeji u;(-) i v;(-) odpowiednio przez
s 1 s7. Warunkiem zapewniajagcym monotonicznos¢ na kazdym kryterium be-
dzie nieréwnos¢:

u;(hi';) = ui(hi';) dlal<i<sy, 1<j<m (5.14)
vi(hiy ;) = vi(hi;) dlal<i<sy, 1<j<m (5.15)

Z kolei warunkiem, ktéry zapewni, ze funkcje f(z;) i g(x;) sie nie przetna,
bedzie:
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u;(hi';) = v;(hy ;) dlal<i<sy, 1<k<s), 1<j<m (5.16)
Warunki na wartoéci funkcji dla obiektéw z tablicy decyzyjnej powinny byé
nastepujace:

n (5.17)

flz:) +of =dec(z;)  dla
ol = n (5.18)

1<
g(x;) — dec(x;) dla1<i

gdzie O'lf oraz of sa to bledy aproksymacji, ktére musza zosta¢ uwzglednione,

poniewaz nie zawsze bedzie mozliwe bezbledne aproksymowanie przyktadéw z
tablicy decyzyjnej za pomoca konstruowanej funkcji. Zauwazmy, ze skoro oba
bledy zawsze sa dodatnie (programowanie liniowe nakazuje narzucié¢ zmiennym
takie ograniczenie), to z powodu dodania bledu, funkcja f(x;) bedzie zawsze
mniejsza od dec(z;), natomiast funkcja g(x;), z powodu odjecia bledu, bedzie
zawsze wieksza od dec(x;). W pdzniejszym rozwiazaniu korzystnie jest dotozyé
do tablicy decyzyjnej dwa sztuczne obiekty — jeden o wszystkich wspolrzed-
nych i decyzji réwnych zeru (wartosci minimalnej), drugi — réwnych jednosci
(wartosci maksymalnej). Pozwala to na kontrole przebiegu funkeji na kresach
dziedziny.

Reasumujac, peten problem programowania liniowego mozemy zapisa¢ w
postaci:

n

min z = Z(Ulf +a?) (5.19)
i=1

p.o. (5.20)
Zuj(qj(xi)) +up + 0! = dec(x;) dlal<i<n (5.21)
j=1
m .
Zvj(qj(a:i)) + vy — o) = dec(z;) dlal1<ig<n (5.22)
j=1
uj(hi';) = ui(hi';) dlal<i<sy, 1<j<m (5.23)
vi(hiyq ;) = vi(hi;) dlal<i<s], 1<j<m (5.24)
uJ( ) v](,”) dlaléigs?,lékgs}1<j<m(5.25)

Oczywiscie, wszystkie zmienne decyzyjne musza by¢ nieujemne, ale jest to
domyslne zalozenie programowania liniowego, stad dla przejrzystosci nie zostato
tutaj wypisane. Dodajmy tez, ze wszystko, co tutaj rozwazaliémy, odnosi si¢
do kryteriéw typu zysk. Dla kryteriéw typu koszt znaki w réwnaniach (5.23) i
(5.24) musialyby zosta¢ zamienione na przeciwne .
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5.3.3 Przypadek regresji dla punktéw charakterystycz-
nych funkcji traktowanych jako zmienne decyzyjne

Rozwazmy teraz problem, w ktorym nie ustalamy z gory, na ile odcinkéw
zostanie podzielona kazda z funkcji czastkowych. Sytuacja powyzsza korzystna
jest przede wszystkim dlatego, ze zalezy nam na jak najprostszym opisie zbioru.
Skoro udaloby sie zbidr opisaé za pomoca funkcji liniowych (bez punktéw zla-
man), lub za pomoca funkcji czastkowych z jednym lub dwoma punktami ztama-
nia, nie popeliajac duzego btedu, to czy jest sens dodawaé¢ dodatkowe punkty,
tworzy¢ skomplikowany model wytacznie po to, aby zmniejszy¢ blad o niedo-
strzegalng w praktyce wartos¢? Rozwazany problem odpowiada zjawisku prze-
uczenia sie wystepujacemu w uczeniu indukcyjnym, polegajacemu na nadmier-
nym dopasowaniu model do danych przez algorytm uczacy. Model okazuje sie
by¢ calkowicie spojny ze zbiorem lub blad na zbiorze jest bardzo maly, ale jest
zarazem sztucznie skomplikowany. Przycinanie drzew decyzyjnych czy zbioréw
regutl ma na celu jego uproszczenie, mimo spadku jakoéci klasyfikacji. Model
prostszy ma wiekszg szanse by¢ wiarygodnym i poprawnym nie tylko na zbiorze
uczacym, ale dla wszystkich p6éZniejszych obiektow (brzytwa Ockhama); dodat-
kowo zdecydowanie utatwia wyjasnienia zbioru, czyli ujecie w sposob zrozumialy
dla czlowieka zaleznoéci tkwiacych w danych.

Algorytm przedstawiony w poprzedniej sekcji stara si¢ jak najdoktadniej opi-
sa¢ zbiér przy ustalonej liczbie punktéw zlaman. Jedli w trakcie rozwiazywania
problemu punkty takie — ich liczba i umiejscowienie — zostalyby dobrane przez
algorytm, pozwoliloby to, mimo popelniania wiekszego btedu, na uproszczenie
modelu a zarazem wykrycie specyficznych miejsc zmiany trendu. Rozpoczniemy
od podzielenia kazdego z kryteriéw na szereg odcinkéw (czyli postawienia na osi
kazdego z kryteriéw pewnej ilo$¢ punktéw), co w praktyce wykonaé¢ w nastepu-
jacy sposéb:

e dzielac taka o$ (ograniczona z dotu zerem i z géry jednoscia) na odcinki o
tej samej dlugosci,

e dzielac o$ na odcinki zgodnie z czestodcia wystepowania przyktaddw ucza-
cych — duze ich zageszczenie powoduje gestsze podzialy, najtatwiej po-
dzieli¢ o$ tak, aby na kazdym odcinku znalazto sie tyle samo przyktadéw
uczacych,

e w szczegblnoSci przy liczbie punktéw réwnej liczbie przykladéw (obiek-
t6w), polozenie punktéw jest okreSlone przez wspoélrzedne obiektéw na
danym kryterium.

Niezaleznie od wybranego sposobu przyjmijmy, ze udato nam si¢ na kaz-
dym z kryteriéw ustawi¢ pewna liczbe punktow, ktére sa teraz potencjalnymi
punktami zlaman. Problem, ktéry nalezy rozwiaza¢ mozna sformulowaé na-
stepujaco: sposréd wszystkich dostepnych punktéow wybraé jak najmniejsza ich
liczbe oraz okredli¢ w nich jak najlepsze wspélczynniki kolejnych odcinkéw funk-
cji liniowej tak, aby blad aproksymacji zbioru byl jak najmniejszy. Mamy w tym
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momencie problem dwukryterialnej optymalizacji: musimy jednoczesnie mini-
malizowaé¢ blad funkcji na zbiorze danych oraz ilos¢ punktéw ztaman. Sa to
kryteria w ogdlnoéci przeciwstawne sobie, wiec do kompromisu moze doj$¢ na
drodze przetargu. Ponizej zaprezentowano najprostszy sposéb rozwiazania pro-
blemu: minimalizacje jednego kryterium przy zadaniu pewnego progu, ktérego
drugie z kryteriow nie moze przekroczy¢.

Ponownie rozwazmy zbiér n obiektéw Q = {x1,x9,...,2,}, opisanych za
pomoca m kryteriéw i wartosci wiarygodnosci decyzji. Pozostawimy oznaczenie
dec(z;) na gérne przyblizenie zbioru decyzji u[App(X1, . .., X,,Y) oraz oznacze-
nie dec(x;) na dolne przyblizenie u[App(Xy,...,X,,Y). Ponownie rozwazymy
dwie funkcje, f(-) i g(-), sktadajace si¢ z funkcji czastkowych odcinkami linio-
wych:

Fla) = 3 us(a5()) + o (5.26)

9(0) = >~ vy(a;(e) + o (5.27)

Musimy jednak przedefiniowaé funkcje czastkowe. Uzyjemy innego zapisu
dla funkcji odcinkami liniowej: przyjmijmy, ze funkcja czastkowa wu;(-) moze
zostac zlamana potencjalnie w s} punktach, przy czym kazdemu takiemu punk-
towi odpowiada punkt na osi j-tego kryterium o wspétrzednej h; ;. Jesli przez
¢p,; oznaczymy wspélczynnik kierunkowy (nachylenie) pierwszego z odcinkéw
takiej funkcji, a przez ¢; ; zmiane wspoélczynnika kierunkowego takiej funkcji w
i-tym punkcie zlamania, to wartosé funkcji dla punktu lezacego miedzy punk-
tami h; j a h;11,; mozna zapisac jako (patrz rysunek 5.4):

ui(g;(@) = cogi(@) + Y cxj(gi(c) = ) (5.28)
k=1

vi(g5(@) = do () + Y di (g () — Tk ;) (5.29)
k=1

gdzie ¢ ; sa wspélezynnikami kierunkowymi funkcji f(-), a di,; — funkeji g(+).

Poniewaz wspélczynnik kierunkowy moze byé dodatni albo ujemny, a w
problemie programowani liniowego mamy do czynienia tylko ze zmiennymi nie-
ujemnymi, mozemy dokonaé¢ zmiany w powyzszym rownaniu poprzez zastapienie
kazdego wspolczynnika cj ; réznicg wspoélczynnikow cz ; — Ck;» gdzie ct ; okre-
sla dodatniag zmiane wspétczynnika kierunkowego w k-tym punkcie ztamania,
natomiast ¢, ; — zmiang ujemng (analogicznie dla dy ;). Aby zapewni¢ mono-
toniczno$é funkeji f(+) i g(+) ze wzgledu na kazde kryterium, nalezy zapewnié
monotonicznosé kazdej z funkcji czastkowych. Tym samym nalezy zapewnié,
ze wspOlczynnik kierunkowy takiej funkcji czastkowej w kazdym punkcie bedzie
nieujemny. Stad suma wszystkich zmian wspolczynnika dla kazdego punktu
ztamania i punktéow poprzedziajacych go musi by¢ nieujemna, czyli:
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ui(o,) A

uihy)

Rysunek 5.4: Interpretacja nowego zapisu funkcji czastkowej odcinkami liniowe;j

%

D )20 dla0<i<sy, 1<j<m (5.30)
k=0
Ydi;—di)>0  dla0<i<sl, 1<j<m (5.31)
k=0

Czas wprowadzi¢ zmienne kontrolujace ilos¢ punktéw ztaman. Oznaczymy
przez x;,; zmienng binarng, ktéra przyjmuje warto$¢ jeden, gdy dla funkcji czast-
kowej u;(-) w i-tym potencjalnym punkcie ztamania faktycznie ono nastapi. W
przeciwnym przypadku (brak zlamania w tym punkcie) zmienna przyjmie war-
to$¢ zero. Podobnie, zdefiniujemy taka sama zmienna binarna ¢; ; dla funkcji
czastkowych v;(-). Pozwala to na zapis funkcji, ktére tamia si¢ wylacznie w czg-
§ci z potencjalnych punktéw w nastepujacy sposéb (zostawiono wspdlezynniki
Ck,j zamiast c; ;T Ch W celu poprawy przejrzystosci):

ui(g;(@) = co;g;(@) + Y Xnjckj(a5(c) = i) (5.32)
k=1

vi(g5()) = do jq; (@) + Y br i, (¢5(0) = hu 5) (5.33)
k=1

Wprowadza to mozliwo$¢ manewrowania miejscami ztaman jako zmiennymi,
a nie ustalonymi parametrami. Pojawia si¢ tu jednak czynnik nieliniowy (iloczyn
dwéch zmiennych), co znacznie zwieksza koszt algorytmu, wystarczajaco juz
wysoki z powodu uzycia zmiennych catkowitych. Pokazemy, ze mozna powyzszy
czynnik wyeleminowaé. Mianowicie, réwnania (5.32) i (5.33) zastepujemy z
powrotem réwnaniami (5.28) i (5.29), oraz dodajemy dwa kolejne réwnania:

C;:j + C;,j < T Xi,j (534)

df; +d; <T-¢i (5.35)
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gdzie I' to pewna ustalona liczba, na tyle duza, ze w realnych problemach zadna
zmiana wspolczynnika kierunkowego jej nie przekroczy. Wydaje sie, ze w przy-
padku nie za gestego ulozenia potencjalnych punktéw ztaman, wystarczy przy-
ja¢ T = 10, gdyz takie nachylenie oznacza skok wartosci decyzji o 1 (czyli od
minimum do maksimum) na odcinku 0.1. Nic nie stoi na przeszkodzie, aby przy-
ja¢ bardziej bezpieczna warto$é, np. I' = 100. Analizujac powyzsze rownania,
mozna zauwazy¢, ze jesli x; ; (lub ¢; ;) jest réwna 0, wspélczynniki c;fj 1o
(odpowiednio d;fj i d; ;) musza by¢ zerami (nie ma w tym punkcie zlamania).
Jedli natomiast x;; (lub ¢; ;) jest réwne 1, z uwagi na duza wartoéé¢ I' wspél-
czynniki kierunkowe moga przyjac praktycznie dowolng wartosé. Jest to wlasnie
zagadnienie, ktory chcieliSmy rozwiazaé i udato sie¢ to zrobi¢ nie wprowadzajac
do réwnan czynnikéw nieliniowych.

Wystepuje tu jeszcze jeden problem, dotyczacy samego algorytmu sympleks.
W sekcji 5.3.1 wspomniano, ze algorytm przeszukuje jedynie wierzchotki wie-
loécianu wypuklego rozwiazan dopuszczalnych, co powoduje czesto przyjmowa-
nie przez zmienne wartosci skrajnych, o ile sa dopuszczalne i optymalne. W
praktyce moze zdarzy¢ sig, ze, jesli nie zakldci to optymalnodci rozwiazania,
wspotezynniki kierunkowe przyjma wartosci mozliwe najwicksze, czyli réwne
I'. Jest to niemile widziane choéby dlatego, ze wartos¢ I' jest duZa liczbg i nie
powinna by¢ kojarzona z zadna konkretna wartoscia, a przynajmniej wielko-
Sci wspotezynnikéw nie powinny zalezeé od tego, jak duze I' zostanie przyjete.
Po drugie, wielkie wspélczynniki nie maja w tym problemie glebszego sensu.
Dlatego bedziemy starali si¢ minimalizowaé¢ réwniez same wspolczynniki przy
zachowaniu optymalnoéci rozwiazania. Robimy to poprzez jawne wprowadzenie
tzw. zmiennych ostabiajacych (ang. slack variables). Sa one bez wiedzy uzyt-
kownika stosowane przez solvery przy rozwigzywaniu problemow, nam zalezy
jednak na tym, aby je maksymalizowaé, stad musimy je wlaczyé¢ do naszych
rozwazan:

el =Ty (5.36)
df+di+nl; =T 6i; (5.37)

gdzie n{ ;1 nf, ; to wlasnie wspomniane zmienne oslabiajace. Bedg one maksy-
malizowane w funkcji celu, ale z bardzo malta waga. Spowoduje to przyjecie
jak najmniejszych wspoélczynnikow kierunkowych, pozostawiajac rozwigzanie
optymalnym — mata waga ma na celu optymalizacje leksykograficzna: wpierw
minimalizujemy same bledy (lub ilo$¢ punktéw zlaman), a dopiero w ramach
znalezionego rozwiazania probujemy minimalizowaé wspdlczynniki. Mozna to
osiagnaé, wprowadzajac bardzo duzg liczbe M réwna np. 1000 i minimalizujac z
taka waga wszystkie zmienne wystepujace w funkcji celu z wyjatkiem zmiennych
ostabiajacych.

Dochodzimy tutaj do problemu, co w gruncie rzeczy ma by¢ optymalizo-
wane — liczba punktéw ztaman czy btedy aproksymacji? Zdecydowano sie na
pierwsza z tych opcji, gdyz jest, przynajmniej zdaniem autora, bardziej intu-
icyjna. Wydaje sie, ze tatwiej jest poda¢ maksymalna warto$¢ bledu, jakiej
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nie moze przekroczy¢ funkcja i wyznaczy¢ w ten sposéb minimalng liczbe zla-
man, niz na odwrét. Jest to jednak problem jawnie wielokryterialny i nie ma
podejécia najlepszego — kazde jest tylko kompromisem (jesli zalezy nam na
jak dokladniejszym szacowaniu punktéw, mozemy pozosta¢ przy minimaliza-
cji bledu). Trzymajac sie jednak przyjetych zalozen, przyjmijmy maksymalna
wartos¢ bledu funkcji gérnego i dolnego przyblizenia jako J. Dodatkowo, dla
uproszczenia zaldézmy (zupelnie rozsadnie) ta sama liczbe i te same miejsca po-
tencjalnych punktéw ztaman dla funkcji u;(-) i v;(-), czyli hi'; = hi ; = h; j oraz

s% = 5% = s5;. W tym momencie mamy juz wszystkie potrzebne dane i ogra-

J J
niczenia do zapisania rozwazanego problemu jako zagadnienia programowania

liniowego caltkowitoliczbowego mieszanego:

m  Sj m S5
Hlan:MZZ(Xz,j+¢z,]) _ZZ nzg +772g (538)

j=11i=1 Jj=11i=1

p.o. (5.39)

Zuj(qj(aci)) + ug + alf = dec(x;) dlal1<i<n (5.40)
j=1

Zvj(qj(xi)) +vg — 0 = dec(x;) dlal1<ig<n (5.41)
=1

ui(hi';) = vi(hi';) dlal<i<s;, 1<j<m (5.42)
+-+cfj+77ifj:F-Xi,j dlal<i<s;, 1<j<m (543)
df,+d;+nl,=T-¢;; dal<i<s;, 1<j<m (5.44)
Z(c;jfc,;j)é() dla0<i<s;, 1<j<m (5.45)
k=0
i, —d;)>0  dla0<i<s;, 1<j<m (5.46)
k=0
n
> (el +o¥)<s (5.47)
=1

gdzie za u;(g;()) i v;(g;(c)) podstawiamy:

ui(qi()) = (cf; —coai(@) + > (e = )g(a) —hiy)  (5.48)

Eihy ;<o

vilgi () = (dg; —do Jas(a) + D (df ;= dy )aj(@) = hig)  (5.49)

k:hy j<a

Do sformutowanego problemu dodamy jeszcze kilka komentarzy:
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e w funkcji celu w réwnaniu (5.38) zmienne oslabiajace sa maksymalizowane,
wiec druga suma wzieta jest ze znakiem ujemnym.

e w réwnaniach (5.48) i (5.49) sumy wziete sa po wszystkich wspdlezyn-
nikach czj,c,;ﬁd;j?d,;j dla ktérych odpowiadajace im punkty hy ; sa
mniejsze od argumentu funkcji o

e liczba punktéw ztaman réwna jest liczbie odcinkéw, na jakie jest po-
dzielona funkcja minus jeden; wspoOlczynniki w punkcie zerowym (tzn.
car,j, caj,dafj,daj) sa rézne od zera, nie ma zmiennych binarnych odpo-

wiedzialnych za ztamania w tych punktach. Stad otrzymujemy funkcje

liniowa, gdy liczba punktéw ztaman jest réwna zeru.

e suma w wyrazeniu okre$lajacym funkcje celu powinna by¢ wielokrotno-
Scia M, ale nie bedzie, poniewaz zmniejszy ja troche suma zmiennych
ostabiajacych. Aby otrzymaé¢ minimalng liczbe punktéw ztaman, mozna
funkcje celu podzieli¢ przez M i przyréwnaé do najblizszej wickszej liczby
calkowitej.

e Rozwazany problem odnosi sie do kryteriéw typu zysk. Dla kryteriéw typu
koszt znaki w réwnaniach (5.45) i (5.46) musialyby zostaé¢ zamienione na
przeciwne.

Na koniec przypomijmy, ze problem jest zagadnieniem programowania li-
niowego calkowitoliczbowego mieszanego. Oznacza to wysoka zlozonosé obli-
czeniowg 1 potrzebe uzycia heurystyk lub wykladniczych, ale w praktyce efek-
tywnych algorytméw (np. Gomory’ego). W wymienione algorytmy wyposazone
sg solvery, rozwiazujace tego typu zagadnienia. Powoduje to separacje samego
sformutowania problemu od sposobu jego rozwigzania — druga z tych czynno-
$ci wykonuja zoptymalizowane programy. Nalezy sobie jednak zdawaé sprawe,
ze miedzy programowaniem liniowym, a nieliniowym istnieje ogromna réznica
w stopniu trudnosci, stad tyle wysitku, aby uniknaé¢ nieliniowosci w ogranicze-
niach. Aby jeszcze skrocié obliczenia, nalezaloby jak najbardziej zmniejszyé
liczbe zmiennych caltkowitych. Mozna tego dokonaé poprzez redukcje liczby
kryteriéw, a konkretnie poprzez uzycie reduktu zamiast pelnego ich zbioru. Nie
ma to wplywu na jako$é¢ klasyfikacji, a znacznie polepsza szybkos¢ dzialania
algorytmu.

5.3.4 Przyktad regresji

Aby zilustrowa¢ dzialanie metod, na przykladowym zbiorze, ktory byl juz
uzywany w poprzednich rozdzialach, dokonamy regresji dwoma sposobami (z
ustalong liczba punktéw ztaman oraz z liczba ztaman jako zmienna w proble-
mie). Pozwolimy sobie przypomnieé, jak wyglada zbiér danych, wraz z wiary-
godnosciami dolnego i gérnego przyblizenia, zamieszczajac go w tabeli 5.3.

Rozpoczniemy od ustalonych punktéow ztaman, czyli zwyklego programo-
wania liniowego. Przyjmiemy, ze zlamanie moze nastapi¢ dla kazdej warto-
Sci na danym kryterium, ktoéra wystepuje w tablicy decyzyjnej, czyli dla X3

65



Nt | (@) | g2(@) | dec(a) | dec(a) | dec(x)
1 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1
2 0.4 0.3 0.2 0.2 0.25
3 0.2 0.3 0.25 0.2 0.25
4 0.6 0.5 0.3 0.3 0.7
5 0.8 0.15 0.5 0.5 0.5
6 0.7 0.45 0.6 0.6 0.7
7 0.3 0.6 0.65 0.55 0.65
8 0.85 0.8 0.75 0.75 0.75
9 0.35 0.6 0.55 0.55 0.65
10 | 0.55 0.4 0.7 0.3 0.7

Tablica 5.3: Przykladowy zbiér danych.

beda to punkty: 0.2,0.3,0.35,0.4,0.55,0.6,0.7,0.8,0.85, natomiast dla Xy —
0.1,0.15,0.3,0.4,0.45,0.5,0.6,0.8. Tym samym nastawiamy sie na znalezienie
funkcji z jak najmniejszym bledem. Przypomnijmy, ze f(z) = uo + u1(q1(x)) +

u2(g2()), oraz g(x) = vo + v1(q1(2)) + v2(g2(2)).
W wyniku otrzymujemy ug = vy = 0 oraz:

0 q1(x) < 0.6
ur(qi(z)) =< 2q(x) —1.2 0.6 <q(x) <0.7
0.2 q1(z) = 0.7

q2(7) g2(z) < 0.1

2¢2(x) — 0.1 0.1 < ¢g2(z) <0.15

0.2 0.15 < go(z) < 0.3

) q(z)-0.1 0.3 < g2(r) < 0.4

w(®(r) =93 o3 0.4 < go(2) < 0.5

2.5g2(xz) —0.95 0.5 < qa2(z) < 0.6

0.55 0.6 < ¢2(z) < 0.8

1.25¢2(z) — 0.45  go(w) > 0.8

0 q1(z) < 0.4
vi1(q1(x)) = 1.33¢1(z) — 0.53 04 < ¢1(z) < 0.55

0.2 q1(x) > 0.55

q2(x) g2(x) < 0.1

3g2(z) — 0.2 0.1 < g2(z) <0.15

0.25 0.15 < go(x) < 0.3

) 2.5¢2(z) — 0.5 0.3 < g2(z) <04

va(@2(@) =19 g5 0.4 < g2(x) < 0.5

0.5¢2(x) +0.25 0.5 < ga2(z) < 0.6

0.55 0.6 < ¢2(z) < 0.8

1.25¢2(x) — 0.45  ¢o(x) > 0.8
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Rysunek 5.5: Funkcje aproksymujace zbiér dla ustalonej liczby punktow zlaman
(programowanie liniowe): u1(q1(z)) (a), u2(q2(x)) (b), vi(qi(z)) (c), v2(g2())

(d)

Funkcje powyzsze zostaly rowniez przedstawione na rysunku 5.5. Widaé, ze
funkcja dla drugiego z kryteriéw (Xs) jest nadmiernie skomplikowana i praw-
dopodobnie zbyt mocno dopasowana do danych.

W zwiazku z tym sprébujemy uzy¢ drugiej z metod — poszukamy optymalne;j
liczby i lokalizacji punktow ztaman przy bledzie nie przekraczajacym pewnej
wartosci. Wydaje sie rozsadne ustali¢, ze éredni blad przypadajacy na obiekt
nie powienien by¢ wiekszy od 0.05. Tym samym calkowity blad nie powinien
przekroczy¢ 1.2 (dwie funkcje — f(+) i g(+), po dziesie¢ obiektéw oraz punkty
[0,0] i [1,1], wszedzie $redni btad 0.05).

Rozwiazujac powyzszy problem za pomoca programowania liniowego catko-
witoliczbowego mieszanego, otrzymujemy ug = 0, vg = 0.027, oraz:

0 q1(x) < 0.6

wi(qi(z)) = { 3.25q1(x) — 1.95 0.6 < q1(x) < 0.7 (5.54)
0.18¢1(z) + 0.2 qi(x) > 0.7
g2() g2(z) < 0.1

u2(ga(z)) =< 0.5¢2(x) +0.05 0.1 < go(z) < 0.6 (5.55)

0.24g2(x) + 0.2 ¢a2(z) > 0.6
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0 q1(z) <04
vi(qi(z)) =< 2.36¢1(x) —0.94 0.4 < ¢1(x) <0.55 (5.56)
0.35 q1(x) > 0.55
0.8¢q2(x) ¢2(z) < 0.5
va(ge(x)) =< 2.23¢2(x) — 0.72 0.5 < ¢g2(x) < 0.6 (5.57)
0,62 g2(x) > 0.6
" U (@) "1 Uy(9,00)
: 2 ! 7
P w7 4
o Vi(@,09) o Va(0,00)
08 - C) 081 d)
" %) " %)

0= - 0
0 01 02 03 04 05 08 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 08 07 o8 09 1

Rysunek 5.6: Funkcje aproksymujace zbiér dla zmiennej liczby punktow zlaman
(programowanie calkowitoliczbowe): u1(gq1(z)) (a), ua(ga(x)) (b), v1(q1(x)) (c),

va(g2(2)) (d)

Funkcje zostaly przedstawione réwniez na rysunku 5.6. Widaé, ze nastapito
wyrazne uproszczenie wyniku regresji, niestety kosztem wzrostu btedu. Szcze-
golnie w przypadku funkcji czastkowej dla drugiego kryterium réznica w zto-
zonos$ci jest znaczna. Trudno jest stwierdzié¢, ktory sposéb daje lepsze wyniki.
7 pewnoscia typowe programowanie liniowe pozwala na znalezienie wyniku do-
kladnego w duzo krotszym czasie. Z kolei programowanie calkowitoliczbowe
wskazuje nam punkty, ktére w istotny sposdb wplywaja na funkcje aproksymu-
jace zbidér — w tych miejscach nastapia zlamania. Poréwnujac ostatni wynik z
regutami, przede wszystkim umozliwiamy w prosty sposéb ciagle odzwierciedle-
nie zaleznosci monotonicznej. Przy podejéciu regutowym, funkcja mialta postaé
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nieciagla, ,schodkowa” z powodu tego, ze reguta ma warto$¢ decyzji niezalezna
od odleglosci, w jakiej dany obiekt sie od regul znajduje.

W celu poréwnania opisu regutowego z opisem funkcyjnym, przedstawimy
dwa wykresy opisujace zaleznos$ci wystepujace w znanym juz przykltadowym
zbiorze danych, przedstawione na rysunku 5.7. Na osi poziomej znajduje si¢
wiarygodno$é pierwszego z kryteriow, na pionowej — drugiego. Zaciemnienie
punktéw na wykresie przedstawia wiarygodno$¢ decyzji. Nauswa sie pytanie,
co daje nam opis za pomoca funkcji odcinkami liniowych? Z wykreséw wy-
nika, ze umozliwia lepsze modelowanie profili miedzy klasami, czyli ksztaltu
granicy miedzy kolejnymi wartosciami wiarygodnosci decyzji obiektéw. Regula
dziata na zasadzie ,wszystko albo nic” — wszystkim punktom, ktére spetniaja
cze$é warunkowa reguly (wspieraja ja), przypisuja sie warto$é czesci decyzyjnej
reguly, natomiast na punkty, ktére czeSci warunkowej nie spelniaja, reguta w
ogoble nie dziata. Funkcje liniowe umozliwiaja bardziej ptynny wzrost, unika-
jac naglych skokdéw wiarygodnosci decyzji, co wydaje sie blizsze rzeczywistosci.
Przyktadowo, gdy reguta méwi: jesli x > 0.2 to y > 0.5”, to obiekt o war-
tosci z = 0.199 nie bedzie wspierany przez regule (w konsekwencji przypisana
zostanie mu warto$é y = 0), natomiast obiektowi o wartosci z = 0.201 zostanie
przypisana wiarygodnosé y = 0.5, co oznacza gwaltowny skok preferencji, pod-
czas gdy obiekty sa przeciez praktycznie nierozréznialne! W przypadku funkcji
liniowej dla malego przyrostu x przyrost y bedzie rowniez nieznaczny, gdyz jest
liniowo zalezny od wartosci x, a przede wszystkim ciggly.

5.3.5 Konstrukcja regut na podstawie modelu funkcji od-
cinkami liniowej

W tym podrozdziale przedstawiony zostanie sposéb tworzenia regut decyzyj-
nych w oparciu o reprezentacje zbioru danych za pomoca funkcji gérnego i dol-
nego przyblizenia odcinkami liniowych. Rozpoczniemy od opisania podstawego
rodzaju regul, ktérych czesci decyzyjne sg funkcjami liniowymi, nazywanych
odtad reguiamsi liniowymi. Sprébujmy takie reguty zapisa¢ w postaci implikacji
(dla uproszczenia wszystkie kryteria sa typu zysk):

(x1 = a1 Axg 2 agA\.. ATy = ) — dec(x) > 0= Z%(xi—ai)—&-ﬂm (5.58)
=1

przy czym & = [21,...,Ty] jest punktem w przestrzeni kryteriéw (a zarazem
przestanka), dec(x) wartodcia atrybutu decyzyjnego dla takiego punktu (kon-
kluzja), & = [av, . . ., iy ] punktem umiejscowienia reguly, a v = [0, 71, - - -, Ym)

wektorem wspolczynnikéw kierunkowych zwiazanych z dana regula.
Zauwazmy nastepnie, ze funkcje, bedaca suma funkcji czastkowych odcin-
kami liniowych, mozna przedstawi¢ w postaci zbioru takich regut. Dokonuje
sie tego w nastepujacy sposéb: w wyniku dziatania algorytmu opisanego w po-
przednim podrozdziale na kazdym z kryteriéw znajduje sie s; punktéw ztaman.

69



Dokonajmy teraz podzialu catej przestrzeni na wielowymiarowe prostopadio-
Sciany, w taki sposéb, ze pojedynczy prostopadloscian powstaje z polaczenia
na kazdym z kryteriow dwoch sasiednich punktéow. Przykladowo, dla jednego,
Jj-tego kryterium beda to odcinki o poczatku w punkcie ztamania Ay, ; i koficu w
punkcie hp4q ;. Dla dwéch kryteriéw, i-tego i j-ego, beda to prostokaty o lewym
dolnym narozniku o wspétrzednych [hy, i, by, ;] i prawym gérnym o wspélrzed-
nych [Ag, 41, hi,+1,5]. Podzial kazdego z kryteriéw na odcinki o poczatkach
i konicach w punktach ztaman powoduje podzial przestrzeni na siatke prosto-
padlo$cianéw. Kazdy z punktow takiej siatki jest jednoznacznie przypisany
do jednego prostopadloscianu, ktérego jest poczatkiem (czyli wierzchotkiem o
najmniejszych wspolrzednych). W obrebie kazdego prostopadlosciany wspél-
czynniki funkcji pozostaja stale, zmieniaja sie jedynie w punktach ztaman, czyli
gdzie$ na siatce. Tym samym, w kazdym takim punkcie mozna postawi¢ regute
liniowa, dla ktorej wektor wspoélczynnikéw ~ réwny jest wektorowi wspédlczyn-
nikéw funkcji w obrebie tego prostopadlodcianu. Sciglej, dla punktu siatki o
wspélrzednych [hg, 1, Pk, .2, - - -5 Pk, .m] zachodzi dla funkcji f(-):

m  kj k1 ko kim
v = [uo — Z Z Ci,ihig, Z Ci,1, Z Ci2y- - Z Ci,m] (5.59)
§=0 i= i=0 i=0 i=0
gdzie dla uproszczenia przyjeto ¢; ; = c;-fj —¢; ;- Dla funkcji g(-) wspélezyn-

niki regut beda wygladaly analogicznie, tylko wyrazy c; ; nalezy zastapic d; ;, a
wyraz wolny ug wyrazem vg. Zwroémy uwage, ze wartosci kolejnych wspotrzed-
nych ~; sa wartoSciami wspotczynnikéw nachylenia funkcji czastkowych w; (lub
vj), a wyraz wolny 7y powstaje w wyniku przegrupowania wyrazéw stalych w
réwnaniu (5.28) lub (5.29).

Poniewaz regul liniowych jest duzo, bardzo czesto bedzie sie zdarzata sytu-
acja, w ktérej wiecej niz jednak regula pokrywa nowy obiekt. Zastanéwmy
sie, jak nalezy rozpatrywaé¢ w takim wypadku konkluzje (cze$ci decyzyjne).
Mozna pokazac, ze jedli stosujemy reguly liniowe do nowego obiektu i rozwa-
zymy wszystkie, ktore pokrywaja taki obiekt, zawsze jest wsrdd nich jedna,
ktora dominuje wszystkie pozostate. Istotnie, jest to reguta, ktéra potozona jest
w punkcie siatki odpowiadajacym prostopadtoscianowi, w ktorym lezy obiekt.
Scidlej, niech obiekt ma wspélrzedne [x1,. .., 2,,] i niech zachodzi:

hi; g < o5 < hpjpaj dla wszystkich j (5.60)

gdzie hy; j i hy; 41,5 to najblizszy na lewo i najblizszy na prawo punkt zlamania
na j-tym kryterium. Reguly, ktére pokrywaja taki obiekt, musza byé przez
ten obiekt dominowane, stad wspolrzedne punktu umiejscowienia takiej reguty
[a1, ..., ] musza spelniaé zaleznosé:

a; < zj dla wszystkich j (5.61)

Dodatkowo, kazda ze wspolrzednych «; moze przyjmowac tylko wartosci h; ;
gdyz reguta musi leze¢ na siatce wyznaczonej przez punkty ztaman. Biorac pod
uwage powyzsze stwierdzenie oraz ograniczenia (5.60) i (5.61), zachodzi:
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o < by, j dla wszystkich j (5.62)

W szczegblnosci regula o punkcie umiejscowienia o = [hy, 1,. .., i, m]
zgodnie z (5.62) dominuje wszystkie pozostale. Wartoscia decyzji dla nowego
obiektu bedzie warto$¢ wyznaczona za pomoca tej wtasnie reguty.

Reguty przedstawione ponizej pozwalaja bezposrednio wskazaé¢ lokalny, li-
niowy trend funkcji w okolicach danego punktu. Podstawowym problemem jest
szybko rosnaca liczba regul, réwna liczbie sposobéw na jakie mozna wybraé
punkty na kazdym z kryteriéw, czyli sy - s3 - ... s,. Liczba ta rosnie wyktad-
niczo wraz z liczbg kryteriéow i wielomianowo wraz z liczba punktéw zlaman.
Ponownie, duza pomoca wydaje sie tutaj dokonanie uprzedniej redukcji kryte-
riéw.
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Rysunek 5.7: Poréwnanie dwoch modeli zbioru: a) za pomoca regresji liniowej
b) za pomoca indukcji regul
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Rozdziat 6

Podsumowanie

Tematem przewodnim pracy sa reguly gradualne wyrazajace ogdlna zalez-
no$¢ ,im bardziej/mniej x jest X, tym bardziej = jest Y. Z uwagi na to, ze po-
wyzsze stwierdzenie ma bardzo szeroki zakres znaczeniowy, mozna postaé regut
uscidlié. Dokonano tego korzystajac przede wszystkim z gotowego juz podejscia
opisanego w pracach S. Greco, M. Inuiguchi’ego i R. Slowiniskiego [14, 15, 13],
przedstawiajac podstawowe idee w rozdziale 3, po uprzednim zapoznaniu si¢
z potrzebnymi pojeciami dotyczacymi logiki rozmytej, teorii zbioréw przyblizo-
nych oraz regul decyzyjnych. We wspomnianym rozdziale przedstawiona zostala
bardziej formalna i silniejsza definicja regul gradualnych oraz rozmyte przybli-
zone podejscie bedace podstawsg indukcji regut. Podejscie to taczy zastosowanie
zbioréw rozmytych z przyblizonymi, dzieki czemu pozwala na radzenie sobie z
danymi zawierajacymi wartosci niespojne, niepewne lub niedokladne.

To wlasnie indukowanie funkeji f(-) i g(+) poprzez zastosowanie przyblizo-
nego rozmytego podejscia bylo podstawsa dla wszystkich kolejnych rozdzialéow i
wszystkich pomystow rozwiniecia metod opartych o reguty gradualne, jakie sie w
pracy pojawily. W pozniejszych rozdziatach korzystano rowniez z ogdlnej formy
zapisu regul, gradualnych, oraz z dwéch postawowych pojeé, zdefiniowanych w
rozdziale 3: poprawnosci oraz ostrozno$ci. Pierwsze z nich pozwala ustali¢
pewne wymagania, ktére powinna spelnia¢ kazda reguta gradualna, opisujaca
dany zbiér w spos6b spéjny, drugie, opisujace reguly dopuszczalne (poprawne),
stopniuje je wprowadzajac skale wzgledem ostroznosci wyciaganych wnioskéw.
W tym samym rozdziale pojawia sie zasada, zgodnie z ktéra jesteSmy w stanie
wybra¢ jedna, konkretna funkcje gradualna do opisu danych: bedzie to funkcja
najbardziej ostrozna.

Oczywiscie, funkcja wyciagajaca mozliwie najostrozniejsze wnioski z pew-
noécia ulatwia poprawne klasyfikowanie pdzniejszych obiektow, ale szacowanie
na nich dokonane jest stabsze i mniej dokladne. Drugi problem to wymagana
przejrzystosé i maly stopien komplikacji opisu zbioru — maksymalnie ostrozne
reguly zwykle nie spetniaja takich warunkéw. Poprzez analogie do podejscia
opartego o relacje dominacji (DRSA) mozna prébowaé, opierajac sie na funk-
cjach f(+) i g(+), indukowaé reguly w taki sposéb, aby zachowaly poprawnosé,

73



a zarazem wyciggaly juz mniej ostrozne wnioski. Podstawowym celem byto tu
zwrbcenie uwagi na fakt, ze mimo stosowania algorytméw redukcji atrybutéw
lub indukcji regut uzywanych w podejsciu DRSA, czy tez definiowanie heury-
stycznych miar oceniajacych reguly, pozwalajacych na ich selekcje (czyli metod
pozornie nie zwiazanych z podejéciem opartym o reguly gradualne) opis zbioru
pozostal dokladnie ten sam — nadal za pomoca funkcji gradualnych dolnego i
gornego przyblizenia, nadal funkcji poprawnych, ale juz nie najbardziej ostroz-
nych. Tym samym opisywane podejscie pozostalo spdjne z zaproponowanym
przez S. Greco, M. Inuiguchi’ego i R. Stowinskiego.

Zastosowano tutaj dwie metody tworzenia mniej ostroznego opisu zbioru
danych — poprzez redukcje atrybutéw (ktéra z kolei opierala si¢ na pojeciu
reduktu) oraz przez indukcje regul za pomoca algorytmu ADRIA, bazujacego
na macierzy dominacji. Drugi ze sposobéw wydawal si¢ bardziej ogdlny i sku-
teczny, jednak w wyniku dzialania dawal wyczerpujacy zbiér regul, a przez
to nadmiarowy. Stad zaproponowano dodatkowo pewne miary pozwalajace na
wybor zbioru regutl w taki sposéb, by uniknaé¢ redundacji w zbiorze. Miary
skonstruowane zostaly w oparciu o wartosci dotyczace jednej reguly (zwiazane
z pokrywanymi przykladami) oraz dotyczace par regul (zwiazane z szacowaniem
podobienstwa).

Niestety liczba regul nadal byta dos¢ spora z powodu zbyt gestego podziatu
na klasy, co w naturalny sposéb komplikowalo i zwigkszalo opis zbioru. Po-
niewaz wszelkie wartosci pojawiajace sie¢ w opisie wiarygodnoscie na wszystkich
kryteriach i decyzji, sa numeryczne, w rozdziale 5 pojawil sie pomyst, aby fakt
ten wykorzystac¢ i wprowadzi¢ mozliwos$¢ porownywania odlegtosci miedzy obiek-
tami na kryteriach i wiarygodnosci decyzji. Bylo to zalozenie odbiegajace od
idei towarzyszacych dotychczas podejéciu opartemu na regutach gradualnych,
w ramach ktérego korzysta sie wylacznie z zaleznoéci porzadkowych. Prébg re-
kompensowania przyjecia mocniejszych warunkéw moze byé za to uproszczenie
opisu zbioru poprzez utozsamianie podobnych wartosci (odpowiadajace koncep-
cyjnie dyskretyzacji) oraz zupelnie nowy sposob zapisu zaleznosdci w zbiorze za
pomoca funkcji odcinkami liniowych. Oba te podejécie nadal wiaza si¢ z re-
gutami gradualnymi, chociazby dlatego, ze pierwsze z nich jest tylko innymi
sposobem selekcji takich regul, a w przypadku drugim tworzymy funkcje odcin-
kami liniowe, monotoniczne, ktére mozna utozsami¢ z funkcjami gradualnymi.
Jedli funkcje takie uda sie wyznaczyé¢ bez bledu aproksymacji, bedzie to ko-
lejny rodzaj regul gradualnych, poprawnych ale nie maksymalnie ostroznych,
czyli spojnych z podejsciem z rodzialu 3. Jedyna réznica, jaka si¢ pojawia to
fakt, ze funkcje odcinkami liniowe tworzone sa na podstawie poréwnywania od-
legtosci miedzy obiektami, stad bez uzywania skali, przy ktérej mozemy sie o
takich odlegloéciach wypowiadaé, szacowania takich funkcji wydaja si¢ niczym
nieuzasadnione. Tym samym jesteSmy zmuszeni do przyjecia skali ilorazowej.

Innym wynikiem, uzyskanym w ramach pracy nad powyzszymi zagadnie-
niami, jest system indukcji regut gradualnych, pozwalajacy na zastosowanie
podstawowych idei w przypadkach praktycznych. Zostal on opisany w dodatku
do niniejszej pracy.

Mysle, ze metodologia zwiazana z regutami gradualnymi, jest oryginalnym, a
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zarazem bardzo ogdélnym sposobem opisu zbioru danych, szczegélnie dla decyzji
w postaci zmiennej cigglej. W przyszlosci praca nad nia bedzie z pewno$cig
kontynuowana, o czym swiadczy wiele mozliwosci potencjalnego jej rozwinigcia.
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Dodatek: Opis programu i
instrukcja uzytkownika

6.1 Opis ogdlny

Jako dodatek do niniejszej pracy powstal program Gradual, implementujacy
opisane algorytmy. Jego funkcjonalnosé obejmuje caly zakres podejsé zawartych
w pracy, poczawszy od wyznaczania wiarygodnosci dolnych i gérnych przyblizen,
skonczywszy na regresji liniowej.

System zostal napisany w jezyku Java, co umozliwia uruchomienie go w
ramach dowolnego systemu operacyjnego i na dowolnej plaftormie sprzetowe;j.
Mimo, ze wykorzystuje zewnetrzne biblioteki (algorytmy zawarte w GOAL-
Project oraz pakiet funkcji programowania liniowego), zostal zaprojektowany i
napisany jako niezalezna calo$¢, co pozwala go uruchomié bez koniecznosci po-
siadania dodatkowych narzedzi, za wyjatkiem maszyny wirtualnej Javy. Pelna
dokumentacja techniczna, dokladnie opisujaca kod, zostala dotaczona jako do-
datek na plycie CD wraz z systemem. Znajduje si¢ tam réwniez dokumentacja
uzytkownika, w sposdb wyczerpujacy opisujaca instalacje, sposéb uruchomienia
oraz wszystkie funkcje programu. Tutaj skupimy sie na opisie fukcjonalnosci
systemu i ogélnym przegladzie jego mozliwosci.

Podstawsa dziatania wszystkich algorytmoéw wchodzacych w sklad systemu
jest podejécie oparte na regulach gradualnych. Majac na wejsciu dane w postaci
tablicy decyzyjnej, tzn. zbiér obiektéw wraz z wartosciami na atrybutach i
wiarygodnoscig decyzji dla kazdego obiektu, mozna uzyskaé nastepujace wyniki:

e edytowac graficznie tablice decyzyjna i w przejrzysty sposéb wyznaczaé
wiarygodno$é decyzji,

e skonstrukowaé na kazdym z atrybutéw pojecie (zmienna lingwistyczna),
bedace zbiorem rozmytym, wraz z funkcja przynaleznosci (wiarygodnosci)
dla tego pojecia,

e przeksztalci¢ wartosci na atrybutach na wiarygodnosci przynaleznosci do
zbioréw rozmytych, majace charakter kryteriéw,

e wyznaczy¢ wiarygodno$¢ przynaleznosci do gérnego i dolnego przyblizenia
dla kazdego obiektu,
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Rysunek 6.1: System indukcji regul gradualnych Gradual.

generowac reguly decyzyjne na podstawie przynaleznosci do dolnych i gér-
nych przyblizen,

generowaé wyczerpujacy zbiér regul minimalnych za pomoca algorytmu
indukcji,

dokonadé selekcji zbioru regul minimalnych za pomoca jednego z trzech
algorytmow selekcji,

skonstruowaé opis zbioru poprzez regresje funkcjami odcinkami liniowymi,

przeglada¢ wygenerowane zbiory regul wraz z obiektami wspierajacymi
wybrane reguty,

prezentowaé graficznie wszystkie opisy zbioru (za pomoca regul i regresji)
na przestrzeni kryteriéw, poprzez projekcje na podprzestrzeni jedno- lub
dwuwymiarowa,

klasyfikowaé¢ nowe przyklady.

Wszystkie wymienione funkcje zostana w dalszej cze$ci omdéwione bardziej
szczegoltowo.

Celem uproszczenia pracy uzytkownikom systemu, zostat opracowany format

pliku, przyjmowany na wejSciu przez system. Plik zawiera pelne dane dotyczace
tablicy decyzyjnej, opisu atrybutéow, zmiennych lingwistycznych oraz ich funkcji
przynalezno$ci. Format pliku jest bardzo prosty, gdyz jest formatem tymcza-
sowym — zostanie w pdzniejszym czasie zastapiony standardowym formatem
przeznaczonym do tego typu narzedzi (ISF), stad wymyslanie skomplikowanego
formatowania, niezgodnego ze standardami, mijalo sie z celem.
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6.2 Funkcje programu

Zostana omowione wszystkie podstawowe funkcje oferowane przez system.

6.2.1 Edycja tablicy decyzyjnej

Edytor pozwala na wnoszenie zmian w tablicy decyzyjnej. W tablicy zostaja
wyswietlone obiekty wraz z warto$ciami na atrybutach oraz wiarygodnoscia de-
cyzji (dodatkowo podéwietlona kolorem, ktérego nasycenie odpowiada wartosci
wiarygodnosci). Kazde z pél mozna swobodnie edytowaé, a dodatkowo war-
tosci decyzji, przez wzglad na fakt, Zze moga by¢ silnie subiektywne, moga zo-
sta¢ wyznaczone rowniez dwoma innymi metodami: poprzez ustawienie suwaka
okredlajacego intensywnosé preferencji lub poprzez wybor jednego z okreslen
stownych (np. ,niski”, ,wysoki”, ,pewny”, itp.), do ktérych przyporzadkowane
sg odpowiednie liczby.

New || Delete

‘ [¥] Show nan-active Examples [¥] Show non-active criteria ] Show colors ‘

Verysmat -l Dectsonsalue: 31

Rysunek 6.2: Edytor tablicy decyzyjnej.

6.2.2 Konstrukcja kryteriow

Kolejny edytor, pozwalajacy na wprowadzanie zmian zwiazanych z atrybu-
tami i zbiorami rozmytymi. Istnieje mozliwo$¢ dodawania, usuwania lub edy-
towania atrybutéow. Z kazdym atrybutem nalezy zwigzaé pewien zbior rozmyty
(zmienna lingwistyczna), do ktérego przynaleznosé ma charakter kryterium. Do
modelowania funkcji przynalezno$ci stuzy specjalny wizard, pozwalajacy, po-
przez zadawanie prostych pytan (np. ,dla jakiej warto$ci mozna byé pewnym,
ze spelnia ona konstruowane pojecie?”), na utworzenie trzech rodzajéow funkcji:
malejacej, rosnacej oraz najbardziej skomplikowanej szesciopunktowe;j.
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Variable: Crz

Credibilty Function for Criterion A2

Variable: Crz

To confirm and save all the changes press Finish'

New || Edt || Remove
<Back || Finish || cancel
Apply || cancel

Rysunek 6.3: Edytor Atrybutéw i kryteriéw.

6.2.3 Przeksztalcanie atrybutéw, dolne i gérne przyblize-
nia

Majac dang tablice decyzyjna oraz zbiér atrybutéw wraz ze zbiorami roz-
mytymi i funkcjami przynaleznosci, mozna przedstawi¢ zbioér obiektéw w prze-
strzeni wartosci przynaleznosci do zmiennych lingwistycznych, zamiast, jak do-
tychczas, w przestrzeni wartosci na atrybutach. Wspomniane przynaleznosci
maja charakter kryteriéw, co pozwala z kolei na wyznaczenie wiarygodnosci
przynaleznosci do gérnych i dolnych przyblizen.

6.2.4 Generowanie i przegladanie regut decyzyjnych

W celu znalezienia opis zbioru danych, generuje sie gradualne reguly decy-
zyjne. W systemie mozliwa jest generacja trzech zbioréw takich regul. Pierw-
szy zawiera reguly, opisujace funkcje gradualne maksymalnie ostrozne, powstale
bez stosowania indukcji. Drugi zbiér zawiera reguly wygenerowane algorytmem
indukcji i jest to wyczerpujacy zbior regut minimalnych. Trzeci z kolei to pod-
zbiér zbioru wyczerpujacego, zawierajacy reguly bedace wynikiem zastosowa-
niu jednego z trzech rodzajéw selekcji: na podstawie wsparcia, na podstawie
stopnia przekrywania oraz na podstawie miary odlegtosci. Trzeci rodzaj selek-
cji wymaga podania dodatkowo dwdch wartosci progowych, okreslajacych krok
dyskretyzacji w przestrzeni kryteriéw i wiarygodnosci decyzji. Istnieje jeszcze
jeden parametr — warunek stopu, pozwalajacy (dla kazdego rodzaju selekcji)
na do pewnego stopnia niespéjny opis zbioru (parametr jest procentowa iloscia
obiektéw, z jakimi opis regulowy powienien by¢ spojny).
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n
No_ | crt cn cra Decision | 109 Lower Appro | 00: Upper Approx. |
1 0 0 0 0 0 0
z 0104 0 0083 004 004 004
3 0.088 0328 01 01 02
4 0011 0133 0012 012 012 012
5 0 [} 0503 015 015 018
6 0033 0071 0 02 01 02
7 0304 0033 0083 02 02 02
8 0178 0422 0108 024 024 024
g 0587 0244 0244 032 032 032
10 0428 0622 0233 038 038 038
11 0772 0.487 0314 041 041 .48
12 0.404 0422 0372 044 044 .48
13 0.481 0578 0.287 047 047 047
14 0128 0133 0279 .48 041 .48
15 0508 0544 0758 051 051 087
16 0833 04 0.43 052 052 057
17 0758 0358 0538 054 054 057
18 0544 0644 0547 058 056 056
19 0728 0333 0328 057 052 057
20 0789 0578 0888 [ 08 089
2t 0588 0622 05 083 083 083
22 0.283 0.439 0881 087 051 087
23 075 0533 0512 089 [ 089
24 0383 0798 0674 072 072 072
25 0881 08 043 074 074 074
6 0594 0887 038 07 078 078
7 0828 0624 0547 08 08 08
28 0.889 0822 0881 083 083 088
29 0828 0722 0802 088 088 088
Ell 0878 0622 057 088 083 088
El 088 0978 0884 093 093 093
32 1 0844 1 0.9 0.9 0.9
33 1 1 1 1 1 1
Close

Rysunek 6.4: Wartosci przynaleznosci do zbioréw rozmytych (kryteria) oraz
wiarygodno$é przynaleznosci do dolnego i gérnego przyblizenia.

Po wygenerowaniu regul (za pomoca zewnetrznych bibliotek pochodzacych
z systemu GOAL-Project), mozna obejrzeé ich liste dla kazego ze zbioréw. Pod-
Swietlenie danej reguly umozliwia podglad obiektéw, ktore sg przez taka regule
pokryte.

-lojx|

[Tome of| I
|| Cower and upper approximation rules ~|
[Fower and upper approximation rules,
IRules generated from dorminance matrix
Rutes aterssizcton |
©rl »=0.428& Cr2»= 0622 & O3 »= 0,233
o =
ort >
ort >

N | crt cr2 c Decision | 10: Lower Approx. | g69:Upper Approx.

1 0.428 0622 0233 038 038 038

2 0564 0644 0547 056 056 056

3 0556 0622 05 063 063 063

4 0861 08 043 078 074 074

5 0504 0867 036 078 078 078

6 0828 0624 0547 08 08 08

7 0888 0822 0651 083 083 088

8 0828 0722 0802 086 086 086

a 0878 0622 057 088 083 088

10 065 0978 0884 093 093 093

11 1 0844 1 096 096 096

12 1 1 1 1 1 1

Rysunek 6.5: Wygenerowane reguly decyzyjne.

6.2.5 Regresja

System umozliwia réwniez skonstruowanie opisu zbioru obiektéw za pomoca
funkcji bedacej suma funkcji czastkowych odcinkami liniowych. Jednym z pa-
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rametrow, ktére nalezy ustalié, jest liczba punktéw charakterystycznych takich
funkcji, czyli liczba punktow, w ktérym nastepuje ztamanie. Inna kwestia jest
samo rozmieszczenie takich punktéw — moga one zostaé ustawione na osi kryte-
riow tak, aby miedzy kazdymi kolejnymi dwoma punktami odlegtos¢ byla stata
(co oznacza podzial osi kryterium na réwne odcinki). Takie punkty sa rdwno-
odlegle. Inny sposéb to utworzenie listy wszystkich wartosci, jakie przyjmuja
obiekty na danym kryterium i ustawienie punktow w ten sposob, aby miedzy
kazdymi kolejnymi punktami liczba wartosci byla stata. Przedzialy utworzone
przez takie punkty sa réwnoliczne.

Regresja jest realizaowana za pomocg blibliotek zewnetrznych Ip-solve. Po jej
zakonczeniu istnieje mozliwosé przejrzenia wynikéw: rozmieszczenia wszystkich
punktow charakterystycznych oraz wzglednym zmian wspolczynnikow kierun-
kowych w tych punktach dla kazdego z kryteriow.

Number of brake-points on each criterion
I |
[0 |
| |

 Brake-points are equidistant

® Equal number of examples between two brake-.

icient value: -0.0134438

Rysunek 6.6: Regresja liniowa.

6.2.6 Prezentacja graficzna wynikow

Istnieje mozliwosé graficznej prezentacji opisu zbioru. Dokonuje sie tego
poprzez redukcje przestrzeni kryteriow do podprzestrzeni jedno- lub dwuwy-
miarowej. W pierwszy przypadku, przy redukcji do osi jednego z kryteriow, X;,
mozna utworzy¢ wykres zaleznosci wiarygodnosci decyzji od wartosci na kryte-
rium, py (z) = f(pux,(z)). W drugim przypadku, przy redukcji do plaszezyzny
(dwéch kryteriéw), X; i X;, mozna utworzy¢ wykres zaleznosci wiarygodnosci
decyzji od wartosci na obu kryteriach, py (z) = f(ux,(z), ux,(z)), przy czym
wykres jest przedstawiony na plaszczyznie kryteriéw, a wiarygodno$é¢ decyzji
oznaczana jest kolorami — im kolor ciemniejszy, tym wiarygodno$¢ wigksza.

6.2.7 Klasyfikacja

Po konstrukeji opisu zbioru istnieje mozliwosé klasyfikacji nowych przykta-
déw, o nieznanych wartosciach wiarygodnosci decyzji. Poprzez wpisanie warto-
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(Criterion on X axis: Criterion on Y asis: Type of rules: Description

[on <] [on 5| o S| [ <]

[Bytower ana upper approx

Projection | By rules induction
[By rules selection

Linear regression: f(x)

Rysunek 6.7: Graficzna prezentacja opisu zbioru.

Sci, jakie nowy obiekt przyjmuje na atrybutach oraz wybrania opisu, w ramach
ktérego odbedzie si¢ klasyfikacja (trzy rodzaje regut lub regresja), otrzymujemy
goérny i dolny koniec przedzialu (poprzez zastosowanie odpowiednio funkcji gér-
nego i dolnego przyblizenia), w obrebie ktérego powinna znalezé sie wartos$é
wiarygodnoéci decyzji nowego przyktadu.
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