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Wprowadzenie

' Minimalizacja rézniczkowalnej funkgcji f(w) bez ograniczen:

nin f(w)

Uwaga: na potrzeby tego wyktadu zmieniamy oznaczenie wektora zmien-
nych z  na w

W wielu zastosowaniach optymalizacji funkcja celu ma posta¢ sumy po NV
elementach:

N
flw) =) filw),
i=1

To zatozenie bedzie nam towarzyszyto przez caty wyktad.

N

20



Przyktad: regresja liniowa

Przewidywania/wyjasnienie zmian ciagtej zmiennej wyjsciowej (Y) pod

wptywem zmian innych zmiennych (X1, ..., X,).
Przyktady
e X — ceny akgcji w ostatnim tygodniu, Y — cena akgji jutro.

X — wyniki testéw medycznych, Y — poziom zaawansowania choroby.
X — wielko$¢ programu, Y — czas pisania programu.

X — warunki na drodze, czas, lokalizacja, Y — $rednia predkosc
samochodéw.

X — cechy domu Y — cena domu.
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Przyktad: regresja liniowa

Modelujemy zmienng Y jako funkcje liniowa Xq,..., Xy:

Yy —

gdzie w = (wp, w1, . .

wy + w1 X1+ ... +w,X,, = XTw

., wy) jest wektorem wspétczynnikéw (zmiennych

decyzyjnych), natomiast X = (1, X1,..., X,).
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Przyktad: regresja liniowa

Modelujemy zmienng Y jako funkcje liniowa Xq,..., Xy:
Y = wo+wiXqg+...+w, X, = X Tw

gdzie w = (wp, w1, ..., w,) jest wektorem wspétczynnikéw (zmiennych
decyzyjnych), natomiast X = (1, X1,..., X,).

Wartosci wspétczynnikédw dopasowujemy na podstawie zbioru danych
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Przyktad: regresja liniowa

Otrzymujemy zbiér danych historycznych, na ktérym znane s3 wartosci y:

(11,212, - -+, T1ns Y1) (x1,91)
(w21, @22, ..., Tan, Y2) (2,92)
lub w skrécie

(TN1,TN25 - -, TNy UN) (xN,YN)
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Przyktad: regresja liniowa

Otrzymujemy zbiér danych historycznych, na ktérym znane s3 wartosci y:

(11,212, - -+, T1ns Y1) (x1,91)

(w21, @22, ..., Tan, Y2) (2,92)
lub w skrécie

(TN1,TN25 - -, TNy UN) (xN,YN)

Wyznaczamy wspdtczynniki w tak, aby funkcja liniowa jak najlepiej
przyblizata wartosci zmiennej Y na danych, tzn. aby:

ji =z w

byto jak najblizsze y; dla wszystkich ¢t =1,..., N
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Przyktad: regresja liniowa
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Przyktad: regresja liniowa
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Przyktad: regresja liniowa

[ Metoda najmniejszych kwadratow:
Wyznacz wspotczynniki regresji w by minimalizowa¢ sume kwadratéw
odchylen modelu od danych:

min f(w) = Z(yi — i)

weR™
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Przyktad: regresja liniowa

[ Metoda najmniejszych kwadratow:
Wyznacz wspotczynniki regresji w by minimalizowa¢ sume kwadratéw
odchylen modelu od danych:

JQoin f(w) = > Wi — x w)?
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Przyktad: regresja liniowa

[ Metoda najmniejszych kwadratow:
Wyznacz wspotczynniki regresji w by minimalizowa¢ sume kwadratéw
odchylen modelu od danych:

N

min f(w) = (4 — 2] w)’

n
weR i1
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Przyktad: regresja liniowa

[ Metoda najmniejszych kwadratow:
Wyznacz wspotczynniki regresji w by minimalizowa¢ sume kwadratéw
odchylen modelu od danych:

N

min f(w) =) (yi -z w)’

n
weR i1

Innymi stowy: wyznaczamy wspotczynniki modelu liniowego minimalizujac
sumaryczny btad (wyrazony w postaci funkgji kwadratowej) na catym
zbiorze danych
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Przyktady: uczenie maszynowe

Zdecydowana wiekszo$¢ metod uczenia maszynowego opiera sie
zasadniczo na tym samym schemacie:

Majac zbiér danych, wyznacz parametry modelu predykcyjnego
minimalizujgc sumaryczny btagd modelu na danych
e w — parametry modelu (wspétczynniki regresji, wagi w sieci
neuronowej, itp.)
e fi(w) — btad na pojedynczej obserwacji ze zbioru danych (np. btad
kwadratowy w regres;ji)

e f(w) — sumaryczna warto$¢ btedu na catym zbiorze danych
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Podejscie klasyczne

Znajdz rozwiazanie problemu:

nin f(w)

stosujac jedna z klasycznych metod optymalizacji, np. metode spadku
wzdtuz gradientu lub Newtona-Raphsona
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Podejscie klasyczne

Znajdz rozwiazanie problemu:

nin f(w)

stosujac jedna z klasycznych metod optymalizacji, np. metode spadku
wzdtuz gradientu lub Newtona-Raphsona

Typowe problemy w praktyce:

e Policzenie gradientu/hesjanu wymaga sumowania NV
gradientéw/hesjanéw skfadowych funkcji celu:

N
Viw) = > Vfi(w)
i=1

e Wymiar problemu n moze by¢ bardzo duzy, przez co metoda
Newtona-Raphsona moze by¢ zbyt kosztowna do uruchomienia
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Podejscie klasyczne: spadek wzdtuz gradientu

Rozpoczynajac od wi, w kolejnych iteracjach £k =1,2,.. .
N
w1 = wy—ag y_ Vfi(wy)
i=1
Vf(wy)

Wykonanie jednego kroku: przejécie po wszystkich sktadowych funkcji celu.
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Podejscie klasyczne: spadek wzdtuz gradientu

Rozpoczynajac od wi, w kolejnych iteracjach £k =1,2,.. .
N
w1 = wy—ag y_ Vfi(wy)
i=1
Vf(wy)

Wykonanie jednego kroku: przejécie po wszystkich sktadowych funkcji celu.

Pomyst: policz gradient na losowej pojedynczej sktadowej f; zamiast
na catej funkgji f!

11/20



Metoda stochastycznego spadku wzdtuz gradientu
(stochastic gradient descent, SGD)

Rozpoczynajac od wy, w kolejnych iteracjach £ =1,2,...:
Wylosuj jedna ze sktadowych i, € {1,..., N}
Wykonaj krok wzdtuz ujemnego gradientu funkeji f;, (wy):

Wi1 = wi — oy V[, (wy)
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Metoda stochastycznego spadku wzdtuz gradientu
(stochastic gradient descent, SGD)

Rozpoczynajac od wy, w kolejnych iteracjach £ =1,2,...:
Wylosuj jedna ze sktadowych i, € {1,..., N}
Wykonaj krok wzdtuz ujemnego gradientu funkeji f;, (wy):

Wi1 = wi — oy V[, (wy)

Dlaczego miatoby to w ogdle dziatac¢?

Mozemy mysle¢ o gradiencie pojedynczej sktadowej V f;(wy) jako o
oszacowaniu catosciowego gradientu V f(wy)

Rzeczywiscie, Srednio gradient bedzie wynosit:

LV Sy wg) + TV o) ) = VS ()
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Przyktad: problem regresji liniowe]

N
. T 2
Jnin f(w) = ; (yi — x w)

B Ji(w)

13 /20



Przyktad: problem regresji liniowe]
N
. _ T2
min f(w) ;(yz z; w)
B fi(w)
Liczymy pochodne czastkowe pojedynczej funkgji f;(w):
Afi(w)

8wj

= =2y -z w)zy;
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Przyktad: problem regresji liniowe]

N
min f(w) =3 (i — 2/ w)’
i=1

weR™
fi(w)
Liczymy pochodne czastkowe pojedynczej funkgji f;(w):
dfi(w)
8ij = —2(y — =z w)y

Gradient wynosi wiec: V fi(w) = —2(y; — x, w)x;

7
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Przyktad: problem regresji liniowe]

N
min f(w) =3 (i — 2/ w)’
i=1

weR™
fi(w)
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dfi(w)
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Gradient wynosi wiec: V fi(w) = —2(y; — x, w)x;

Rozpoczynajac od w;y, w kolejnych iteracjach k£ =1,2,...:
Wylosuj jedng ze obserwacji iy, € {1,...,N}
Wykonaj krok wzdtuz ujemnego gradientu funkeji f;, (wy):
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W1 = Wi+ 20k (yi;, — T, WE)T;,
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Przyktad: problem regresji liniowe]

N
min f(w) =3 (i — 2/ w)’
i=1

weR™
fi(w)
Liczymy pochodne czastkowe pojedynczej funkgji f;(w):
dfi(w)
8ij = —2(y — =z w)y

Gradient wynosi wiec: V fi(w) = —2(y; — x, w)x;

Rozpoczynajac od w;y, w kolejnych iteracjach k£ =1,2,...:
Wylosuj jedng ze obserwacji iy, € {1,...,N}
Wykonaj krok wzdtuz ujemnego gradientu funkeji f;, (wy):

.
W1 = Wi+ 20k (yi;, — T, WE)T;,

Krok w kierunku wektora obserwacji x;,, z dfugoscia kroku proporcjonalna
do ,,przeszacowania predykcji” (y;, — iUszwk)
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Zalety i wady algorytmu SGD
Zalety
e Szybkos¢: obliczenie gradientu wymaga wziecia tylko jednej
obserwacji.
e Skalowalnos$¢: caty zbiér danych nie musi nawet znajdowaé sie w
pamieci operacyjne;.
e Prostota: gradient funkcji f; daje bardzo prosty wzér na modyfikacje
wag.
Wady
e Wolna zbieznos$¢: algorytm w ogdlnosci zbiega wolno i wymaga
wielu iteracji po zbiorze uczacym.

e Ustalenie dtugosci kroku oy wyznaczenie oy, przez jednowymiarowa
optymalizacje nie przynosi dobrych rezultatéow, poniewaz nie
optymalizujemy oryginalnej funkcji f tylko jeden jej sktadnik f;.

Zalety znacznie przewyzszajg wady: Algorytm SGD jest obecnie
najczesciej uzywanym algorytmem w uczeniu maszynowym!
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SGD w praktyce
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SGD w praktyce

e Zwykle nie losuje si¢ obserwacji, ale przechodzi sie po zbiorze danych
w losowej kolejnosci (dziata bardzo podobnie, a daje znacznie prostsza
implementacje)
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SGD w praktyce

Zwykle nie losuje sie obserwacji, ale przechodzi sie po zbiorze danych
w losowej kolejnosci (dziata bardzo podobnie, a daje znacznie prostsza
implementacje)
Zbieznos¢ wymaga czesto przejscia parokrotnie po catym zbiorze
danych (jednokrotne przejscie nazywa sie epoka).
Metody ustalania wspotczynnikéw dtugosci kroku ay:
» Ustalamy statg wartosé oy, = «
— Zwykle tak sie robi w praktyce, dziata dobrze ale wymaga ustalenia
« metodg préb i btedow
» Bierzemy wartoé¢ kroku malejaca jak ~ ﬁ ar = a/Vk
— Zapewniona zbiezno$¢, ale czasem moze zbiegaé zbyt wolno.
W praktyce czesto liczy sie gradient nie na pojedynczej obserwacji, ale
na ich niewielkiej grupie (tzw. mini-batch)
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Metoda stochastycznego spadku wzdtuz gradientu

[ Twierdzenie: Niech fi(w) (i =1,...,N) beda funkcjami wypuktymi i |

niech w* bedzie minimum (globalnym) funkgcji f(w). Po K iteracjach
algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu ze stata dtugoscia
kroku o gwarantuje:

* (]2 K
. _ ) < o mwilP @ | 2
pin S wg) = f(wr) Wk 2K kz::l IV fin (wi)l
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wptyw ,warunkéw poczatkowych” sp: wptyw wielkosci gradientéw

(odlegtos¢ od optimum na starcie) na trajektorii algorytmu -7

(maleje z ) |.yr'n’) (ro$nie z o) ch
algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu ze ¢ ata dtugoscia
kroku o gwarantuje:

N *12
_ s — |

K
i f(wy) — fw") < e e STV i (w1
k=1
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Metoda stochastycznego spadku wzdtuz gradientu
[ Twierdzenie: Niech fi(w) (i =1,...,N) beda funkcjami wypuktymi i |
niech w* bedzie minimum (globalnym) funkgcji f(w). Po K iteracjach

algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu ze stata dtugoscia
kroku o gwarantuje:

w1 — w|”

K
min f(we) — f(w") < o2+ S [V (wi)?
k=1

k=1,..,K

Whiosek: sensowne jest wziecie « tak, aby oba cztony byty podobnej
wielkosci: K

k:l

N\@
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. _ ) < o mwilP @ | 2
pin S wg) = f(wr) Wk 2K kz::l IV fin (wi)l

Whiosek: sensowne jest wziecie « tak, aby oba cztony byty podobnej
wielkosci:

20&2

(...)

|-
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VK

a ~
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Metoda stochastycznego spadku wzdtuz gradientu
[ Twierdzenie: Niech fi(w) (i =1,...,N) beda funkcjami wypuktymi i |
niech w* bedzie minimum (globalnym) funkgcji f(w). Po K iteracjach

algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu ze stata dtugoscia
kroku o gwarantuje:

* (]2 K
. _ ) < o mwilP @ | 2
pin S wg) = f(wr) Wk 2K kz::l IV fin (wi)l

Whiosek: sensowne jest wziecie « tak, aby oba cztony byty podobnej
wielkosci:

VK

Stad stosowane w praktyce malejace wartosci ay, rzedu oy, = C‘\);lgt

Powyzsze wartosci «;, daja gwarancje na suboptymalnos$¢ rzedu O (\/%)

a ~
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Poréwnanie zbieznosci

algorytm zbieznos¢ btad po k iteracjach
Metoda Cauchy’ego liniowa ox e~k

Metoda Newtona-Raphsona kwadratowa o e—cre2

SGD subliniowa x ﬁ

Algorytm SGD jest bardzo wolny w stosunku do uprzednio poznanych

Stosuje sie go wtedy, gdy nie jest nam potrzebna duza doktadnos$¢ punktu

optimum, a zalezy nam na czasie optymalizacji
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Przyktad: szacowanie czasu pracy programistéw

X Y
Rozmiar programu Oszacowany czas
186 130
699 650
132 99
272 150
201 128
331 302
199 95
1890 945
788 368
1601 961
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Przyktad: szacowanie czasu pracy programistéw

X Y
Rozmiar programu Oszacowany czas
186 130
699 650
132 99
272 150
291 128
331 302
199 95
1890 945
788 368
1601 961

czas [h]

400 600 800

200

T T T
500 1000 1500

fozmiar programu [linie kodu]

wo = 45.93, w1 = 0.5273
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Szacowanie czasu programistéw

e Zaczynamy z rozwigzaniem w = (wg, w1) = 0.

e Krok: oy, = O.5/\/E.

e Jednostki zostaty zamienione na 1000min i 1000 lini kodu, aby
unikna¢ duzych liczb.
(ujednolicenie skali jest w praktyce bardzo istotne dla zbieznosci
metody)
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Szacowanie czasu programistéw

iteracja 1
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Szacowanie czasu programistéw
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Szacowanie czasu programistéw
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Szacowanie czasu programistéw

iteracja 4
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