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Plan wyktadu

Minimalizacja rézniczkowalnej funkgji f(x) bez ograniczen:

min f()

Czesto bedziemy zaktadaé wypuktosé f(x)

Woprowadzenie (poprzedni wyktad)

Metoda spadku wzdtuz gradientu (poprzedni wyktad)
Metoda Newtona-Raphsona

Modyfikacje metody Newtona-Rapshona

SANEE A

Metoda gradientéw sprzezonych
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Przypomnienie: metody kierunkéw poprawy

e lteracyjne metody generujace punkty x1, xo, ... zgodnie z:
Tp1 = Tk + U,

e Kierunek vy jest kierunkiem poprawy: gwarantuje, ze przy
dostatecznie matych o € R:

f(xr + avg) < f(zk)
Réwnowaznie, pochodna kierunkowa wzdtuz v, musi by¢ ujemna:

of (x)

8’Uk

= Vf(:l?k>TUk <0

e Dtugosc¢ kroku «j dobierana jest aby zapewni¢ odpowiednio duzy
spadek funkgcji celu
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Metoda Newtona-Raphsona
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Przypomnienie: metoda Newtona

I (k)

T+l = Tk — 7 (zr)

T
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Metoda Newtona-Raphsona

Wielowymiarowa wersja metody Newtona

Generujemy iteracyjnie ciag punktéw x1, s, . ..

W kazdej iteracji k = 1,2, ..., przyblizamy funkcje f(x) wielomianem
Taylora drugiego rzedu w aktualnym punkcie x:

1
Py(x;xy) = flxp) + Vi) (x— ) + i(w —xp)  Vif(z) (2 — xp)
Zatozenie: hesjan V2f(x}) jest dodatnio okreslony

Jako kolejny punkt @1 bierzemy punkt minimalizujacy P (x; xk)

6/56



Metoda Newtona-Raphsona

Przypomnienie: Minimum funkcji kwadratowej " Az +b"x + ¢ z do-
datnio okreslong macierza A ma postaé x* = —%A‘lb
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Metoda Newtona-Raphsona

Przypomnienie: Minimum funkcji kwadratowej " Az +b"x + ¢ z do-
datnio okreslong macierza A ma postaé x* = —%A‘lb

Whiosek: Minimum funkcji kwadratowe;:

Fv) = 50T V2 f(@i)o + V() o + fla)

jest w punkcie v = —(V2f(zy)) "'V f(z)
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Metoda Newtona-Raphsona

Przypomnienie: Minimum funkcji kwadratowej " Az +b"x + ¢ z do-
datnio okreslong macierza A ma postaé x* = —%A‘lb

Whiosek: Minimum funkcji kwadratowe;:

Fv) = 50T V2 f(@i)o + V() o + fla)

jest w punkcie v = —(V2f(zy)) "'V f(z)
Whiosek: Biorac v = & — o, minimum wielomianu:

Pa(esan) = flw) + V(@) (@ —ax) + 5 (@ = 2) V2 (@) (@ - 2)

jest w punkcie x spetniajacym:

v—mp = — (V2f(@p) V()
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Metoda Newtona-Raphsona

Przypomnienie: Minimum funkcji kwadratowej " Az +b"x + ¢ z do-
datnio okreslong macierza A ma postaé x* = —%A‘lb

Whiosek: Minimum funkcji kwadratowe;:

Fv) = 50T V2 f(@i)o + V() o + fla)

jest w punkcie v = —(V2f(zy)) "'V f(z)
Whiosek: Biorac v = & — o, minimum wielomianu:

Pa(esan) = flw) + V(@) (@ —ax) + 5 (@ = 2) V2 (@) (@ - 2)

jest w punkcie x spetniajacym:
x—xp = — (V2f(x) ' VI(xp)

Metoda Newtona-Raphsona:

T = xp — (V2f(@r) 'V f(p)
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Metoda Newtona-Raphsona

Rozpocznij od punktu x; i powtarzajdla k =1,2,.. .

Tpp1 = xp — (V2 (k) V()
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Metoda Newtona-Raphsona

Rozpocznij od punktu x; i powtarzajdla k =1,2,.. .

Tpp1 = xp — (V2 (k) V()

e Poréwnaj z metoda Newtona dla jednej zmiennej: zp 11 =z — ]{,',((”;i))
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Metoda Newtona-Raphsona

Rozpocznij od punktu x; i powtarzajdla k =1,2,.. .

Tpp1 = xp — (V2 (k) V()

e Poréwnaj z metoda Newtona dla jednej zmiennej: zp 11 =z — ]{,',((”;i))

e Metoda obliczeniowo wolniejsza od spadku wzdtuz gradientu:
wymaga odwrdcenia macierzy w kazdej iteracji
(w praktyce zamiast odwracaé macierz rozwigzuje sie uktad réwnan
liniowych Ax =bz A =V2f(z;)ib=Vf(xy))
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Metoda Newtona-Raphsona

Rozpocznij od punktu x; i powtarzajdla k =1,2,.. .

Tpp1 = xp — (V2 (k) V()

e Poréwnaj z metoda Newtona dla jednej zmiennej: zp 11 =z — ]{,',((”;i))

e Metoda obliczeniowo wolniejsza od spadku wzdtuz gradientu:
wymaga odwrdcenia macierzy w kazdej iteracji
(w praktyce zamiast odwracaé macierz rozwigzuje sie uktad réwnan
liniowych Ax =bz A =V2f(z;)ib=Vf(xy))

e Zainicjalizowana dostatecznie blisko minimum zbiega bardzo szybko,
ale Zle zainicjalizowana moze sie rozbiec!
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Metoda Newtona-Raphsona: przyktad

-1 —0.5 0 0.5 1
x1

Metoda Newtona-Rapshona znajduje minimum funkcji kwadratowej:

fl@)=xz" Az +b'x + ¢

w jednym kroku, niezaleznie od punktu inicjalizacji!
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Metoda Newtona-Raphsona dla funkcji kwadratowe;j

Rozwazmy minimalizacje funkcji funkcji kwadratowej z dodatnio okreslong
macierza A:
flx)y=ax"Az+x"b+c,
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Metoda Newtona-Raphsona dla funkcji kwadratowe;j

Rozwazmy minimalizacje funkcji funkcji kwadratowej z dodatnio okreslong
macierza A:
flx)y=ax"Az+x"b+c,

Vi@) =24z +b,  Vf(z) =24, (Vif(x)) ' = %A‘l
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Metoda Newtona-Raphsona dla funkcji kwadratowe;j

Rozwazmy minimalizacje funkcji funkcji kwadratowej z dodatnio okreslong
macierza A:
flx)y=ax"Az+x"b+c,

Vi@) =24z +b,  Vf(z) =24, (Vif(x)) ' = %A‘l

Rozpoczynamy od dowolnego punktu @1 i wybieramy punkt @2 jako:

w2 = @1 — (V2 f(x1)) ' V(1)
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Metoda Newtona-Raphsona dla funkcji kwadratowe;j

Rozwazmy minimalizacje funkcji funkcji kwadratowej z dodatnio okreslong
macierza A:
flx)y=ax"Az+x"b+c,

1
Vf(x) =2Ax +b, Vif(z) = 24, (V2 ()~ = 5A—1
Rozpoczynamy od dowolnego punktu @1 i wybieramy punkt @2 jako:

1
Ty = T — §A71(2A331 + b)
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Metoda Newtona-Raphsona dla funkcji kwadratowe;j

Rozwazmy minimalizacje funkcji funkcji kwadratowej z dodatnio okreslong
macierza A:
flx)y=ax"Az+x"b+c,

1
Vf(x) =2Ax +b, Vif(z) = 24, (V2 ()~ = 5A—1
Rozpoczynamy od dowolnego punktu @1 i wybieramy punkt @2 jako:

1
Ty = 1 — A TAx — §A*1b
I
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Metoda Newtona-Raphsona dla funkcji kwadratowe;j

Rozwazmy minimalizacje funkcji funkcji kwadratowej z dodatnio okreslong
macierza A:
flx)y=ax"Az+x"b+c,

1
Vf(x) =2Ax +b, Vif(z) = 24, (V2 ()~ = 5A—1
Rozpoczynamy od dowolnego punktu @1 i wybieramy punkt @2 jako:

1
Ty = T] — T — §A*1b
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Metoda Newtona-Raphsona dla funkcji kwadratowe;j

Rozwazmy minimalizacje funkcji funkcji kwadratowej z dodatnio okreslong

macierza A:
flx)y=ax"Az+x"b+c,

Vile) =24z +b,  Vii(@)=24, (VXf(@) = A"

Rozpoczynamy od dowolnego punktu @1 i wybieramy punkt @2 jako:
1
Ty = — A 'p
2

Ale jest to punkt minimum x* funkcji kwadratowej!
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Metoda Newtona-Raphsona: przyktad

flzy,m2) = 2.5(z% — 22)? + (1 — 21)?
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Metoda Newtona-Raphsona jako metoda spadkowa

Rozpocznij od punktu x; i powtarzajdla k =1,2,.. .

Tpp1 = Tptovp, v = —(V2f(@r) V()

Z zatozenia V2 f(xy) jest dodatnio okreélona, czyli ma wszystkie wartosci
wtasne dodatnie
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Metoda Newtona-Raphsona jako metoda spadkowa

Rozpocznij od punktu x; i powtarzajdla k =1,2,.. .

Tpp1 = Tptovp, v = —(V2f(@r) V()

Z zatozenia V2 f(xy) jest dodatnio okreélona, czyli ma wszystkie wartosci
wtasne dodatnie

Wtedy (V2f(x;)) ! jest tez dodatnio okreslona, gdyz wartosci wtasne
A~ s3 odwrotnoéciami wartoéci wtasnych A
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Z zatozenia V2 f(xy) jest dodatnio okreélona, czyli ma wszystkie wartosci
wtasne dodatnie

Wtedy (V2f(x;)) ! jest tez dodatnio okreslona, gdyz wartosci wtasne
A~ s3 odwrotnoéciami wartoéci wtasnych A

Czyli " (V2 f(x)) 'z > 0 dla dowolnego niezerowego x
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Metoda Newtona-Raphsona jako metoda spadkowa

Rozpocznij od punktu x; i powtarzajdla k =1,2,.. .

Tht1 = T+ Uk, v = —(V2f(zp) 'V f (k)

Z zatozenia V2 f(xy) jest dodatnio okreélona, czyli ma wszystkie wartosci
wtasne dodatnie

Wtedy (V2f(x;)) ! jest tez dodatnio okreslona, gdyz wartosci wtasne
A~ s3 odwrotnoéciami wartoéci wtasnych A

Czyli " (V2 f(x)) 'z > 0 dla dowolnego niezerowego x

Whiosek: v, = —(V2f(x;)) 'V f(xy) jest kierunkiem poprawy

V(@) vp = — V(@) (V2 f(2r) 'V (k) <0
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Metoda Newtona-Raphsona jako metoda spadkowa

Rozpocznij od punktu x; i powtarzajdla k =1,2,.. .

Tht1 = T+ Uk, v = —(V2f(zp) 'V f (k)

Z zatozenia V2 f(xy) jest dodatnio okreélona, czyli ma wszystkie wartosci
wtasne dodatnie

Wtedy (V2f(x;)) ! jest tez dodatnio okreslona, gdyz wartosci wtasne
A~ s3 odwrotnoéciami wartoéci wtasnych A

Czyli " (V2 f(x)) 'z > 0 dla dowolnego niezerowego x

Whiosek: v, = —(V2f(x;)) 'V f(xy) jest kierunkiem poprawy
V@) vp = = Vf(ap)(V2f () 'V (@) <0

Uwaga: Dtugos¢ kroku oy, jest stata i réwna 1

13/56



Zbieznos¢ metody Newtona-Raphsona

Jedli funkcja f(x) jest trzykrotnie rézniczkowalna w sposéb ciagty, algo-
rytm Newtona zainicjalizowany odpowiednio blisko minimum lokalnego
x* z dodatnio okre$lonym hesjanem V?2f(x*) zbiega z kwadratowym
rzedem zbieznosci

Dowdd koncepcyjnie bardzo podobny jak w przypadku jednowymiarowym,
ale skomplikowany przez wektorowo-macierzowe przyblizenie Taylora
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Zbieznos¢ metody Newtona-Raphsona

Jedli funkcja f(x) jest trzykrotnie rézniczkowalna w sposéb ciagty, algo-
rytm Newtona zainicjalizowany odpowiednio blisko minimum lokalnego
x* z dodatnio okre$lonym hesjanem V?2f(x*) zbiega z kwadratowym
rzedem zbieznosci

Dowdd koncepcyjnie bardzo podobny jak w przypadku jednowymiarowym,
ale skomplikowany przez wektorowo-macierzowe przyblizenie Taylora

Zle zainicjalizowana metoda Newtona-Raphsona moze sie nawet rozbiec!

Z tego powodu stosuje sie modyfikacje metody, ktére majg zapobiec
problemom ze zbieznoscia
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Modyfikacje metody Newtona-Raphsona
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Zmienna dtugo$¢ kroku (damped Newton-Raphson)

[ Metoda Newtona-Raphsona (oryginalna):
Rozpocznij od punktu x; i powtarzajdla k =1,2,.. .

Tpt1 = T + QRO vp = —(V2f(xp)) 'V (mk), ap=1

Metoda nie gwarantuje spadku wartosci funkcji f(xr+1) < f(xk)!
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Zmienna dtugo$¢ kroku (damped Newton-Raphson)

[ Metoda Newtona-Raphsona (oryginalna):
Rozpocznij od punktu x; i powtarzajdla k =1,2,.. .

Tpt1 = T + QRO vp = —(V2f(xp)) 'V (mk), ap=1

Metoda nie gwarantuje spadku wartosci funkcji f(xr+1) < f(xk)!

Jedli hesjan V2 f(x;) jest dodatnio okreslony, v;, jest kierunkiem
poprawy i mozemy zmodyfikowaé metode dobierajac ay:

e optymalnie: oy = argmin, > f(xr + apvy),

e za pomoca algorytmu backtracking,

co zagwarantuje nam f(xxy1) < f(x)
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Dla poréwnania: klasyczna metoda Newtona Raphsona

f(z1,z2) = 2.5(z% — 22)% + (1 — 21)?
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Vf(xs) =

V2 f(2) =

V2

Vf(IBQ)T’UQ

Analiza

(0.99,1.46)
(0.77,2.4)

16.8 9.9
9.9 5.0

— (V(z2)) 'V (2)

= (~1.42,-2.33)

4.5>0

—

=

—
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Analiza
xo = (0.99,1.46)
Vf(xs) = (0.77,2.4)

16.8 9.9

V(@) = [9.9 5.0]
vy = — (V(2)) 'V(m2) \
= (—1.42,-2.33) |

\
\\

Vf(:l:g)T’UQ =45>0

Kierunek v, nie jest kierunkiem poprawy
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Analiza
xzy = (0.99,1.46)
Vf(xs) = (0.77,2.4)

16.8 9.9
V(@) = [9.9 5.0]
vy = — (V2(x2)) ' V()
= (—1.42,-2.33)

Vf(.’L'Q)T'UQ =45>0

Kierunek vo nie jest kierunkiem poprawy
Wartosci wtasne hesjanu: (22.4, —0.62) = nie jest dodatnio okreslony

Optymalna dtugos¢ kroku to as = 0, poniewaz nie mozemy polepszyé
funkcji celu wzdtuz kierunku wvo
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Analiza
xzy = (0.99,1.46)
Vf(xs) = (0.77,2.4)

16.8 9.9
Vi (@) = [9.9 5.0]
vy = — (V2(x2)) ' V()
= (—1.42,-2.33)

Vf(.’L'Q)T'UQ =45>0

Kierunek vo nie jest kierunkiem poprawy
Wartosci wtasne hesjanu: (22.4, —0.62) = nie jest dodatnio okreslony

Optymalna dtugos¢ kroku to as = 0, poniewaz nie mozemy polepszyé
funkcji celu wzdtuz kierunku wvo

Whiosek: Optymalizacja dtugosci kroku moze zawies¢, jesli hesjan nie
jest dodatnio okreslony!
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Wartosci wtasne hesjanu

Dotychczas zaktadaliémy, ze hesjan V2 f(x}) jest dodatnio okreslony,
czyli ma wszystkie wartosci wtasne dodatnie i stad jest odwracalny.
W praktyce:

e Nawet dla funkcji wypuktych, hesjan moze by¢ tylko dodatnio
potokreslony i jedna lub wiecej wartosci wtasnych moze by¢ réwna
zero; wtedy odwrotnoéé (V2f(x))~! nie istnieje

e Dla funkcji niewypukfych, wartosci wtasne moga by¢ ujemne, a
wtedy kierunek vy, = —(V2f () 'V f () nie musi by¢ juz
kierunkiem poprawy!
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Przyktad

Rozwazmy minimalizacje funkgji postaci:

f(ac):x‘l"—i—m%—xl—@
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Przyktad

Rozwazmy minimalizacje funkgji postaci:

f(ac):x‘l"—i—m%—xl—@

af

ory

of
4o — 1, a—x222x2—1
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Przyktad

Rozwazmy minimalizacje funkgji postaci:

f(w):$%+$%—xl—$2

of _ . 3 of .,
87551 == 4ZU1 ]., 3;p2 = 2172 1
0% f s  O0*f *r 9 1222 0
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Przyktad

Rozwazmy minimalizacje funkgji postaci:

f(ac):x‘l"—i—m%—xl—@

of _ . 3 of _ o5

87551 = 4LU1 ]., ax2 = 2172 1
an 2 32f 82f . 2 . 121'% 0
8733%_12.%17 8733%_2, axlal'g _07 \% f(iU)— 0 2

Poniewaz hesjan w & ma wartosci wtasne (1222, 2), nieujemne dla

dowolnego x1, jest macierza dodatnio pétokreslong dla kazdego x, a
wiec f(x) jest funkcja wypukta

22/56



Przyktad
Rozwazmy minimalizacje funkgji postaci:

f(ac):x‘l"—i—m%—xl—@

3—f=4x3—1, ﬁ:zxz—l

8$1 ! 8$2
an 2 32f 82f . 2 . 121'% O
8733%_12.%17 8733%_2, axlal'g _07 \% f(iU)— 0 2

Poniewaz hesjan w & ma wartosci wtasne (1222, 2), nieujemne dla
dowolnego x1, jest macierza dodatnio pétokreslong dla kazdego x, a

wiec f(x) jest funkcja wypukta
Rozpoczynajac metode Newtona-Raphsona od ;3 = 0 mamy hesjan:

V(@) = [8 3] ,

o warto$ciach wtasnych (0, 2), nie dajacy sie odwrdcic!
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Przyktad

Rozwazmy minimalizacje funkgji:
fla) = 2.5(af — 22)* + (1 — 21)?

2 13022 — 1022 +2  —10z
V(@)= — 10z, 5
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Przyktad

Rozwazmy minimalizacje funkgji:
fla) = 2.5(af — 22)* + (1 — 21)?

3022 — 1029 +2 —10x
2 o 1 2 1
Vif(z) = l 102, 5

Rozpoczynajac metode Newtona-Raphsona od x; = (0,0.3) dostajemy:

Vif(x) = l_()l g] o wartosciach wtasnych (—1,5)
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Przyktad

Rozwazmy minimalizacje funkgji:
fla) = 2.5(af — 22)* + (1 — 21)?

3022 — 1029 +2 —10x
2 o 1 2 1
Vif(z) = l 102, 5

Rozpoczynajac metode Newtona-Raphsona od x; = (0,0.3) dostajemy:

V2f(xz1) = l_()l g] o wartosciach wtasnych (—1,5)

Wielomian Taylora w @1 nie jest funkcja wypukta, a kolejny punkt o jest
jego punktem siodfowym, a nie minimum!

Kierunek —(V2f(x1)) 'V f(1) nie jest kierunkiem poprawy!
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Przyktad

(0,0.3)

r1 =

2.5(:13% — m2)2 +(1- m1)2,

f(z)

—
= &
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Przesuniecie wartosci wtasnych

Fakt: jesli symetryczna macierz A ma wartosci wiasne (A1,...,\,) to
macierz A + eI ma wartosci wtasne (A] +€,..., A\, +€)
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Przesuniecie wartosci wtasnych

Fakt: jesli symetryczna macierz A ma wartosci wiasne (A1,...,\,) to
macierz A + eI ma wartosci wtasne (A] +€,..., A\, +€)

Dowdd: Jedli vy, jest wektorem wiasnym A z wartoscig wtasng A:
Avg = Aoy,
to vy, jest tez wektorem wtasnym A + el z wartoscig wiasng A\, + €:

(A+el)vy, = Avg +elvy = Mvp +evy, = (A + €)vg
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Przesuniecie wartosci wtasnych

Fakt: jesli symetryczna macierz A ma wartosci wiasne (A1,...,\,) to
macierz A + eI ma wartosci wtasne (A] +€,..., A\, +€)

Dowdd: Jedli vy, jest wektorem wiasnym A z wartoscig wtasng A:
Avp = Ay,
to vy, jest tez wektorem wtasnym A + el z wartoscig wiasng A\, + €:
(A+el)vy, = Avg +elvy = Mvp +evy, = (A + €)vg

Whiosek: Przy odpowiednim doborze ¢, mozemy zagwarantowac, ze
wszystkie wartosci wtasne macierzy A + €I beda dodatnie (tzn. macierz
bedzie dodatnio okreslona
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Przyktad

f(x) = 322 — 8129 + 223, x = (r1,22)
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Przyktad

=—1.53

A2

I

A1 = 6.53

il

3 —4
—4 2
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Przyktad

4 —4
—4 3

f(x)=2"(A+ Iz, A+I=[ ] A =7.53, A0 = —0.53
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Przyktad

)
—4

f(x)==2"(A+ 20, A2l = [ _4] . A\ =8.53, )\ =047
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Metoda Levenberga-Marquardta

W kazdej iteracji £ = 1,2,... dodajemy do hesjanu macierz ¢;I aby
zapewnié jego dodatnia okreslonos¢:

Tir1 = Tk + apU, v, = —(V2f(zr) + D) 'V f ()
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Metoda Levenberga-Marquardta

W kazdej iteracji £ = 1,2,... dodajemy do hesjanu macierz ¢;I aby
zapewnié jego dodatnia okreslonos¢:

Tir1 = Tk + apU, v, = —(V2f(zr) + D) 'V f ()

Dobér wspoétczynnika eg:

e Dla funkcji wypuktych wystarczy stata, niewielka wartos¢ €, np.
€ = 1075, Dtugo$¢ kroku mozna dobra¢ jako oy, = 1 (jak w metodzie
Newtona-Raphsona) lub optymalizowa¢

e Dla funkcji niewypuktych, w kazdej iteracji trzeba wyznaczyé
wartosci wtasne hesjanu i wybra¢ ¢, tak, aby wszystkie przesunaé
powyzej zera
W tym przypadku zaleca sie zawsze uzywanie zmienne;j
(optymalizowanej) dtugosci kroku ay!
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W metodzie Newtona-Rapshona vy, = —(V2f(x)) 'V f(xx) mozemy
przedstawi¢ jako rozwiagzanie problemu minimalizacji funkcji kwadratowej:

o(v) = Vi) Totyo VA (@i

W metodzie spadku wzdtuz gradientu v, = —V f(x;) mozemy
przedstawi¢ jako rozwiazanie problemu minimalizacji funkcji:

g(v) = Vf(xp) v+ é’UTI’U

Metoda Levenberga-Marquardta jest interpolacjg obu metod dobierajac
kierunek spadku jako rozwigzanie problemu minimalizacji funkgji:

1
9(v) = Vf(@) v+ Jo" (ol + Vf())v
Jest to szczegdlny przypadek metod quasi-newtonowskich, gdzie w

funkcji kwadratowej dobiera sie dowolng macierz dodatnio okreslong Ay
30/56









i

9
1
80
—1

|

L L




Podsumowanie

Dwie modyfikacje:
1. Optymalizacja dtugosci kroku ay,

2. Zapewnienie dodatniej okreslonosci hesjanu (Levenberg-Marquardt)
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Dwie modyfikacje:
1. Optymalizacja dtugosci kroku ay,
2. Zapewnienie dodatniej okreslonosci hesjanu (Levenberg-Marquardt)

Jesli stosujemy (1), powinnismy réwniez stosowac (2), inaczej algorytm
moze sie zatrzymaé w nieoptymalnym rozwigzaniu!

Optymalizacja dtugosci kroku zapewnia zbieznos¢ algortymu, ale
niekoniecznie polepsza szybko$¢ jego dziatania, a réwnoczednie zwieksza
ztozono$¢ obliczeniowa

Dobry kompromis: Stosuj klasyczna metode Newtona-Raphsona (z

ag = 1), ale jedli jej krok nie daje spadku funkgji celu (lub hesjan jest
nieodwracalny), zastosuj krok Levenberga-Marquardta z optymalizacja ay.
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Metoda gradientéw sprzezonych
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Przypomnienie z algebry: baza przestrzeni wektorowej

Zbiér wektoréw {vy, ..., vy} nazywamy liniowo niezaleznym, jesli zaden
wektor z tego zbioru nie da sie przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej
pozostatych

W przestrzeni R™ zbiér wektoréw liniowo niezaleznych moze sktadac sie
maksymalnie z n wektoréw, i zbiér taki nazywamy bazg przestrzeni
wektorowej

Whiosek: Jesli {vy,...,v,} jest baza to dowolny inny wektor = € R"
musi by¢ kombinacja liniowa wektoréw z bazy, tzn. dla pewnych
wspotczynnikéw ci,...,c, € R

n
r = Z CLUL
k=1
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Wektory sprzezone

Niech A bedzie macierza dodatnio okre$long
Zbiér niezerowych wektoréw {v1,...,v,} nazywamy sprzezonymi (ze
wzgledu na macierz A), jesli

viTAvj =0, dla dowolnych i # j
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Niech A bedzie macierza dodatnio okre$long
Zbiér niezerowych wektoréw {v1,...,v,} nazywamy sprzezonymi (ze
wzgledu na macierz A), jesli

viTAvj =0, dla dowolnych i # j

[ Fakt: Zbiér wektoréw sprzezonych jest baza ]

Dowdd: Wystarczy pokazac ich liniowa niezaleznos¢. Zatézmy przeciwnie,
ze istnieje wektor v liniowo zalezny od pozostatych, tzn.

Vi = Z ;U
i£k
Ale oznacza to, ze:
v Av, =0
co prowadzi do sprzecznosci, poniewaz A jest dodatnio okreslona, a vy
jest niezerowy, wiec v,;rAvk >0
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Funkcja kwadratowa

Bedziemy rozwazali minimalizacje funkcji kwadratowej:

1

fx) = iscTA:c —z'b, A — dodatnio okre$lona

Pomijamy wspétczynnik ¢ (nie wptywa na optymalizacje)

Pozostate wspétczynniki dobieramy w ten sposéb, aby:
Vf(x) = 0 << Ax = b,

tzn. minimum x* = A~ 'b jest rozwigzaniem uktadu réwnan Ax*
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Metoda gradientéw sprzezonych: wprowadzenie

1
f(x) = §mTAm —z'b, A — dodatnio okre$lona

Niech {v1,...,v,} bedzie zbiorem wektoréw sprzezonych ze wzgledu na A
Bedziemy rozwazali metode spadkowa minimalizacji funkgcji kwadratowe;,
w ktorej kolejne kierunki poprawy to kolejne wektory sprzezone, tzn.:
k
Tp41 = T + vy, tzn. xp41 = o1 + Zaivi7
i=1
natomiast wspdtczynniki o wyznaczamy rozwigzujac:
a = argmin f(xr + apvk)
A N ——

g(a)
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g(a)
_1 T _ T
g(a) = 2(mk + avk) A(l‘k + Ot’Uk) (ibk + Oé’Uk) b
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k

P 4 — P+ vian t7n Tri1 = X1 —+ Zaivi7
gradient: Azxy —b =V f(xy) i=1

natomias Oznaczamy przez gi ' rozwigzujac:
ap = argmin f(:ck —i—Oék’Uk)
[ ~———
g9(a)
2

g(a) = %U;Avk + av] (Azj, — b) + const
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i=1
natomiast wspdtczynniki o wyznaczamy rozwigzujac:
a = argmin f(xr + apvk)
A N ——
g(a)
N v gk v} (Azp — Azy + Az — b)
vy, Avy vy, Avy
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NMoatada aradiantAwne cr\r-la-'lnn\/ch: Wprowadzenie

k—1
Poniewaz o, — @1 = »  a;v;, otrzymujemy dodatnio okreélona
i=1
k—1 ;
sprzezonych ze wzgledu na A
v Az — 1) = Zai vy Av; =0 lizaci funkeii kwad :
] \‘—6—/ alizacji funkcji kwadratowe],
) ) o . wektory sprzezone, tzn.:
k
Th41 = Tk + Vg, tzZin Ty =T+ Z@ivia
i=1
natomiast wspdtczynniki o wyznaczamy rozvigzujac:
a = argmin f(xr + apvk)
A N ——
g(a)
o = Ui gk B v} (Az1 — b) + v} A(z), — 1)
'v,;rAvk v,;rA'vk
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Metoda gradientéw sprzezonych: wprowadzenie

1
f(x) = §mTAm —z'b, A — dodatnio okre$lona
Niech {v1,...,v,} bedzie zbiorem wektoréw sprzezonych ze wzgledu na A

Bedziemy rozwazali metode spadkowa minimalizacji funkgcji kwadratowe;,
w ktorej kolejne kierunki poprawy to kolejne wektory sprzezone, tzn.:
k
Tpi1 = Tk + iU, tzn. gy =1 + Zaivi,
i=1
natomiast wspdtczynniki o wyznaczamy rozwigzujac:

a = argmin f(xr + apvk)
O ——
g(e)
o - vl gk _ v (b— Ax))
b U;Avk v,;rAvk

Optymalna warto$¢ oy, zalezy tylko od punktu startowego !

Mozemy wyznaczy¢ oy niezalezne od pozostatych wspotczynnikéw i

wczesniejszych krokéw algorytmu 39/56



Funkcja kwadratowa a wektory sprzezone

1
f(x) = §mTAm —x'b, A — dodatnio okreslona

Niech {v1,...,v,} — zbiér wektoréw sprzezonych. Poniewaz jest to baza,

n
¥ — r| = Zaivi
i=1

Wyznaczmy optymalne wspotczynniki oy
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n
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Ale s3 to te same wspdtczynniki, ktére dobiera w kolejnych krokach

metoda gradientéw sprzezonych, tzn.

n

Tyl = w1+2ak'vk =
k=1
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1
f(x) = §mTAm —x'b, A — dodatnio okreslona

Niech {v1,...,v,} — zbiér wektoréw sprzezonych. Poniewaz jest to baza,

n
¥ — r| = Z (7%
i=1
Wyznaczmy optymalne wspotczynniki oy

vl (b— Ax))
o = ——-
F vaA'Uk
Ale s3 to te same wspdtczynniki, ktére dobiera w kolejnych krokach
metoda gradientéw sprzezonych, tzn.

n

Tyl = w1+2ak'vk =
k=1

Whiosek: Metoda gradientéw sprzezonych w kazdym kroku optymalnie
dobiera wspétczynnik oy, a rozwigzanie * otrzymujemy po n iteracjach!
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Ortogonalno$¢ gradientow

Gradient w danej iteracji gr = V f(xy) jest ortogonalny do wszystkich
poprzednich kierunkéw poprawy vy, ..., v;_1, tzn.

v, gr =0, da i=1,....k—1
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tylko jeden niezerowy wspétczynnik 3y 1, 0256
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Dowdd: PokazaliSmy, ze gradient gj+1 jest ortogonalny do wszystkich
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gkl = AT — b= Az + apvy) — b= Az — b+ Aoy,
———
=gy

Jedli ap, = 0, to gir1 = gk, a poniewaz g;—Hgk = 0, wnioskujemy, ze
gr+1 = Vf(xryi1) =0, czyli jesteSmy w optimum.

Jedli ap # 0, mamy:
1
Avp = — (gk+1 — k)
Qag
Stad otrzymujemy dla j < k — 1:

L
;kgk+1(gj+1 gj) = an

1
T T

Ir+14v; = 7<gk+1gj+1_gl;r+1gj) =0
————— N——
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Dobér kierunkéw sprzezonych

[ Whniosek: W algorytmie gradientéw sprzezonych:

-
_ _ Vi Gk
Tp41 = Tk + Ak Vg, Qp = ——F ——
v, Avy,
kierunki sprzezone {v1,...,v,} mozna otrzyma¢ jako:
v = —41
-
Gy 1AVE
Vg1 = —Gk+1 T Orvk, Be=="F—>
vy, Avy,
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Kierunki sprzezone sg kierunkami poprawy
Uzywajac definicji kierunku sprzezonego:
Vg1 = —Gk+1 + Ok
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Kierunki sprzezone sg kierunkami poprawy

Uzywajac definicji kierunku sprzezonego:

Vit1 = —Gk+1 + Brvg

mamy:
91;r+1vk+1 = _Hgk+1H2 <0,

wiec vg11 jest kierunkiem poprawy
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Metoda gradientéw sprzezonych dla funkcji kwadratowe;j

[ Wybierz punkt startowy @
Wyznacz gradient g1 = V f(x1) oraz poczatkowy kierunek v1 = —g;

Powtarzajdla k=1,2,...

g, ar
v;Avk

1. Wyznacz optymalng dtugos¢ kroku oy, =
2. Uaktualnij rozwigzanie: xpy1 = @ + apvg
3. Wyznacz gradient gg+1 = Vf(xgi1)
4

. Jedli gx+1 = 0, zatrzymaj algorytm, w przeciwnym przypadku
wyznacz nowy kierunek poprawy:

2

Vg1 = — Gkt1 + Prvr, = o

Algorytm zatrzymuje sie po co najwyzej n krokach zwracajac rozwigzanie
optymalne x*
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Dla poréwnania: algorytm najszybszego spadku

f(z1,29) = x% + 237%

=
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Metoda gradientéw sprzezonych dla dowolnej funkgcji
Metode mozna fatwo uogdlni¢ na minimalizacje dowolnych, niekoniecznie
kwadratowych, funkcji, wprowadzajaca nastepujace zmiany:
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Metoda gradientéw sprzezonych dla dowolnej funkgcji
Metode mozna fatwo uogdlni¢ na minimalizacje dowolnych, niekoniecznie
kwadratowych, funkcji, wprowadzajaca nastepujace zmiany:

g, g
vaAvk

e Dla funkcji kwadratowej optymalna dtugos¢ kroku oy =
uzyskaliSmy poprzez:

ar = argmin f(xg + avy)
«

Dla funkcji nie-kwadratowe] trzeba rozwigza¢ powyzszy problem
jednowymiarowej optymalizacji numerycznie
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Metoda gradientéw sprzezonych dla dowolnej funkgcji
Metode mozna fatwo uogdlni¢ na minimalizacje dowolnych, niekoniecznie
kwadratowych, funkcji, wprowadzajaca nastepujace zmiany:

g, g
vaAvk

e Dla funkcji kwadratowej optymalna dtugos¢ kroku oy =
uzyskaliSmy poprzez:

ar = argmin f(xg + avy)
«

Dla funkcji nie-kwadratowe] trzeba rozwigza¢ powyzszy problem
jednowymiarowej optymalizacji numerycznie

e Poniewaz nie mamy juz gwarancji, ze poszczegdlne gradienty gi sa
ortogonalne, mozna zastapi¢:

Clgrenl? 99k gh (k1 — k)
P = 2 2 B = 2
gl gkl gkl

W zaleznosci, ktérego wzoru uzywamy, mamy dwie wersje algorytmu:
Fletchera-Reevesa oraz Polaka-Ribiéere’a.
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Metoda gradientéw sprzezonych dla dowolnej funkgcji

Metode mozna fatwo uogdlni¢ na minimalizacje dowolnych, niekoniecznie
kwadratowych, funkcji, wprowadzajaca nastepujace zmiany:

95 9k
vaAvk

e Dla funkcji kwadratowej optymalna dtugos¢ kroku oy =

uzyskaliSmy poprzez:
ar = argmin f(xg + avy)
(0%

Dla funkcji nie-kwadratowe] trzeba rozwigza¢ powyzszy problem
jednowymiarowej optymalizacji numerycznie

e Poniewaz nie mamy juz gwarancji, ze poszczegdlne gradienty gi sa
ortogonalne, mozna zastapi¢:

T T
Mgkl g gre G 1(Gkt1 — Gk)
ﬂ — 2 — 2 /Bk - 2
e el e
W zaleznosci, ktérego wzoru uzywamy, mamy dwie wersje algorytmu:
Fletchera-Reevesa oraz Polaka-Ribiere’a.
e Nie mamy gwarancji, ze algorytm skonczy sie po n iteracjach, wiec
jako warunek stopu przyjmujemy ||V f(xx)|| < € dla € bliskiego zeru.
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Metoda gradientéw sprzezonych dla dowolnej funkgcji
(Fletchera-Reevesa i Polaka-Ribiere’a)

Wybierz punkt startowy x;
Woyznacz gradient g1 = V f(a1) oraz poczatkowy kierunek v1 = —g;
Powtarzajdla k =1,2,...:
1. Wyznacz optymalng dtugos$é kroku ay, = argmin,, f(xy + avy)
2. Uaktualnij rozwigzanie: xp 1 = @ + apvg
3. Wyznacz gradient gig+1 = V f(xk41)
4

. Jesli ||gr+1]| < €, zatrzymaj algorytm, w przeciwnym przypadku
wyznacz nowy kierunek poprawy:

Vit1 = — Gkt1 + BpUk, gdzie:

o o llgesl? _
(F-R) B = b (P-R) B, =

91 (gkr1 — k)

g2 gkl

Metoda Polaka-Ribiere'a preferowana w praktyce
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Kierunki sprzezone sg kierunkami poprawy
Poniewaz:
ap = argmin f(xp + avg),
Mamy:
df(zy + avy)

da ’a:ak =0
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Kierunki sprzezone sg kierunkami poprawy

Poniewaz:
ap = argmin f(xp + avg),
(0%

Mamy:

df(z + avy) ’ _ 0
da a=oy

Z reguty fancuchowej:

d +
df(ex o) _ Vf(xy + avy) vy,

da
a tym samym:

Vf(:ck + ak'vk)vak =0
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Poniewaz:
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(0%

Mamy:

df(z + avy) ’ _ 0
da a=oy

Z reguty fancuchowej:

d +
df(ex o) _ Vf(xy + avy) vy,

da
a tym samym:

Vf(@per) v = 0
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Kierunki sprzezone sg kierunkami poprawy

Poniewaz:
ap = argmin f(xp + avg),
(0%

Mamy:

df(z + avy) ’ _ 0
da a=oy

Z reguty fancuchowej:

d +
df(ex o) _ Vf(xy + avy) vy,

da
a tym samym:

.
9p41vk = 0
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Kierunki sprzezone sg kierunkami poprawy

Poniewaz:
ap = argmin f(xp + avg),
o
Mamy:
df(zy + avy) ’ _ 0
do a=oy
Z reguty fancuchowej:

df(zk + avy)

o = Vf(xp + avy) v,

a tym samym:
T
Gk1e = 0

Vit1 = — Gikt1 + ek
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Kierunki sprzezone sg kierunkami poprawy
Poniewaz:
ap = argmin f(xp + avg),
o
Mamy:
df(z + avy) ’ _ 0
do a=oy
Z reguty fancuchowej:

df(zr + avy)

o = Vf(xp + avy) v,

a tym samym:
T
9p41vk = 0

T T T
Ik+1Vk+1 = —Gi119k+1 + Bk Gpt1Vk
0
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Kierunki sprzezone sg kierunkami poprawy
Poniewaz:
ap = argmin f(xp + avg),
o
Mamy:
df(z + avy) ’ _ 0
da a=oy
Z reguty fancuchowej:

df(zk + avy)

o = Vf(xp + avy) v,

a tym samym:
T
Gk1e = 0

T 2
Ik1Vk+1 = — | gr1]” <0,
wiec vi41 jest kierunkiem poprawy
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