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Plan wyktadu

Minimalizacja rézniczkowalnej funkgji f(x) bez ograniczen:

min f(x)

Czesto bedziemy zaktadaé wypuktosé f(x)

Wprowadzenie

Metoda spadku wzdtuz gradientu

Metoda Newtona-Raphsona (nastepny wyktad)
Modyfikacje metody Newtona-Rapshona (nastepny wyktad)

SANENE A

Metoda gradientéw sprzezonych (nastepny wyktad)
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Wprowadzenie
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Wykres powierzchniowy a wykres konturowy
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Wykres powierzchniowy a wykres konturowy
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Wykres konturowy funkcji kwadratowe;j
Rozwazmy funkcje kwadratowg z dodatnio okreslong macierza A:

flx)y=ax"Az+b x+c
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Wykres konturowy funkcji kwadratowe;j
Rozwazmy funkcje kwadratowg z dodatnio okreslong macierza A:

flx)y=ax"Az+b x+c

Przyblizajac (doktadnym!) wielomianem Taylora drugiego rzedu wokét
minimum x* mozemy zapisa¢ funkcje jako:

| f@=ja)t@-a) Az-a) |

Przyktad: f(z) = 2% + 22 + 2
Minimum w z* = =L = —1, f(z*) = 1, a stad f(z) = 1 + (z + 1)?
Przykfad: f(x) = 2% + 223 — 221 + 429 + 1

10 L1 11 0][-2] [1
A:[ozl’ b=(-24), 2"=-34 1b:‘2[00.5“4]:[—1]

Mamy f(x*) = —2, a stad:

f(w)=—2+{x1—1$2+1} 02| |est1

; 0] [xl ; 1] = =24 (21 -1)*+2(z2+1)?
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Wykres konturowy funkcji kwadratowe;j

| f@=ia)t @) Az-a) |
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Wykres konturowy funkcji kwadratowe;j

| f@=ia)t @) Az-a) |

Réwnanie:
(x—z*)TA(x —x*) = ¢

jest rownaniem elipsoidy o Srodku x*, ktérej osie gtéwne odpowiadaja
wektorom wiasnym A, a dtugosci tych osi sa odwrotnie proporcjonalne
do pierwiastkéw wartosci wtasnych

W szczegdlnosci dla n = 2 jest to réwnanie elipsy na ptaszczyznie
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Wykres konturowy funkcji kwadratowe;j

| f@=ia)t @) Az-a) |

Réwnanie:
(x—z*)TA(x —x*) = ¢

jest rownaniem elipsoidy o Srodku x*, ktérej osie gtéwne odpowiadaja
wektorom wiasnym A, a dtugosci tych osi sa odwrotnie proporcjonalne
do pierwiastkéw wartosci wtasnych

W szczegdlnosci dla n = 2 jest to réwnanie elipsy na ptaszczyznie

Whiosek: poziomice funkcji kwadratowej sa elipsoidami
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Wykres konturowy funkcji kwadratowej

flxy,29) = 93% -I-m% + 21 — 29

10
7 Wektory wtasne:
v = (1,0),’02 = (0, 1)

Wartosci wtasne:

AM=1X=1
Minimum:
¥ = (-0.5,0.5)
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Wykres konturowy funkcji kwadratowe;

f(z1,29) = 0.52% + 222
1 2

0.50
7 Wektory wtasne:

m
=
=
ﬂ
ﬁ
————
/\ ’vl = (1,0),”2 - (07 1)
v
w
=
=
-
-

Wartosci wtasne:
A =05, =2

Minimum:

x* = (0,0)
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Wykres konturowy funkcji kwadratowe;

flxr,m9) = 1507 — m1wa + 1525 + 229

|

o

|

—
o |
—
o

113 -1
A= 2 [1 3 ]
Wektory wtasne:
1 1
V1= —= 171 , V2 = —= 1,—1
1 N/E( ) 2 \/@2( )
Wartosci wiasne:
AM=1A=2

Minimum:

z* = (—0.25,—0.75)
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Metody spadkowe (kierunkéw poprawy)

e lteracyjne metody generujace punkty x1, T2, ... w ten sposoéb aby w
kazdej iteracji zmniejsza¢ wartos¢ funkgeji celu: f(xp41) < f(xk)

e W kazdej iteracji k = 1,2,... znajdywany jest kierunek poprawy vy,
tzn. taki, ze przy dostatecznie matych o € R:

f(zr + avg) < f(zk)
e Kolejny punkt wyznaczany jest jako
Ti+1 = Tk + OV,

gdzie dfugos¢ kroku «y, dobierana jest aby zapewnié odpowiednio
duzy spadek funkcji celu
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Kierunek poprawy

Przypomnienie: Wzér Taylora

f(@) = f(@o)+V (o) (@ = 20) + 5 — w0) P2 F(E) (@ — o),

gdzie £ jest punktem miedzy g a ©
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Wybierajac xy = ) oraz * = x) + awy, dostajemy:

2

f(@i -+ avi) = f(ay) + Vi (@) v, + SoV (€
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Aby kierunek vy, byt kierunkiem poprawy (tzn. gwarantowat spadek
wartosci funkcji przy dostatecznie matych «), pochodna kierunkowa
wzdtuz v, musi by¢é ujemna, tzn:

of (xk)
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= Vf(zr) v, <0
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Kierunek poprawy

Przypomnienie: Wzér Taylora

F@) = (o) + V(o) (@ — o) + 1 (& — 0) V21 (€)(x — o)

gdzie & jest punktem miedzy xg a @

)

Wybierajac xy = ) oraz * = x) + awvy, dostajemy:
flay + avy) — f(mr) = aVf(z) vp+O0(a?)

Aby kierunek vy, byt kierunkiem poprawy (tzn. gwarantowat spadek
wartosci funkcji przy dostatecznie matych «), pochodna kierunkowa
wzdtuz v, musi by¢é ujemna, tzn:

of (xk)

c%k

= Vf(zr) v, <0

Kierunek poprawy musi tworzy¢ z gradientem kat rozwarty (cos 6 < 0)
Zawsze mozna dobraé kierunek poprawy o ile tylko V f(x)) # 0
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Zbieznos¢ metod spadkowych

e Wykorzystujemy wtasnos¢, ze o ile V f(xy) # 0, mozemy dobraé
kierunek poprawy vy, i dtugos$¢ kroku ay tak, aby:

f(@rt1) < f(@k)
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e Zaktadajac, ze funkcja celu f(x) jest ograniczona od dotu i poprawa
funkcji w kazdej iteracji jest wystarczajgco duza, wnioskujemy, ze
punkt zbiezno$ci algortymu @, musi mie¢ wtasno$¢ Vf(x) =0

(zgrubne uzasadnienie: jesli V f(x ) # 0, mogliby$my istotnie poprawi¢
funkcje celu, co przeczytoby temu, ze &, jest punktem zbieznosci)
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Zbieznos¢ metod spadkowych

Wykorzystujemy wtasno$¢, ze o ile V f(xy) # 0, mozemy dobrac
kierunek poprawy vy, i dtugos$¢ kroku ay tak, aby:

f(@rt1) < f(@k)

Zaktadajac, ze funkcja celu f(x) jest ograniczona od dotu i poprawa
funkcji w kazdej iteracji jest wystarczajgco duza, wnioskujemy, ze
punkt zbiezno$ci algortymu @, musi mie¢ wtasno$¢ Vf(x) =0

(zgrubne uzasadnienie: jesli V f(x ) # 0, mogliby$my istotnie poprawi¢
funkcje celu, co przeczytoby temu, ze &, jest punktem zbieznosci)

W ogdlnosci nie ma gwarancji, ze €, jest nawet minimum lokalnym
(moze to by¢ punkt siodfowy)

Dla funkcji wypuktych mozemy pokazaé, ze x,, jest minimum
globalnym i oszacowa¢ rzad zbieznosci
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Metoda spadku wzdtuz gradientu
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Gradient jako kierunek najwiekszego wzrostu
PokazaliSmy wczesniej, ze dla jednostkowego wektora wvy:

—[IVf(o)l < V@) o < [IVF(n)ll,

a obie skrajne wartosci osiggane s3 przez vy = i%
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Gradient jako kierunek najwiekszego wzrostu
PokazaliSmy wczesniej, ze dla jednostkowego wektora wvy:

V() < V(@) vp < [[VF(p)l,

a obie skrajne wartosci osiggane s3 przez vy = ﬁ

Whiosek: gradient jest kierunkiem (lokalnie) najwiekszego wzrostu
funkgji, a ujemny gradient — kierunkiem (lokalnie) najwigkszego spadku




Gradient na wykresie konturowym

Wektor gradientu jest zawsze
prostopadty do poziomic funkgji

Dlaczego?
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Gradient na wykresie konturowym

Wektor gradientu jest zawsze
prostopadty do poziomic funkgji

Dlaczego?

Poniewaz pochodna kierunkowa
w kierunku v wzdtuz poziomicy
musi wynosi¢ zero:

of (x +v)
ov

Stad Vf(x) L v

=Vf(x) v=0
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Algorytm spadku wzdtuz gradientu

Rozpoczynajac od x1, w kolejnych iteracjach £ =1,2,...:

Tpr1 = T — apVf(xy)
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Algorytm spadku wzdtuz gradientu

Rozpoczynajac od x1, w kolejnych iteracjach £ =1,2,...:

Tpr1 = T — apVf(xy)

Pytanie: jak dobra¢ dtugosci krokéw a,?
e Stata dtugos¢ kroku a = «: najprostszy algorytm, ale. ..

P> wartos$¢ « trzeba dobra¢ metoda préb i btedéw
> nie gwarantuje, ze f(xp41) < f(xk)
e Optymalna dtugos$¢ kroku: algorytm najszybszego spadku
e Dostatecznie dobra dtugosé kroku: niekoniecznie optymalna, ale

gwarantujaca f(@k41) < f(@k);
» najczesciej uzywana w praktyce
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Algorytm najszybszego spadku (Cauchy’ego)

Algorytm dobiera dtugo$¢ kroku «y, ktora najbardziej zmniejsza funkcje
celu wzdtuz wektora gradientu:

ap = argmin f (x — aVf(xg))
a=0
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celu wzdtuz wektora gradientu:
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a=0

Musimy rozwigza¢ jednowymiarowy problem minimalizacji funkcji jednej
zmiennej:
gla) = f(xr —aVf(xg))
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Algorytm najszybszego spadku (Cauchy’ego)

Algorytm dobiera dtugo$¢ kroku «y, ktora najbardziej zmniejsza funkcje
celu wzdtuz wektora gradientu:

ap = argmin f (x — aVf(xg))
a=0

Musimy rozwigza¢ jednowymiarowy problem minimalizacji funkcji jednej
zmiennej:
gla) = f(xr —aVf(xg))

Metoda ztotego podziatu
Metoda bisekgji

Metoda Newtona

18/41



1 4

0.5

—0.5

Algorytm najszybszego spadku
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Dla poréwnania: algorytm ze stata dtugoscia kroku

0.5

xr2
(=)

—0.5

a=0.01

s
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Dla poréwnania: algorytm ze stata dtugoscia kroku

0.5

xr2
(=)

~

—0.5

a=0.6

=

L

—0.5
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Twierdzenie o zygzakowaniu

W algorytmie najszybszego spadku kolejne kierunki poprawy (gradienty)
sg do siebie ortogonalne

=
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sa do siebie ortogonalne

Dowdd: Dtugosé kroku oy w réwnaniu @y1 = @ — o,V f (k) uzyskuje

sie znajdujac minimum funkcji jednowymiarowej:

oL gla) = f(me—aVif(m))

Pokazalismy juz, ze:
d

W = Vi(@+av) v,

dlatego:
dg(e)
da

= —Vf(xr—aVf(x) V(e
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Dowdd: Dtugosé kroku oy w réwnaniu @y1 = @ — o,V f (k) uzyskuje

sie znajdujac minimum funkcji jednowymiarowej:

oL gla) = f(me—aVif(m))

Pokazalismy juz, ze:
df(x+ av)

T = Vi@+ov)v,

dlatego:

di]ifé) = —Vf(zy—aVf(zy) Vi(zy)

dg(a)

Skoro g(a) ma minimum w oy, musimy mie¢ =0wa=aq.
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Twierdzenie o zygzakowaniu

W algorytmie najszybszego spadku kolejne kierunki poprawy (gradienty)
sa do siebie ortogonalne

Dowdd: Dtugosé kroku oy w réwnaniu @y1 = @ — o,V f (k) uzyskuje
sie znajdujac minimum funkcji jednowymiarowej:

g(a) = f(xr —aVf(z))

Pokazalismy juz, ze:

df(@+av) _ Vi(z+av) v,
da
dlatego:
dg(a
M) f w0V ) VS (a)
Skoro g(a) ma minimum w oy, musimy mie¢ dg(a) =0wa= o Ale:
dg(a
0= Yo Vi) Vi)
o la=qap
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Zygzakowanie — przykfad

flxy,29) = m% + 103:3

&

10
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Metoda najszybszego spadku dla funkcji kwadratowej*

Wypukta funkcja kwadratowa z dodatnio okreSlong macierza A:

flx)=z"Az+z b+e,
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Metoda najszybszego spadku dla funkcji kwadratowej*
Wypukta funkcja kwadratowa z dodatnio okreSlong macierza A:

flx)=z"Az+z b+e,

Oznaczmy gradient V f(xy) = 2Axy, + b jako gy, czyli
Tht1 = Tk — OkGks gdzie ap = argmin f(z — agy)
—_——

a>0
g(a)
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Metoda najszybszego spadku dla funkcji kwadratowej*
Wypukta funkcja kwadratowa z dodatnio okreSlong macierza A:

flx)=z"Az+z b+e,

Oznaczmy gradient V f(xy) = 2Axy, + b jako gy, czyli

Tpi1 = T — QpGk, gdzie o = arg;r(l)in f(xr — agy)
az> ——
g(a)

g(a) = (zx — agr) T Az — agy) + (xr —agr) 'b+c
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Metoda najszybszego spadku dla funkcji kwadratowej*
Wypukta funkcja kwadratowa z dodatnio okreSlong macierza A:

flx)=z"Az+z b+e,
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Metoda najszybszego spadku dla funkcji kwadratowej*
Wypukta funkcja kwadratowa z dodatnio okreSlong macierza A:

rroN T 4 . T2

Btad optymalizacji: réznica miedzy wartoscia
Funkcja ma minimu  funkgji celu w x; a wartoscig optymalna

Biorac reprezentacje funkcji w pescaci wielomianu Taylora drugiego rzedu
wokoét punktu x*:

1

E(xy) = f(x) — f(x¥) = Zgl;rAilgk
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Metoda najszybszego spadku dla funkcji kwadratowej*
Wypukta funkcja kwadratowa z dodatnio okreSlong macierza A: ]

flx)=z"Az+z b+e,

Funkcja ma minimum w punkcie x* = —%Ailb
Biorac reprezentacje funkcji w postaci wielomianu Taylora drugiego rzedu
wokoét punktu x*:

E(zy) = f(z) — f(z") = Egk P A gy
Biorac réwnanie z poprzedniego slajdu:

(ol i
Blonn) = (1 (gEAgk)(gZAlgk)>E( ¢)

Liniowa zbiezno$¢ btedu optymalizacji!
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Metoda najszybszego spadku dla funkcji kwadratowej*

[ Nieréwno$¢ Kantorowicza:

Niech A bedzie macierza dodatnio okreslong z najmniejsza i najwieksza
wartoscig witasng réwna, odpowiednio, m i M. Wtedy dla dowolnego
niezerowego wektora x:

]| AMm
(xTAz)(xT A1) = (M +m)?
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Metoda najszybszego spadku dla funkcji kwadratowej*
[ Nieréwno$¢ Kantorowicza:
Niech A bedzie macierza dodatnio okreslong z najmniejsza i najwieksza
wartoscig witasng réwna, odpowiednio, m i M. Wtedy dla dowolnego
niezerowego wektora x:

]| AMm
(xTAz)(xT A1) = (M +m)?

M —m
M+m

Blown) < ( )%Em)

J@rs) = 1@") < B*(f(@) = f(@),  gdzie § = (%12)2

Wspédtczynnik zbieznosci liniowej § zalezy od najwiekszej i najmniejszej
wartosci wtasnej macierzy A

Dla M > m, (3 jest bliski jednosci (bardzo wolna zbieznos¢!)
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Wskaznik uwarunkowania

Wskaznikiem uwarunkowania macierzy dodatnio okre$lonej A nazywa-
my iloraz jej najwiekszej i najmniejszej wartosci wiasne;j:
_ )\maX(A)

Amin(14)
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Wskaznik uwarunkowania

Wskaznikiem uwarunkowania macierzy dodatnio okre$lonej A nazywa-
my iloraz jej najwiekszej i najmniejszej wartosci wiasne;j:
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Wskaznik uwarunkowania

[ Wskaznikiem uwarunkowania macierzy dodatnio okreslonej A nazywa- ‘
my iloraz jej najwiekszej i najmniejszej wartosci wiasne;j:

_ Amax(A)
" Auin(A)

Twierdzenie: Dla wypuktej funkcji kwadratowej z dodatnio okreslona
macierza A:
2 fx)=x Az +a"b+c,

algorytm najszybszego spadku zbiega liniowo ze wspdtczynnikiem zbiez-
nosci 3 zaleznym od wskaznika uwarunkowania x macierzy A:

f(@r1) — f(2") < ﬁk(f(ﬂh) - f($*))> gdzie 3 = (:—T— 1)2

Im wiekszy wskaznik uwarunkowania x, tym wolniejsza zbiezno$¢
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Zbieznos¢ algorytmu — przyktad
Rozwazmy funkcje dla v > 1:

f(m):l'%—l—’}/l‘%, $:(1‘1,$2),

majaca minimum w x* = (0,0)
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Rozwazmy funkcje dla v > 1:

f(m):l'%—l—’}/l‘%, m:(xbgf?)a
majaca minimum w x* = (0,0)
Funkcje mozemy przepisaé jako:

fx)=a"Ax, gdzie A = lé 2]
Wartosci wtasne to (1,7), a stad:
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Zbieznos¢ algorytmu — przyktad

Rozwazmy funkcje dla v > 1:
f(m):l'%—l—’}/l‘%, $:(1‘1,$2),

majaca minimum w x* = (0,0)

Funkcje mozemy przepisaé jako:

fx)=a"Ax, gdzie A = lé 2]

Wartosci wtasne to (1,7), a stad:

2
0l v—1
emlon - ()
1 v+1

Przygladnijmy sie zbieznosci algorytmu jesli rozpoczniemy od rozwigzanie
startowego 1 = (v, 1).

28 /41



Przyktad

flz1,20) = :cl +x2

2

~O

- 2
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Przyktad

flxy,20) = x%-l—f)x%,

Ll
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Przyktad

f(ﬂ?l,(L’Q) = CI?% + 10:1:%7 (7 = 10)
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Zbieznos¢ algorytmu dla funkcji wypuktych

[ Niech f(x) bedzie funkcja wypukta i dwukrotnie rézniczkowalng z ‘
ciagtymi pochodnymi. Zatézmy, ze hesjan V2 f(x*) w minimum x* jest
dodatnio okreslony. Wtedy algorytm najszybszego spadku zbiega linio-
wo (w sensie btedu optymalizacji) ze ciagiem wsp6tczynnikéw zbieznosci:

)

gdzie x jest wskaznikiem uwarunkowania macierzy V2 f(x*)
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Dobér kroku: reguta Armijo (backtracking)

Motywacja:

e Dobér optymalnej dtugosci kroku wymaga rozwigzania problemu
optymalizacji jednowymiarowe w kazdej iteracji, stad jest kosztowny
obliczeniowo

e / kolei stata dtugos$¢ nie gwarantuje nawet obnizenia funkcji celu,
wymaga dos$¢ precyzyjnego strojenia, aby w ogdle zadziataé

Chcemy otrzymaé szybka metode doboru dtugosci kroku, réwnoczesnie
gwarantujaca istotne obnizenie funkgcji celu
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Przyblizona minimalizacja

Celem jest przyblizona minimalizacja funkgcji jednej zmiennej:

min g(«), gdzie g(a) = f(zr — oV f(xy))

a>0
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Celem jest przyblizona minimalizacja funkgcji jednej zmiennej:

min g(«), gdzie g(a) = f(zr — oV f(xy))

a>0

Pokazalismy wczesniej (twierdzenie o zygzakowaniu), ze:

gd(a) = —Vf(xy—aVf(zy) Vi),

co oznacza, ze ¢'(0) = — ||V f(zy)||* < 0

Tym samym funkcja g(«) jest malejaca w okolicy a = 0, wiec wziecie
bardzo matego o gwarantuje spadek funkgcji, tzn. g(a) < g(0)

Niestety, spadek funkcji bedzie wtedy bardzo niewielki, a zbieznos¢
algorytmu bardzo wolna
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Reguta Armijo (backtracking)

e Rozwazmy funkcje g(a) z ¢’(0) < 0. Celem jest znalezienie a > 0, dla
ktérego spadek funkcji wzgledem zera ¢g(0) — g(«) jest znaczacy
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Reguta Armijo (backtracking)

e Rozwazmy funkcje g(a) z ¢’(0) < 0. Celem jest znalezienie a > 0, dla
ktérego spadek funkcji wzgledem zera ¢g(0) — g(«) jest znaczacy
e Ze wzoru Taylora:
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g(a) < ¢(0) +~ag'(0), dla ustalonego ~ € (0,1)
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Reguta Armijo (backtracking)
Rozpoczynamy od duzej wartosci o = oy | redukujemy o mnozac przez
stata n € (0,1) tak dtugo, jak dtugo nie jest spetniona reguta Armijo

Wejscie: Parametry metody: amax > 0, v € (0,1) oraz n € (0,1)
Inicjalizuj: o = ampax

Tak dtugo, jak g(a) > ¢(0) + vag'(0), powtarzaj

o — no

Zwr6¢ dtugosé kroku o
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Wejscie: Parametry metody: apax > 0, v € (0,1) oraz n € (0,1)
Inicjalizuj: o = apax

Tak dtugo, jak f(zr — aVf(zk)) > f(zk) — ay||Vf(xk)||?, powtarzaj

o — no

Zwr6c¢ dtugosé kroku ay, = «
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Reguta Armijo (backtracking)
Rozpoczynamy od duzej wartosci o = oy | redukujemy o mnozac przez
stata n € (0,1) tak dtugo, jak dtugo nie jest spetniona reguta Armijo

Wejscie: Parametry metody: apax > 0, v € (0,1) oraz n € (0,1)
Inicjalizuj: o = apax

Tak dtugo, jak f(zr — aVf(zk)) > f(zk) — ay||Vf(xk)||?, powtarzaj

o — no

Zwr6c¢ dtugosé kroku ay, = «

Znalezione «y, gwarantuje wiec:

f(mr) = f(rg) = |V ()]

Typowe wartosci parametréw
® (a1
e v €[0.01,0.3]
e 7 € [0.1,0.8] (okresla doktadnosé metody, przetarg miedzy jakoscia

rozwigzania a ztozonoscia obliczeniow3)
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Dla poréwnania: algorytm najszybszego spadku

f(z1,29) = x% + 237%

=

1 39/41



V]
QO
(9}
b
<
| | r2 0
| T -~ »
o == < 9,
[ =]
S 0q
N o
I | i
- v 9
=y B
o o
S
8 o 3 - l ||
- 8
& = —_
\-Kg ~-
+ -2
. =
o
B2 ot
\—l/0 3
I
©
\]
at
B






