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Kombinacja wypukta

Kombinacjg wypuktg wektoréw x1, ..., ) nazywamy dowolny wektor:
=Nz +...+ \p2p,

gdzie wspdtczynniki \; s3 nieujemne i takie, ze \y + ...+ A\ = 1.
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Zbior wypukty

Zbior wypukty X to taki zbidr, ze dla jakichkolwiek punktéw
T1,...,xr € X, kazda ich kombinacja wypukta nalezy do X.
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Zbior wypukty X to taki zbidr, ze dla jakichkolwiek punktéw
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Przyktady zbioréw wypuktych

e Kula wzgledem p-normy: IC,)(r) = {z: |z1|P + ... + |z,|P < 7P}

K1(1) Ka(1) Koo(1)
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Przyktady zbioréw wypuktych

T

e Hiperptaszczyzna {x: a'x = b} lub pétprzestrzen {x: a'z < b}
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Przeciecie zbioréow wypuktych

[ Przeciecie zbioréw wypuktych jest zbiorem wypuktym ]

6/29



Przeciecie zbioréow wypuktych

[ Przeciecie zbioréw wypuktych jest zbiorem wypuktym ]

Dowéd: Niech Ci,...Cy, — zbiory wypukte i niech C = L, C;

6/29



Przeciecie zbioréow wypuktych

[ Przeciecie zbioréw wypuktych jest zbiorem wypuktym ]

Dowéd: Niech Ci,...Cy, — zbiory wypukte i niech C = L, C;
e Wezmy dowolne x1,xo € C
Z konstrukcji zbioru C mamy x1, x> € C; dla kazdego j =1,...,m

6/29



Przeciecie zbioréow wypuktych

[ Przeciecie zbioréw wypuktych jest zbiorem wypuktym ]

Dowéd: Niech Ci,...Cy, — zbiory wypukte i niech C = L, C;
e Wezmy dowolne x1,xo € C
Z konstrukcji zbioru C mamy x1, x> € C; dla kazdego j =1,...,m

e Z wypuktosci C; mamy x = Ax; + (1 — A)x2 € C; dla kazdego j

6/29



Przeciecie zbioréow wypuktych

[ Przeciecie zbioréw wypuktych jest zbiorem wypuktym ]

Dowéd: Niech Ci,...Cy, — zbiory wypukte i niech C = L, C;
e Wezmy dowolne x1,xo € C
Z konstrukcji zbioru C mamy x1, x> € C; dla kazdego j =1,...,m
e Z wypuktosci C; mamy x = Ax; + (1 — A)x2 € C; dla kazdego j
e Stad x € C, czyli C jest zbiorem wypuktym

6/29



Przeciecie zbioréow wypuktych

[ Przeciecie zbioréw wypuktych jest zbiorem wypuktym ]

Dowéd: Niech Ci,...Cy, — zbiory wypukte i niech C = L, C;
e Wezmy dowolne x1,xo € C
Z konstrukcji zbioru C mamy x1, x> € C; dla kazdego j =1,...,m

e Z wypuktosci C; mamy x = Ax; + (1 — A)x2 € C; dla kazdego j
e Stad x € C, czyli C jest zbiorem wypuktym

Uwaga: suma dwdch zbioréw wypuktych niekoniecznie jest zbiorem
wypuktym (i zwykle nie jest)!

T T2

C 1 C2
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Przyktady zbioréw wypuktych

o Wieloscian:

m
{z: Ax < b} = ﬂ{w:aij<bj}, A=
Jj=1 T
m
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Funkcja wypukta

' Funkcja f(x) jest wypukta, jesli dla dowolnych dwéch punktéw @,y i |

dowolnego A € [0, 1],

fOz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y)

Innymi stowy, odcinek taczacy dwa dowolne punkty na wykresie lezy w

catosci powyzej lub na wykresie funkgji.
Jedli nierdwnos¢ jest ostra (,,<"), to funkcja jest $ciSle wypukta
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Funkcja wypukta

Funkcja jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy jej epigraf (zbiér ograni-
czony od dotu wykresem) jest zbiorem wypuktym

funkcja wypukta funkcja niewypukta
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Funkcja wypukta

Jedli funkcja f(x) jest wypukta, to dla dowolnych x1, . . ., @) i dowolnych
nieujemnych Ay, ..., \; takich, ze Ay + ...+ \p =1,

fuzr + .o+ M) < A f(n) + -0+ Aef (k)

Innymi stowy: wartos$¢ funkcji dla kombinacji wypuktej jest nie wieksza
niz kombinacja wypukta wartosci funkcji

Dowdd przez prosta indukcje po k pomijamy
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Minimalizacja funkcji wypuktych

Minimum lokalne: Funkcja f(x) ma w punkcie &y minimum lokalne,
jesli istnieje takie €, ze dla dowolnych x spetniajacych || — x¢| < ¢,
mamy f(xo) < f(x)
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Minimalizacja funkcji wypuktych

[ Minimum lokalne: Funkcja f(x) ma w punkcie g minimum lokalne, ‘
jesli istnieje takie €, ze dla dowolnych x spetniajacych || — x¢| < ¢,
| mamy f(zo) < /()

[ Twierdzenie: Rozwazmy problem optymalizacji:

min  f(x)
po. xTEX,

w ktérym zaréwno funkcja f(x), jak i zbiér rozwigzan dopuszczalnych

X sa wypukte. Wtedy kazde minimum lokalne funkcji f(x) jest tez jej
minimum globalnym
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Dowdd
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Dowdd

e Niech xyp € X — minimum lokalne. Zatézmy przeciwnie, ze nie to jest
minimum globalne, tj. istnieje * € X takie, ze f(x*) < f(xo)
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Dowdd
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czyli dla odpowiednio matego A, bedziemy mieli ||y — xp|| < €, a stad
f(zo) < f(y)
e Z drugiej strony, z wypuktosci funkcji f(x):

sprzecznosc!
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Dygresja: funkcje wkleste i maksymalizacja

[ Funkcja f(x) jest wklesta gdy — f(x) jest wypukta ]

[ Twierdzenie: Rozwazmy problem optymalizacji:

max  f(x)

po. € X,

w ktérym funkcja f(x) jest wklesta, a zbidr rozwiazan dopuszczalnych
X jest wypukty. Wtedy kazde maksimum lokalne funkcji f(x) jest tez
jej maksimum globalnym.
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Czy istnieje funkcja réwnoczesnie wklesta i wypukta?
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Czy istnieje funkcja réwnoczesnie wklesta i wypukta?

Dla funkcji wypuktej zachodzi dla dowolnych x,y, A € [0, 1]:

fOz+(1=Ny) < M(@)+1-N)f(y)

Dla funkcji wklestej zachodzi dla dowolnych x,y, A € [0, 1]:

fOz+ (1 =Ny) > Af(z)+(1-A)f(y)
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Czy istnieje funkcja réwnoczesnie wklesta i wypukta?
Dla funkcji wypuktej zachodzi dla dowolnych x,y, A € [0, 1]:
fOz+ (1 =Ny) < Af(z)+(1-A)f(y)
Dla funkcji wklestej zachodzi dla dowolnych x,y, A € [0, 1]:
fOz+ (1 =Ny) > Af(z)+(1-A)f(y)

Whiosek: Jesli f(x) jest rownoczesnie wklesta i wypukta, to dla
dowolnych &, y, \ € [0, 1] zachodzi:

fOz+ (1 =Ny) = Af(x)+ (1= f(y),
czyli f(x) jest funkcja liniowa:

fl@) = blatc
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Rézniczkowalne funkcje wypukte

Jedli funkcja f(x) rézniczkowalna, to jest wypukta wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnych x, ¢ zachodzi:

f(@) > fxo) + V f(m0) (@ — xo)
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Rézniczkowalne funkcje wypukte

Jedli funkcja f(x) rézniczkowalna, to jest wypukta wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnych x, ¢ zachodzi:

f(@) > fxo) + V f(m0) (@ — xo)

Interpretacja: dla funkcji jednej zmiennej sprowadza sie to do warunku
f(x) > f(xo) + f'(xo)(x — xp), tzn. styczna do wykresu jest zawsze pod
wykresem

f(xo) + f'(wo)(x — o)

To
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Rézniczkowalne funkcje wypukte

Jedli funkcja f(x) rézniczkowalna, to jest wypukta wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnych x, ¢ zachodzi:

f(@) > fxo) + V f(m0) (@ — xo)

Interpretacja: w ogdlnosci, hiperptaszczyzna styczna pod wykresem

==
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Dowdd: w obie strony
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< fl=) — f(o)
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i @0+ A@ = @0)) — f(@0)
A—0 A

< fl=) — f(xo)

pochodna kierunkowa wzdtuz wektora * — xg
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Rézniczkowalne funkcje wypukte

Jedli funkcja f(x) rézniczkowalna, to jest wypukta wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnych x, ¢ zachodzi:
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co dowodzi nieréwnosci w ramce
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Rézniczkowalne funkcje wypukte

Jedli funkcja f(x) rézniczkowalna, to jest wypukta wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnych x, ¢ zachodzi:

f(@) > fxo) + V f(m0) (@ — xo)

Dowdd: w obie strony

< Zaktadamy, ze nieréwnos$¢ w ramce jest spetniona i dowodzimy
wypuktosci f(x)
Wezmy dowolne @1, x2, A € [0, 1], niech xyp = Az1 + (1 — )2

Mamy: x1 —xg= (1 — A)(x1 —x2), @2 —x0= Ax2 — 1)
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Rézniczkowalne funkcje wypukte

Jedli funkcja f(x) rézniczkowalna, to jest wypukta wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnych x, ¢ zachodzi:

f(@) > fxo) + V f(m0) (@ — xo)

Dowdd: w obie strony

< Zaktadamy, ze nieréwnos$¢ w ramce jest spetniona i dowodzimy
wypuktosci f(x)
Wezmy dowolne @1, x2, A € [0, 1], niech xyp = Az1 + (1 — )2

Mamy: x1 —xg= (1 — A)(x1 —x2), @2 —x0= Ax2 — 1)
Uzywajac nieréwnosci w ramce dwukrotnie dla x = o i © = x3:

flx) > f(mo)+ Vf(zo)' (z1— x0)
flxa) > f(mo) + Vf(xo)' (z2— x0)
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gdy dla dowolnych x, ¢ zachodzi:

f(@) > fxo) + V f(m0) (@ — xo)
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Rézniczkowalne funkcje wypukte

Jedli funkcja f(x) rézniczkowalna, to jest wypukta wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnych x, ¢ zachodzi:

f(@) > fxo) + V f(m0) (@ — xo)

Dowdd: w obie strony

< Zaktadamy, ze nieréwnos$¢ w ramce jest spetniona i dowodzimy
wypuktosci f(x)
Wezmy dowolne @1, x2, A € [0, 1], niech xyp = Az1 + (1 — )2

Mamy: x1 —xg= (1 — A)(x1 —x2), @2 —x0= Ax2 — 1)
Uzywajac nieréwnosci w ramce dwukrotnie dla x = o i © = x3:
M(@1) = AMf(@o) + AV f (o) T (1= A) (@1 — x2)
(1=Nf(2) > (1=Af(@o)+ (1 - NV f(mo) Maz — 1)
Sumujemy obie nieréwnosci, czton z gradientem znika, co daje:
A1) + (1= A)f(z2) > flxo),
czyli f(x) jest wypukta 15 /20



Rézniczkowalne funkcje wypukte

Niech f(x) bedzie dwukrotnie rézniczkowalna z ciggtymi pochodnymi.
Funkcja f(x) jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy hesjan V2f(x) jest
dodatnio pétokreslony dla dowolnego @

e Dodatnia potokreslonos¢ oznacza, ze dla dowolnego wektora v,
v Vi f(z)v > 0
e Dla funkcji jednej zmiennej sprowadza sie to do znanego warunku:

f(@) >0
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Niech f(x) bedzie dwukrotnie rézniczkowalna z ciggtymi pochodnymi.
Funkcja f(x) jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy hesjan V2f(x) jest
dodatnio pétokreslony dla dowolnego @

Dowdd: w obie strony
< Zaktadamy, hesjan jest dodatnio pétokreslony. Ze wzoru Taylora:

f@) = o)+ Vi@o) (@~ o) + 1 (&~ @) V2 1(€)(x — o)

>0 (dodatnio pétokresl.)
> f(o) + Vf(xo) (x - z0),

stad funkcja jest wypukta z poprzedniego twierdzenia
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Rézniczkowalne funkcje wypukte

Niech f(x) bedzie dwukrotnie rézniczkowalna z ciggtymi pochodnymi.
Funkcja f(x) jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy hesjan V2f(x) jest
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Z ciagtosci hesjanu zachodzi to réwniez w matym otoczeniu S punktu
xg. Przyjmijmy dtugo$¢ wektora v na tyle maty, aby &g +v € S

Ze wzoru Taylora dla @ = xg + v: <0

f@) = o)+ Vo) (@ —x0) + = (@ — o) | V2F(E) (x — o)
— —

2
v

< flxo) + V(@) (z — @),
poniewaz & lezy miedzy ¢y a g + v, stad £ € S.
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Rézniczkowalne funkcje wypukte

Niech f(x) bedzie dwukrotnie rézniczkowalna z ciggtymi pochodnymi.
Funkcja f(x) jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy hesjan V2f(x) jest
dodatnio pétokreslony dla dowolnego @

Dowdd: w obie strony
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wektor v taki, ze:
v V2 f(xo)v <0
Z ciagtosci hesjanu zachodzi to réwniez w matym otoczeniu S punktu
xg. Przyjmijmy dtugo$¢ wektora v na tyle maty, aby &g +v € S

Ze wzoru Taylora dla @ = xg + v: <0

f@) = o)+ Vo) (@ —x0) + = (@ — o) | V2F(E) (x — o)
— —

2
< f(xo) + Vf(zo) (& — x0),

poniewaz & lezy miedzy xp a g + v, stad £ € S. Tym samym funkgcja
nie spetnia poprzedniego twierdzenia, wiec nie jest wypukta

v
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Rézniczkowalne funkcje wypukte

[ Niech f(x) bedzie dwukrotnie rézniczkowalna z ciggtymi pochodnymi. ‘
Funkcja f(x) jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy hesjan V2f(x) jest
dodatnio pétokreslony dla dowolnego @

[ Niech f(x) bedzie dwukrotnie rézniczkowalna z ciggtymi pochodnymi. ‘
Jesli hesjan V2 f(x) jest dodatnio okreslony dla dowolnego z, to funkcja
jest $cisle wypukta. Stwierdzenie w odwrotna strone nie zachodzi.
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Przyktady funkcji wypuktych (jedna zmienna)

Funkcja kwadratowa
f(x)=ar?+bzx+cdlaa>0 f(z)

fl(x) =2ax+b, f'(x)=2a>0
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Funkcja kwadratowa
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xT

Funkcja wyktadnicza f(z) = e

fl(x)y=¢€", f'(x)=¢">0
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Przyktady funkcji wypuktych (jedna zmienna)

Funkcja kwadratowa
f(x)=ar?+bzx+cdlaa>0 f(z)

fl(x) =2ax+b, f'(x)=2a>0

Funkcja wyktadnicza f(z) = e* i

f(x)
fl(x)y=¢€" f'z)=€e">0 oL
0 @
Ujemny logarytm f(z) = —In(z) f(z) i
(dla z > 0) 1 S
fay=—2 @)= >0 -
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Przyktady funkcji wypuktych (jedna zmienna)

Funkcja f(z) =|z|* dla a > 1

(w szczegdlnosci f(z) = |z|) fe)

Nie jest rézniczkowalna 0 1
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Przyktady funkcji wypuktych (jedna zmienna)

Funkcja f(z) =|z|* dla a > 1
(w szczegdlnosci f(z) = |z|)

Nie jest rézniczkowalna

Funkcja f(z) =zlnz dlaz >0

fllz)=Inz+1, ["(z)= % >0
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Przyktady funkcji wypuktych (jedna zmienna)

Funkcja f(z) =|z|* dla a > 1

(w szczegdlnosci f(z) = |z|) fe)

Nie jest rézniczkowalna 0 1

Funkcja f(z) =zlnz dlaz >0

fllz)=Inz+1, ["(z)= % >0

Funkcja f(xz) =In(1 + e~ %)

f’($):—1+emf”($):m >0 .

|
1
1
|
|
|
1
|
1 ev :
|
1
0
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Srednia geometryczna a arytmetyczna
Z wypuktosci ujemnego logarytmu mamy dla dowolnych x1, ..., 2, i
)\1:...:)\n:l:

n

i (et € 5 ) o ()
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Srednia geometryczna a arytmetyczna

Z wypuktosci ujemnego logarytmu mamy dla dowolnych x1, ..., 2, i

AM=...=X =1

)gipmm»+m+;km@w

(1 1
—In{—x1+...+—x,
n n

Po ztozeniu logarytméw po prawej stronie w jeden:
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Srednia geometryczna a arytmetyczna
Z wypuktosci ujemnego logarytmu mamy dla dowolnych x1, ..., 2, i
)\1:...:)\n:l:

n

i (et € 5 ) o ()

Po ztozeniu logarytméw po prawej stronie w jeden:

Po przemnozeniu przez —1 i opuszczeniu logarytméw:

1 n n 1/n
& ()

i=1

Otrzymujemy znane twierdzenie: $rednia arytmetyczna jest nie mniejsza

od Sredniej geometrycznej
19/29



Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

[ Dowolna norma f(x) = ||| (np. euklidesowa) jest funkcja wypukta ]
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

[ Dowolna norma f(x) = ||| (np. euklidesowa) jest funkcja wypukta ]

Dowéd: Z nieréwnosci tréjkata ||u + v|| < [|u| + ||v| i skalowania
llav] = af|v| (dla o > 0):

fORz+(1=Ny) = [rz+(1-Ny|
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

[ Dowolna norma f(x) = ||| (np. euklidesowa) jest funkcja wypukta ]

Dowéd: Z nieréwnosci tréjkata ||u + v|| < [|u| + ||v| i skalowania
llav] = af|v| (dla o > 0):

fOz+(1=Ny) = [Az+(1- Nyl
[Az]| + [I(1 = Nyl
Azl + (1 =Myl

N\

20/29



Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

[ Dowolna norma f(x) = ||| (np. euklidesowa) jest funkcja wypukta ]

Dowéd: Z nieréwnosci tréjkata ||u + v|| < [|u| + ||v| i skalowania

low|| = aflv]| (dla o> 0):

fOz+(1=Ny)

AN

Az + (1 =Nyl
[Az]| + [I(1 = Nyl
Azl + (1 =Myl
Af(z) + (1= A f(y)
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

[ Maksimum f(x) = max;—; . ,{z;} jest funkcja wypukta ]
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

[ Maksimum f(x) = max;—; . ,{z;} jest funkcja wypukta ]

Dowdd:

O+ (1= Ny) = max{hai+(1- Ay
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

[ Maksimum f(x) = max;—; . ,{z;} jest funkcja wypukta ]

Dowdd:

FOw+(1-Ny) = max( (1 A)
< mzax{)\xi} + mlax{(l — Ny}
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

[ Maksimum f(x) = max;—; _n{x;} jest funkcja wypukta ]

,,,,,

Dowdd:

fOx+(1-Ny) = mlax{)\:zi + (1= XNy}
< mzax{)\aci} + mzax{(l — Nyi}
= )xmlax{xi} +(1-2) m?X{yi}
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

[ Maksimum f(x) = max;—; . ,{z;} jest funkcja wypukta ]
Dowadd:
fOz+(1-Ny) = max{Az; + (1 - Ny}
< max{Az;} + max{(1 — \)y;}

Am@ax{:ri} +(1—=X) m?x{yi}
M)+ (1 =N f(y)
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

Funkcja kwadratowa f(z) = ' Az +b' x4 c dla dodatnio pé6tokre-
$lonej macierzy A jest wypukta
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

Funkcja kwadratowa f(z) = ' Az +b' x4 c dla dodatnio pé6tokre-
$lonej macierzy A jest wypukta

Dowéd: Wynika natychmiast z V2f(xz) = 2A (juz to policzyliémy!)
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

Funkcja kwadratowa f(z) = ' Az +b' x4 c dla dodatnio pé6tokre-
$lonej macierzy A jest wypukta

Dowéd: Wynika natychmiast z V2f(xz) = 2A (juz to policzyliémy!)
Przykfad 1: Funkcja liniowa f(xz) = b'x + ¢ jest wypukta

Mamy A = 0, co jest macierza dodatnio pétokreslona, poniewaz dla
dowolnego wektora wv:

v Av = 0 > 0
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

Funkcja kwadratowa f(z) = ' Az +b' x4 c dla dodatnio pé6tokre-
$lonej macierzy A jest wypukta

Dowéd: Wynika natychmiast z V2f(xz) = 2A (juz to policzyliémy!)
Przyktad 2: Funkcja f(x) = ||=||? jest wypukta
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

Funkcja kwadratowa f(z) = ' Az +b' x4 c dla dodatnio pé6tokre-
$lonej macierzy A jest wypukta

Dowéd: Wynika natychmiast z V2f(xz) = 2A (juz to policzyliémy!)
Przyktad 2: Funkcja f(x) = ||=||? jest wypukta

Poniewaz f(x) =z 'z = ' Iz, mamy A =1
I jest dodatnio okreslona: dla dowolnego niezerowego wektora v

v'Iv = |v]? > 0
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

Funkcja kwadratowa f(z) = ' Az +b' x4 c dla dodatnio pé6tokre-
$lonej macierzy A jest wypukta

Dowéd: Wynika natychmiast z V2f(xz) = 2A (juz to policzyliémy!)
Przykfad 3: Funkcja f(z) = (y —a'x)?, y € R, a,z € R" jest wypukia
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

Funkcja kwadratowa f(z) = ' Az +b' x4 c dla dodatnio pé6tokre-
$lonej macierzy A jest wypukta

Dowéd: Wynika natychmiast z V2f(xz) = 2A (juz to policzyliémy!)
Przykfad 3: Funkcja f(z) = (y —a'x)?, y € R, a,z € R" jest wypukia

fl®) = y"—2ya x=+(a x) ¥y +(—2ya) z+x aa x

~~ ~—=— ~
¢ b
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Przyktady funkcji wypuktych (wiele zmiennych)

Funkcja kwadratowa f(z) = ' Az +b' x4 c dla dodatnio pé6tokre-
$lonej macierzy A jest wypukta

Dowéd: Wynika natychmiast z V2f(xz) = 2A (juz to policzyliémy!)
Przykfad 3: Funkcja f(z) = (y —a'x)?, y € R, a,z € R" jest wypukia

flx) = y* - 2ya’ x + ((LT:I:)2 =y +(—2ya) Tet+a2"aa z
c A
b

A =aa' € R™" jest dodatnio pétokreslona, gdyz dla dowolnego v:

v'Av = v'aa'v = (v a)®>0
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Operacje zachowujace wypuktosé

Maksimum funkcji wypuktych jest funkcja wypukta

f(m) =  maXx {f](m)}7 (fl?“'afﬂl WypUk*e)

Jj=1,....m
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Operacje zachowujace wypuktosé
Maksimum funkcji wypuktych jest funkcja wypukta

f(m) =  maXx {f](m)}7 (fl?“'afﬂl WypUk*e)

Jj=1,....m

Dowdd:

FO@+(1-Ny) = max{f0@+(1-Ny)
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Operacje zachowujace wypuktosé
Maksimum funkcji wypuktych jest funkcja wypukta

flx) = ,Eaxm{fj(m)}, (f1,- -+, fm wypukfe)

FO@+(1-Ny) = max{f0@+(1-Ny)

© max {\f;(@) + (1 = N f; ()}
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Operacje zachowujace wypuktosé
Maksimum funkcji wypuktych jest funkcja wypukta

f(m) =  maXx {f](m)}7 (fl?“'afﬂl WypUk*e)

Jj=1,....m

Dowdd:

fOz+ (1= A)y)

mex {fidx + (1= Ny)}

—
*
N

< max {Afi(@) + (1= N f(y))

gdzie w (%) wykorzystaliSmy wypuktos¢ fi, ..., fn, oraz fakt, ze jesli
a; < b]' dlaj=1,...,mto maszl,m,m{aj} < maxj:17,,,7m{bj}
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Operacje zachowujace wypuktosé

Maksimum funkcji wypuktych jest funkcja wypukta

fx) = max {fj(x)}, (f1,- -+, fm wypukfe)

Jj=1,...m

Dowdd:

fOz+ (1= A)y)

mex {fidx + (1= Ny)}

—
*
~

< mjax M)+ Q=N fi(y)}
< max {\fj(z }+max{ 1=\ fi(y)}
J
gdzie w (%) wykorzystaliSmy wypuktos¢ fi, ..., fn, oraz fakt, ze jesli
aj <bjdlaj=1,...,mtomaxj=1 _m{a;} <maxj—1_ n{b;}
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Operacje zachowujace wypuktosé

Maksimum funkcji wypuktych jest funkcja wypukta

fx) = max {fj(x)}, (f1,- -+, fm wypukfe)

Jj=1,...m

Dowdd:

fOz+ (1= A)y)

mex {fidx + (1= Ny)}

—
*
~

< max {(Af;(@) + (1-X)f;(%)}
< max {\fj(z) }+max{ 1-Nfi(y)}
J
= /\m]ax{fj x)}+ (1 - A)m?X{fj(y)}
gdzie w (%) wykorzystaliSmy wypuktos¢ fi, ..., fn, oraz fakt, ze jesli
a; < bj dlaj=1,...,mto man:Lm,m{aj} < maxj:l7...,m{bj}
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Operacje zachowujace wypuktosé
Maksimum funkcji wypuktych jest funkcja wypukta

flx) = ,:nlmxm{fj(a:)}, (f1,- -+, fm wypukfe)

\
>~
8
+
—
|
=
s
|

mex {fidx + (1= Ny)}

NE

max {Af(@) + (1= X)f;(y)}
In]aX{)\fj(w }+maX{ L= Nfi(y)}
/\m]ax{fj x)} + 1—/\)mJaX{fj Y)}
= M)+ 1 -Nf(y),

gdzie w (%) wykorzystaliSmy wypuktos¢ fi, ..., fn, oraz fakt, ze jesli
a; < b]' dlaj=1,...,mto maxj;=1,..., m{aj} < max;=1i,..., m{b]}

N
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Przyktady funkcji wypuktych

e Warto$¢ bezwzgledna f(x) = |z

f(z) = |z| = max{z, —z}
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Przyktady funkcji wypuktych

e Warto$¢ bezwzgledna f(x) = |z

f(z) = |z| = max{z, —z}

e Funkcja f(z) = max{0,x}
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Przyktady funkcji wypuktych

e Warto$¢ bezwzgledna f(x) = |z

f(z) = |z| = max{z, —z}

e Funkcja f(z) = max{0,z}

e Maksimum z m funkgji liniowych:

flx) = max{a;ra: + bl,a;w +boy...,a,,x+ bm}
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji wypuktej z funkcja liniowa jest funkcja wypukta
fl@) = g(Az +b),

gdziex € R", A € R"™*" b e R™, g: R™ — R jest wypukta
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji wypuktej z funkcja liniowa jest funkcja wypukta
fl@) = g(Az +b),

gdziex € R", A € R"™*" b e R™, g: R™ — R jest wypukta

Dowdd:

fOz+(1-Ny) = g(AQz+(1-\)y)+b)
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji wypuktej z funkcja liniowa jest funkcja wypukta
fl@) = g(Az +b),

gdziex € R", A € R"™*" b e R™, g: R™ — R jest wypukta

Dowdéd:
fOz+ (1= Ny) = g(AQa+ (1= \y)+b)

= g(MAz +b)+ (1-\)(Ay +b))
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji wypuktej z funkcja liniowa jest funkcja wypukta
fl@) = g(Az +b),

gdziex € R", A € R"™*" b e R™, g: R™ — R jest wypukta

Dowdd:

fOz+ (1= Ay)

g(AQE + (1 A)y) +b)

9(MAz +b) + (1 - \)(Ay + b))
(wypuktosé g) < Ag(Az +b)+ (1 - N)g(Ay +b)
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji wypuktej z funkcja liniowa jest funkcja wypukta
fl@) = g(Az +b),

gdziex € R", A € R"™*" b e R™, g: R™ — R jest wypukta

Dowdd:

FOz + (1 - \)y) g(AQE + (1 A)y) +b)
9(MAz +b) + (1 - \)(Ay + b))
(wypuktosé g) < A(Az+b)+(1—-N)g(Ay +b)

Af (@) + (1 =2 f(y)
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji wypuktej z funkcja liniowa jest funkcja wypukta
fl@) = g(Az +b),

gdziex € R", A € R"™*" b e R™, g: R™ — R jest wypukta

Dowdd:

g(AQE + (1 A)y) +b)

9(MAz +b) + (1 - \)(Ay + b))
(wypuktosé g) < )\g(Azc +b)+(1—-XNg(Ay +b)
= M@)+ 1 -Nf(y)

Uwaga: Szczegélny (i bardzo uzyteczny) przypadek gdy m = 1:

fOz+ (1= Ay)

f(@) = gla @ +b)
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Przyktady funkcji wypuktych

Nastepujace funkcje sa wypukte jako ztozenie funkcji wypuktej g z funkcja
Iiniowq

fl®)=(y—a'z)’ (dla g(z) = 2?)
f(®)=ly —a'z| (dla g(z) = |z)
° f(ac) = max{0,1 —a'x} (dla g(z) = max{0,z})
o fl@)=I(l+e ")  (dlag(z)=In(l+e"))
o f(z)=|lAz—b|]>  (dlag(y) =yl
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Operacje zachowujace wypuktosé

Suma dowolnych funkcji wypuktych z nieujemnymi wspdtczynnikami
jest funkcja wypukta

f®) = arfi(x)+...anfm(x), a1y ey Oy =0
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Operacje zachowujace wypuktosé

Suma dowolnych funkcji wypuktych z nieujemnymi wspdtczynnikami
jest funkcja wypukta

f®) = arfi(x)+...anfm(x), a1y ey Oy =0

Dowdd:

fOet(-Ny) = S of0e(1- V)
j=1
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Operacje zachowujace wypuktosé

Suma dowolnych funkcji wypuktych z nieujemnymi wspdtczynnikami
jest funkcja wypukta

f®) = arfi(x)+...anfm(x), a1y ey Oy =0

Dowdd:

fOet(-Ny) = S of0e(1- V)
j=1

NE

(wypuktos¢ f;) < aj (Afj(e) + (1= A)f;(y))

1

[
Il

27/29



Operacje zachowujace wypuktosé

Suma dowolnych funkcji wypuktych z nieujemnymi wspdtczynnikami
jest funkcja wypukta

\%
o

fl@) = anfi(®) +...omfm(®), o1,....0m

Dowdd:

FOa+ (1-Ny) = i%fy (@ + (1- A)y)

(wypuklosé f;) < iamfj(w)m—wj(y))

27/29



Operacje zachowujace wypuktosé

Suma dowolnych funkcji wypuktych z nieujemnymi wspdtczynnikami
jest funkcja wypukta

f®) = arfi(x)+...anfm(x), a1y ey Oy =0

Dowdd:

fOet(-Ny) = S of0e(1- V)
j=1

(wypuklosé £;) <3 oy (M (@) + (1= N Fy(w)
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Przyktady funkcji wypuktych

Whiosek: nastepujace funkcje s3 wypukte (dla € R™)

fl®) = et4...e™

flx) = zilnzi+...z,Inz,

f@) = (m—alz)’ +.. + Yo~ apzn)’
f@) = In(l4e %) 4. . +In(l+e %)
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji f(x) = h(g(x)), gdzie g: R™ — R jest wypukta, a
h: R — R jest wypukta i niemalejgca, jest funkcja wypukta
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji f(x) = h(g(x)), gdzie g: R™ — R jest wypukta, a
h: R — R jest wypukta i niemalejgca, jest funkcja wypukta

Dowéd:

fAz+(1-Ny) = h(g()\as—i—(l—/\)y))
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji f(x) = h(g(x)), gdzie g: R™ — R jest wypukta, a
h: R — R jest wypukta i niemalejgca, jest funkcja wypukta

Dowéd:

fQz+(1-Ny) h(g()\as + (1 - /\)y))

Nx

h(Ag(@) + (1= N)g(v))
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji f(x) = h(g(x)), gdzie g: R™ — R jest wypukta, a
h: R — R jest wypukta i niemalejgca, jest funkcja wypukta

Dowéd:

fQz+(1-Ny) h(g()\as + (1 - /\)y))

Nx

h(Ag(@) + (1= N)g(v))

gdzie w () wykorzystaliSmy wypuktos$¢ g i monotonicznosé h
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji f(x) = h(g(x)), gdzie g: R™ — R jest wypukta, a
h: R — R jest wypukta i niemalejgca, jest funkcja wypukta

Dowéd:

fOx+ (1-Ny) h(g (A + (1 - )y))

~Ng(v))
Ah(g(w)) ( — Mh(g(y))

N Nz
=

/\
>
Q
E

(wypuktos¢ h)

gdzie w () wykorzystaliSmy wypuktos$¢ g i monotonicznosé h

29/29



Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji f(x) = h(g(x)), gdzie g: R™ — R jest wypukta, a
h: R — R jest wypukta i niemalejgca, jest funkcja wypukta

Dowéd:

fQz+(1-Ny) h(g()\as + (1 - /\)y))

h(Ag(@) + (1= Ng(y))
Mi(g(@)) + (1= Nh(g(y))
M(@) + (1= 2)f(),

N Nz

(wypuktos¢ h)

gdzie w () wykorzystaliSmy wypuktos$¢ g i monotonicznosé h
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Operacje zachowujace wypuktosé

Ztozenie funkcji f(x) = h(g(x)), gdzie g: R™ — R jest wypukta, a
h: R — R jest wypukta i niemalejgca, jest funkcja wypukta

Dowéd:

fQz+(1-Ny) h(g()\as + (1 - /\)y))

h(Ag(@) + (1= Ng(y))
Mi(g(@)) + (1= Nh(g(y))
M(@) + (1= 2)f(),

N Nz

(wypuktos¢ h)

gdzie w () wykorzystaliSmy wypuktos$¢ g i monotonicznosé h

Przyktad: funkcja f(x) = e9(®) jest wypukta jesli g(z) jest wypukta
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