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Wektory i macierze
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Przestrzen wektorowa R"
Przestrzen R™ definiujemy jako n-krotny iloczyn kartezjanski:

R"=Rx...xR

n

Elementy tej przestrzeni @ = (x1,x2, ..., x,) nazywamy wektorami.
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n
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Dziatania na wektorach:
e Dodawanie: dla @ = (21,...,2p) iy = (Y1,---,Yn)

r+y=(r1+y1, - Tn+ Yn)
e Mnozenie przez skalar: dla © = (z1,...,z,) ia € R
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Przestrzen wektorowa R"
Przestrzen R™ definiujemy jako n-krotny iloczyn kartezjanski:

R"=Rx...xR

n
Elementy tej przestrzeni @ = (x1,x2, ..., x,) nazywamy wektorami.

Dziatania na wektorach:
e Dodawanie: dla @ = (21,...,2p) iy = (Y1,---,Yn)

r+y=(r1+y1, - Tn+ Yn)
e Mnozenie przez skalar: dla © = (z1,...,z,) ia € R
ax = (axy, ..., 0my)
Specjalne oznaczenia:

0=(0,0,...,0),  ex=(0,....0, 1,0,...,0)

k-ta pozycja
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Norma wektora
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Norma wektora

xr
> S
Norma (dtugosé) wektora: |
|zl = \/ai+... +a3 =l
% .
1
Fakt: Zachodzi ||ax| = |«|||x| dla dowolnego o € R
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Norma wektora

xr
> S
Norma (dtugosé) wektora: |
|zl = \/ai+... +a3 =l
% .
1
Fakt: Zachodzi ||ax| = |«|||x| dla dowolnego o € R

Wektor v taki, ze ||v|| = 1, nazywamy wektorem jednostkowym

Fakt: Wektor v = ﬁ jest jednostkowy
Dowéd:

€T 1
o]l = HH = Le) =1
Tl = Tl
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Dygresja: norma ¢,

Norme wektora mozna uogdIni¢ na tzw. norme £, dla p € [1, 0]

l&llp = ¢/lz1lp + ...+ |zal?

o [zl =lz1] + ...+ |znl
o llwllz = \/ai+... +af = [

o ||z| 0o = max;—1,. n |zl
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Dygresja: norma ¢,

Norme wektora mozna uogdIni¢ na tzw. norme £, dla p € [1, 0]

Izl = /lerlP + ...+ |zal?

o [lz|1 = |z1] + ... + |7y
o |z|2= /22 +...+ 22 = ||
° ||zfloo = maxi=1,_.»n |$i|

Kula wzgledem p-normy: K,,(r) = {x: \x1|p + .4 |z P <P}
)

K1(1) Koo (1
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lloczyn skalarny
lloczyn skalarny miedzy wektorami:
Ty = Y T = T1Y1 + Ty + ...+ TpYn

W szczegblnosci: = - = = ||| -
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lloczyn skalarny

lloczyn skalarny miedzy wektorami:

rT-Yy = Yy - xr = Y1 +r2Y2+ ...+ Tuln

W szczegblnosci: = - = = |||

Zachodzi:
-y x Yy
cosf =

llligll lll -yl
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lloczyn skalarny

lloczyn skalarny miedzy wektorami:

Y = Y- = Y1 +x2y2+ ... +FTpyn ;

W szczegblnosci: = - = = |||

Zachodzi: . -
cosf = y__ .Y
lzllllyll )yl
Wektory dla ktérych x - y = 0 nazywamy ortogonalnymi (prostopadtymi)
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lloczyn skalarny

lloczyn skalarny miedzy wektorami:

Y = Y- = Y1 +x2y2+ ... +FTpyn ;

W szczegblnosci: = - = = |||

Zachodzi: . -
cosf = Yy _ .Y
lzlllyll Nzl [yl

Wektory dla ktérych x - y = 0 nazywamy ortogonalnymi (prostopadtymi)

Nieréwno$¢ Cauchy’ego-Schwarza:

|z - y| < ||||||y]

(interpretacja: |cosf| < 1)
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lloczyn skalarny

Zadanie: dla zadanego wektora x, znajdz wektor jednostkowy v, ktéry
(i) maksymalizuje (ii) minimalizuje iloczyn skalarny x - v
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lloczyn skalarny

Zadanie: dla zadanego wektora x, znajdz wektor jednostkowy v, ktéry
(i) maksymalizuje (ii) minimalizuje iloczyn skalarny x - v

Odpowiedz: z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza:
—lzl|lvl] < @-v < |z|]vl
~~ ~~

=1 =1
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lloczyn skalarny

Zadanie: dla zadanego wektora @, znajdz wektor jednostkowy v, ktoéry
(i) maksymalizuje (ii) minimalizuje iloczyn skalarny x - v

Odpowiedz: z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza:

—lzll < @-v < [z

T

Biorac wektor v = =] Mamy:
T-x ¥
zvo= TS edl /
Wektor v = % maksymalizuje x - v

|||
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lloczyn skalarny

Zadanie: dla zadanego wektora @, znajdz wektor jednostkowy v, ktoéry
(i) maksymalizuje (ii) minimalizuje iloczyn skalarny x - v

Odpowiedz: z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza:

—lzll < @-v < [z

Biorac wektor v = £ mamy:

=]l
X
T T
v = T = |z

]| v
Wektor v = IiH maksymalizuje x - v
Podobnie, biorac wektor v = _II%H mamy:

€T
zov = e

Wektor v = —Hi—” minimalizuje x - v v
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Macierze

Macierz wymiaru m x n to prostokatna tablica mn liczb o m wierszach i

n kolumnach:
A A - Ay
B Aoy Agp -+ Agy

Aml Am2 te Amn

Przestrzen macierzy oznaczamy przez R""*"
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Dziatania na macierzach

e Mnozenie przez skalar: dla A e R™*" i € R

B =aA € R™"™ maposta¢ Bj; = ad;j

10/ 41



Dziatania na macierzach

e Mnozenie przez skalar: dla A e R™*" i € R
B =aA € R™"™ maposta¢ Bj; = ad;j
e Dodawanie macierzy: dla A € R™*"™ i B € R"™*"

C=A+BcR™" ma postac Cij = Aij + Bij
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Dziatania na macierzach

e Mnozenie przez skalar: dla A e R™*" i € R
B =aA € R™"™ maposta¢ Bj; = ad;j
e Dodawanie macierzy: dla A € R™*"™ i B € R"™*"
C=A+BcR™" ma postac Cij = Aij + Bij
e Mnozenie macierzy: dla A € R™*" | B € R"*P
n
C =AB e R™? maposta¢ Cj; = Z A By
k=1

Uwaga: mnozenie macierzy nie jest przemienne!
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Dziatania na macierzach

Mnozenie przez skalar: dla A € R™*" j o € R
B =aA € R™"™ maposta¢ Bj; = ad;j
Dodawanie macierzy: dla A € R™*" i B € R™*"
C=A+BcR™" ma postac Cij = Aij + Bij
Mnozenie macierzy: dla A € R™*" i B € R"*P
n
C =AB e R™? maposta¢ Cj; = Z A By
k=1

Uwaga: mnozenie macierzy nie jest przemienne!
Transpozycja: dla A € R"™*"

B=A" € R™™ ma postaé Bij = Aji

Zachodzi (A+ B)" = A" + BT oraz (AB)" =BT A"
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Macierze kwadratowe

Macierz dla ktérej n = m nazywamy macierzg kwadratowg stopnia n
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Macierze kwadratowe

Macierz dla ktérej n = m nazywamy macierzg kwadratowg stopnia n

A1 0 0--- 0
Macierz diagonalna 0 A 0 --- 0

Niezerowe elementy wytacznie na diagonali A= O 0 A.33' o 0

0 0 0---4,,
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Macierze kwadratowe

Macierz dla ktérej n = m nazywamy macierzg kwadratowg stopnia n

A1 0 0--- 0
Macierz diagonalna 0 A 0 --- 0
. . . . A = 0 0 A33- -0
Niezerowe elementy wytacznie na diagonali S _
0 0 0---Au,
Lo 100 0
Macierz jednostkowa 010 0
Jest elementem neutralnym mnozenia, 7 = (001 0

tzn. dla kazdego A e R"*", AT =TA=A
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Macierze kwadratowe

Macierz dla ktérej n = m nazywamy macierzg kwadratowg stopnia n

A1 0 0--- 0
Macierz diagonalna 0 A 0 --- 0
. . . . A = 0 0 A33- -0
Niezerowe elementy wytacznie na diagonali S _
0 0 0 ---Aun
Lo 100 0
Macierz jednostkowa 010 0
Jest elementem neutralnym mnozenia, 7 = (001 0
tzn. dla kazdego A e R"*", AT =TA=A :
000 1

Macierz symetryczna: A" = A, tzn. A;; = Aj;.
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Wektory jako macierze

Bedziemy utozsamiaé wektor = (z1,...,x,) z macierza n x 1 (wektor
kolumnowy), wtedy T o wymiarze 1 x n jest wektorem wierszowym
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Wektory jako macierze

Mnozenie macierzy i wektoréw: w powyzszej reprezentacji dla macierzy
kwadratowej A € R™ "™ i wektoréw x,y € R"
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Mnozenie macierzy i wektoréw: w powyzszej reprezentacji dla macierzy
kwadratowej A € R™*" i wektoréw x,y € R"
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Wektory jako macierze

Mnozenie macierzy i wektoréw: w powyzszej reprezentacji dla macierzy
kwadratowej A € R™*" i wektoréw x,y € R"

e Ax jest wektorem kolumnowym o wymiarze n x 1
e = A jest wektorem wierszowym o wymiarze 1 x n
e Mnozenia Az i ©A nie maja sensu

e x| Ay jest skalarem (liczba)

e x' Ay =y ' ATz, poniewaz z zasady transpozycji iloczynu
(ABC)" =C"BT AT zachodzi:

mTAy _ (mTAy)T _ yTAT(mT)T _ yTAT$
————

bo to liczba
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Wektory jako macierze

Mnozenie macierzy i wektoréw: w powyzszej reprezentacji dla macierzy
kwadratowej A € R™*" i wektoréw x,y € R"

e Ax jest wektorem kolumnowym o wymiarze n x 1
e = A jest wektorem wierszowym o wymiarze 1 x n
e Mnozenia Az i ©A nie maja sensu

e x| Ay jest skalarem (liczba)

e x' Ay =y ' ATz, poniewaz z zasady transpozycji iloczynu
(ABC)" =C"BT AT zachodzi:

mTAy _ (mTAy)T _ yTAT(mT)T _ yTAT$
————

bo to liczba

o W szczegblnodci, jesli A jest symetryczna: ' Ay =y ' Ax

Dla symetrycznej macierzy A zachodzi
' Ay =y Ax
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lloczyn skalarny i iloczyn zewnetrzny
Dla dowolnych @,y € R™ zachodzi w reprezentacji macierzowej:

Y1

T Y2

Ty = [wlxé"'x”} : =Tyt TpYn = T-Y
Yn

Odtad zapisujemy iloczyn skalarny jako ="y (lub y'x).
W szczegélnodci: 'z = ||z||?
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lloczyn skalarny i iloczyn zewnetrzny
Dla dowolnych @,y € R™ zachodzi w reprezentacji macierzowej:

Y1

T Y2

Ty = [wlxé"'x”} : =Tyt TpYn = T-Y
Yn

Odtad zapisujemy iloczyn skalarny jako ="y (lub y'x).
W szczegélnodci: 'z = ||z||?

lloczyn xy " € R™*™ nazywamy iloczynem zewnetrznym z i y:

1 iy r1Yy2 r1yYs - L1lYn
Lo T2Y1 T2Y2 T2Y3 -+ T2Yn

a;yT = : Y1 Yo - yn} = T3Y1 T3Y2 T3Y3 -+ T3Yn
In

Tyl TnY2 TnlYs - TnYn
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Wyznacznik macierzy
Wyznacznik macierzy kwadratowej A to funkcja det A o wartosciach
rzeczywistych, okreslona indukcyjnie:
1. Dla A € R1X1, det A = Ay
2. Dla AeR"™ zn > 2:

n
det A = > (—1)""7 A det Ay,
i=1
gdzie i jest dowolnym wierszem, a A;; € R"D*("=1) jest macierza
powstata z A poprzez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny

15 /41



Wyznacznik macierzy

Wyznacznik macierzy kwadratowej A to funkcja det A o wartosciach
rzeczywistych, okreslona indukcyjnie:

1. Dla A € R1X1, det A = Ay
2. Dla AeR"™ zn > 2:
n . .
det A = > (—1)""7 A det Ay,
i=1
gdzie i jest dowolnym wierszem, a A;; € R"D*("=1) jest macierza
powstata z A poprzez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny

Przyktad dla macierzy A € R?*2;

A Arg

det A = det
¢ ¢ lA21A22

‘| = A11A22 _A12A21
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Macierz odwrotna

Niech A bedzie macierzg kwadratowa stopnia n. Macierz odwrotng do
A oznaczamy przez A~! i definiujemy jako:

AA™Y = A7TA =T
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Macierz odwrotna

Niech A bedzie macierzg kwadratowa stopnia n. Macierz odwrotng do
A oznaczamy przez A~! i definiujemy jako:

AA™Y = A7TA =T

Nie kazda macierz ma macierz odwrotna!

Macierz, ktéra ma macierz odwrotna, nazywamy odwracalng, a jesli nie
ma, nazywamy j3 osobliwg

16 /41



Macierz odwrotna

Niech A bedzie macierzg kwadratowa stopnia n. Macierz odwrotng do
A oznaczamy przez A~! i definiujemy jako:

AA™Y = A7TA =T

Nie kazda macierz ma macierz odwrotna!

Macierz, ktéra ma macierz odwrotna, nazywamy odwracalng, a jesli nie
ma, nazywamy j3 osobliwg

Fakt: macierz kwadratowa A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy gdy
det A # 0.
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Wyznaczanie macierzy odwrotne;

W ogélnosci macierz odwrotng mozna wyznaczyé np. metoda eliminacji
Gaussa w czasie O(n?)

Rozwazymy dwa szczegdlne przypadki:
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W ogélnosci macierz odwrotng mozna wyznaczyé np. metoda eliminacji
Gaussa w czasie O(n?)

Rozwazymy dwa szczegdlne przypadki:

e Macierz diagonalna:

A;p 0 - 0 Al_ll 0 --- 0
_ 0 A22 e 0 A_l B 0 A2—21 e 0
0 0 Ann 0 0 At
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Wyznaczanie macierzy odwrotne;

W ogélnosci macierz odwrotng mozna wyznaczyé np. metoda eliminacji
Gaussa w czasie O(n?)

Rozwazymy dwa szczegdlne przypadki:

e Macierz diagonalna:

A;p 0 - 0 Al_ll 0 --- 0
_ 0 A22 e 0 A_l B 0 A2—21 e 0
0 0 - An, 0 0 --- Ag&

e Macierz 2 x 2:

A Arg 1 1 Agp —Ar
A= -
[Am A22] ' A det A l—Am Aqy ]
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Wartosci i wektory wtasne macierzy symetrycznych

Niech A € R™*" bedzie macierza symetryczna (AT = A).
Jedli dla A € R i jednostkowego wektora v € R™ zachodzi:

Av = v,

to A i v nazywamy, odpowiednio, warto$cia wtasng i stowarzyszonym z

nia wektorem wtasnym
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Av = v,

to A i v nazywamy, odpowiednio, warto$cia wtasng i stowarzyszonym z
nia wektorem wtasnym

Fakt: Macierz symetryczna stopnia n posiada n wartosci wtasnych
AL, ..., An (moga sie one powtarzaé), a stowarzyszone z nimi wektory
wiasne v1,...,v, s ortogonalne, tzn. 'uZT'uj =0dlai#j.
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wiasne v1,...,v, s ortogonalne, tzn. 'uZT'uj =0dlai#j.

Fakt: Jesli macierz symetryczna A ma wektory wtasne vq,..., v, i
wartoéci wiasne A1, ..., A\, to jej odwrotno$¢ A~! ma te same wektory
wiasne i wartoéci whasne A\ %, ... AT
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wiasne v1,...,v, s ortogonalne, tzn. 'uZT'uj =0dlai#j.

Fakt: Jesli macierz symetryczna A ma wektory wtasne vq,..., v, i
wartoéci wiasne A1, ..., A\, to jej odwrotno$¢ A~! ma te same wektory
wiasne i wartoéci whasne A\ %, ... AT

Whiosek: Macierz symetryczna jest odwracalna wtedy i tylko wtedy gdy
wszystkie jej wartosci wtasne s niezerowe
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Forma kwadratowa

Dla symetrycznej macierzy A € R™*"™, wyrazenie postaci:

acTAac = Z Z Aijxia:j

i=1j=1

nazywamy forma kwadratowa z macierza formy A
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Forma kwadratowa

Dla symetrycznej macierzy A € R™*"™, wyrazenie postaci:
n n
acTAac = Z Z Aijxia:j
i=1j=1
nazywamy forma kwadratowa z macierza formy A

Macierz A jest dodatnio okreslona jesli dla dowolnego niezerowego

wektora v € R”, v Av > 0, i dodatnio pétokreslona, jesli v Av >
P J

0.
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Dla symetrycznej macierzy A € R™*"™, wyrazenie postaci:
n n
acTAac = Z Z Aijxia:j
i=1j=1
nazywamy forma kwadratowa z macierza formy A

Macierz A jest dodatnio okreslona jesli dla dowolnego niezerowego
wektora v € R”, v Av > 0, i dodatnio potokreslona, jesli v Av > 0.

Fakt: Jesli Apin i Amax to najmniejsza i najwieksza warto$¢ wiasna
macierzy, to dla dowolnego wektora v:
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Dla symetrycznej macierzy A € R™*"™, wyrazenie postaci:
n n
acTAac = Z Z Aijxia:j
i=1j=1
nazywamy forma kwadratowa z macierza formy A

Macierz A jest dodatnio okreslona jesli dla dowolnego niezerowego
wektora v € R”, v Av > 0, i dodatnio potokreslona, jesli v Av > 0.

Fakt: Jesli Apin i Amax to najmniejsza i najwieksza warto$¢ wiasna
macierzy, to dla dowolnego wektora v:

)‘min||”H2 <v'Av < /\maXH”H2

Fakt: Macierz A jest dodatnio okreslona (pdtokreslona), jesli wszystkie jej
wartosci wtasne s3 dodatnie (nieujemne)
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Macierze dodatnio okreslone

Testowanie czy A jest dodatnio okreSlone jest skomplikowane: wymaga np.
wyznaczenia najmniejszej wartosci wiasnej
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Macierze dodatnio okreslone
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Macierze dodatnio okreslone

Testowanie czy A jest dodatnio okreSlone jest skomplikowane: wymaga np.
wyznaczenia najmniejszej wartosci wiasnej

Dla macierzy 2 x 2 jest znacznie prostszy test: Macierz jest dodatnio
okreslona wtedy i tylko wtedy gdy det A > 01i A;; >0

Przyktad: Rozwazmy macierz:

3 —1
A:l_l 2] det A=5, A1 =3

Whiosek: macierz A jest dodatnio okreslona
(faktycznie, wartosci wtasne to A; = 3.62, Ao = 1.38)

Przyktad: Rozwazmy macierz:

1 -3
A:l_g 41 det A= -5 A1 =1

Whiosek: macierz A nie jest dodatnio okreslona
(faktycznie, wartosci wtasne to A\ = 5.85, Ao = —0.85)
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Pochodne czastkowe, gradient i hesjan
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Pochodne czastkowe

Funkcje jednej zmiennej. Pochodna funkcji f: R — R w punkcie x:

@) o fe+ ) - f@)

dx A—0 A

fl(a) =
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Pochodne czastkowe
Funkcje jednej zmiennej. Pochodna funkcji f: R — R w punkcie x:
df(z) . fle+A) - fx)
/ — p—
| fz) = de ilino A
f Funkcje wielu zmiennych. Pochodna czastkowa funkcji f: R™ — R w ]

punkcie  ze wzgledu na zmienna x;:

LT+ A xy) — f(x)

of() . flz1,za,..
al’i a il—>m0 A
o f@tAe) (@)

A—0 A

Wszystkie zmienne poza x; traktujemy jako state
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Pochodne czastkowe
Funkcje jednej zmiennej. Pochodna funkcji f: R — R w punkcie x:
df(z) . fle+A) - fx)
/ — p—
| flz) = de ilino A
f Funkcje wielu zmiennych. Pochodna czastkowa funkcji f: R™ — R w ]

punkcie  ze wzgledu na zmienna x;:

LT+ A xy) — f(x)

of() . flz1,za,..
al’i a il—>m0 A
et de) — fa)

A—0 A

Wszystkie zmienne poza x; traktujemy jako state

Przyktad: dla f(z1,22) = 222 + x5

af(xth) _ 2:1:16:&2 af('rla$2) — JI2€I2+1
) aiEQ 1

8561
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Gradient

Gradient funkcji f(x) w punkcie & to wektor pochodnych czastkowych:

of(z)  Of (w)>
dxy 77 Oy,

Vi@ = (
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Gradient — przyktady

Zadanie: policz gradient funkcji liniowej

flx) = c+b'a = c+2bixi
i=1
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Gradient — przyktady

Zadanie: policz gradient funkcji liniowej

flx) = c+b'a = C+sz’$¢

Odpowiedz: wykorzystujac liniowos¢ pochodnej:

of(x) 0 ( +Zb””1):axk+zb L=y,

8xk 8$k
—— \..v_/
0 Oik

0 itk

gdzie 0;, jest tzw. delta Kroneckera: §;;. = { 1 ik
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Gradient — przyktady
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of(xz) 0 _
é%tk éhtk; ( + j{: b(tl> N E%rk +_j£: b N bk’
\.75_/ \jgv_/
ik

gdzie 0;, jest tzw. delta Kroneckera: §;;. = { (1) z f ]]z

Stad Vf(z) = b
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Gradient — przyktady

Zadanie: policz gradient funkcji liniowej

flx) = c+b'a = C+sz’$¢

Odpowiedz: wykorzystujac liniowos¢ pochodnej:

of(xz) 0 _
é%tk éhtk; ( + j{: b(tl> N E%rk +_j£: b N bk’
\.75_/ \jgv_/
ik

gdzie 0;, jest tzw. delta Kroneckera: §;;. = { (1) z f ]]z

Stad Vf(z) = b

Vie+b'z) = b ]
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Gradient — przyktady

Zadanie: policz gradient formy kwadratowej z symetryczna macierzg A

flx) = ' Az = ii&jw

i=1j=1
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Gradient — przyktady

Zadanie: policz gradient formy kwadratowej z symetryczna macierzg A

flx) = ' Az = ii&jw

i=1j=1

Odpowiedz: wykorzystujac liniowos¢ pochodnej:

of(x) " 81‘11' & ox; ox;
o SR - E ()
i=1j=1 i=1j=1
Oik Ok
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Gradient — przyktady

Zadanie: policz gradient formy kwadratowej z symetryczna macierzg A

flx) = ' Az = ii&jw

i=1j=1

Odpowiedz: wykorzystujac liniowos¢ pochodnej:

df(x) _ ZZAijﬁxzxj ZZAIJ<8x;$j+$igZ)

oxy, Oxy

i=1j=1 i=1j5=1 R , R ,
Oik Ok
= ZAk]$] +2Azk xTr; = 2ZAkJ$]

zlAkZ
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Gradient — przyktady

Zadanie: policz gradient formy kwadratowej z symetryczna macierzg A

fl@) = ' Az = ii&jxixj

i=1j=1

Odpowiedz: wykorzystujqc liniowo$¢ pochodnej:

8f(ib) le‘ - axz 0x;
= - ZZA,] o ZZAU< oyt %2)

i=1j=1 i=1j5=1 R , R ,
ik ik
n
= ZAWJJFZAM“"Z = 2 Ayjz;

1= 1 =
Akz \ ,
macierz x wektor
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Gradient — przyktady

Zadanie: policz gradient formy kwadratowej z symetryczna macierzg A

fl@) = ' Az = ii&jxixj

i=1j=1

Odpowiedz: wykorzystujqc liniowo$¢ pochodnej:

8f(ib) le‘ - axz 0x;
= - ZZA,] o ZZAU< oyt %2)

i=1j=1 i=1j5=1 R , R ,
ik ik
n
= ZAWJJFZAM“"Z = 2 Ayjz;
1= lA j=
ki
————

macierz x wektor

Stad: Vf(x) = 2Ax
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Gradient — przyktady

Zadanie: policz gradient formy kwadratowej z symetryczna macierzg A

fl@) = ' Az = ii&jm

i=1j=1

Odpowiedz: wykorzystujqc liniowo$¢ pochodnej:

Bf(:c) _ CL‘ZCL‘ - axz ox
ox, ZZA” (9:1cj ZZAU( 311)

i=1j=1 i=1j5=1 R , R ,
ik ik
n
= ZAkaJ+ZAka = QZAijj
1= lA j=
ki
————

macierz x wektor

Stad: Vf(x) = 2Ax

[ V(2'Az) = 24
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Reguta tancuchowa

[ Ztozenie dwéch funkcji jednej zmiennej
Pochodna funkcji ztozonej g(z) = f(y(x)) dla z € R

g(@) = f'y@) y(2),
lub w notacji Leibniza:

dg(z) _ df(y) dy(z)

dz dy dz
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Reguta tancuchowa

[ Ztozenie dwéch funkcji jednej zmiennej
Pochodna funkcji ztozonej g(z) = f(y(x)) dla z € R

g(x) = fyl) - y'(x),

lub w notacji Leibniza:

dg(z) _ df(y) dy(z)

dz dy dz

Ztozenie funkcji wielu zmiennej z funkcjami jednej zmiennej
Pochodna funkgji ztozonej g(z) = f(y(z)) dla z € R,

gdzie y(z) = (y1(2),. .., yn(x))

zn: y dyz( )

dx
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Reguta tancuchowa — przyktad
Rozwazmy funkcje g(«) dla a € R postaci:

g(a) = f@+av)

dla ustalonych wektoréw x,v € R"
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Definiujemy y(o) = & + aw, stad g(a) = f(y(a))
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Reguta tancuchowa — przyktad
Rozwazmy funkcje g(«) dla o € R postaci:
gla) = flz+av)
dla ustalonych wektoréow x,v € R"”
Definiujemy y(«) = & + aw, stad g(a) = f(y(a))

Z reguty fancuchowej:

Titov;
dg(e) &KOf(y) dyi()
dae Z Ay; da
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Reguta tancuchowa — przyktad
Rozwazmy funkcje g(«) dla o € R postaci:
gla) = flz+av)
dla ustalonych wektoréow x,v € R"”
Definiujemy y(«) = & + aw, stad g(a) = f(y(a))

Z reguty fancuchowej:

(@) %&;
dg(a n Q@
da B g " da
= Zn: = Vi(y) v
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Reguta tancuchowa — przyktad
Rozwazmy funkcje g(«) dla o € R postaci:
gla) = flz+av)
dla ustalonych wektoréow x,v € R"”
Definiujemy y(«) = & + aw, stad g(a) = f(y(a))

Z reguty fancuchowej:

(@) %&;
dg(a n Q@
da B g " da
= Zn: = Vi(y) v
df(@ +av) = Vf(x+av) v

do

27 /41



Pochodna kierunkowa

Pochodng kierunkowa funkcji f(x) wzdtuz wektora v w punkcie x
nazywamy granice:

of(®) . fl®z+Av) - f(=)
ov ilgo A
af (93)

Uwaga: zauwazmy, ze jest pochodna kierunkowa wzdtuz wektora e;
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Pochodna kierunkowa

Pochodng kierunkowa funkcji f(x) wzdtuz wektora v w punkcie x
nazywamy granice:

of(®) . fl®z+Av) - f(=)
ov ilgo A
af(ﬂJ)

Uwaga: zauwazmy, ze jest pochodna kierunkowa wzdtuz wektora e;

Definiujac funkcje g(A) = f(a: + Av), otrzymujemy:
of(@) _ ., 9(8)—9(0) _

/
ov A—0 A -9 (0)
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Pochodna kierunkowa

Pochodng kierunkowa funkcji f(x) wzdtuz wektora v w punkcie x
nazywamy granice:

of(®) . fl®z+Av) - f(=)
ov ilgo A
af(ﬂJ)

Uwaga: zauwazmy, ze jest pochodna kierunkowa wzdtuz wektora e;
Definiujac funkcje g(A) = f(a: + Av), otrzymujemy:

of(@) _ ., 9(8)—9(0) _

/
ov A0 A -9 (0)
Uzywajac reguty z poprzedniego slajdu (z A w roli «):
df(z + Av) T T
/
= —— = A =
J'(0) A ‘A:O Vf(x+ Av) U’A:O Vi(x) v
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Pochodna kierunkowa

Pochodng kierunkowa funkcji f(x) wzdtuz wektora v w punkcie x
nazywamy granice:

of(®) . fl®z+Av) - f(=)
ov ilgo A
af(ﬂJ)

Uwaga: zauwazmy, ze jest pochodna kierunkowa wzdtuz wektora e;
Definiujac funkcje g(A) = f(a: + Av), otrzymujemy:

of(@) _ ., 9(8)—9(0) _

/
ov A0 A -9 (0)
Uzywajac reguty z poprzedniego slajdu (z A w roli «):
iy df(@+ Av) _ T _ T
J(0) = A ‘A:O = Vf(x+ Av) U’Azo = Vf(x) v
of (z) _ T
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Pochodne wyzszych rzedéw

Pfx) 0 <5f(~’13)> Fflx) 0 [(0f(x)
ox? Oz \ Ox; )’ Or;0x; — Ox; \ Oxzj )’

pochodne czyste pochodne mieszane
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Pochodne wyzszych rzedéw

*fx) 0 <0f(w)>7 *fx) 0 (&f(w))’

(%UZZ - Oxy ox; Ox;0x; 0w Ox;

pochodne czyste pochodne mieszane

Przyktad: dla f(z1,22) = 222 + x4

of of 2

_— = 2 T2 _— = T2 1

B xr1€e7e, 91y ries +
>’f >’f >’f >’f
ZJ 92 — Dy e¥2 ZJ 212 — 9 e%2
0z? < 019021 e ox3 e 011022 e
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Pochodne wyzszych rzedéw

*fx) 0 <0f(w)>7 *fx) 0 (&f(w))’

(%UZZ - Oxy ox; Ox;0x; 0w Ox;

pochodne czyste pochodne mieszane

Przyktad: dla f(z1,22) = 222 + x4

of of )
—_— — 2 $2 —_— = xQ 1
Oy e Oy et
O’ f O f O’ f *f
— 92 —9 T2 _ 2 _x9 —9 T2
022~ °C 7 Bwgdmy 0 9x3 T Y Gmom, €

Fakt: Jedli f ma ciagte drugie pochodne mieszane to

?f(x) _ Pf(x)
8$ial‘j B axjaxl
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Hesjan

Hesjan funkcji f(x) w punkcie & to macierz drugich pochodnych czast- |

kowych:
*f(x)
8x%
9% f(z)
VQf(QL’) _ Ox20x1

9 f(x)
0T, 0T1

Hesjan jest macierza symetryczng

Pi@) ..

0x10x2

Pi@) ..

2
x5

0% f(x)

Oxndrs

9 f(x)
0x10xn,
9% f ()

Ox20xn

021 (x)
02z,
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Hesjan

kowych:

Hesjan funkcji f(x) w punkcie & to macierz drugich pochodnych czast- |

Hesjan jest macierza symetryczng

Pfx) Pf) . flx)

890% Ox10x2 0x10Tn
?f(x) 0*f(x) . 9% f(x)
VQf(QL‘) _ Ox20x1 8m§ Ox20xn

2f@) Pf@) ()

02,0x1 Orndzs O2zp

Przyktad: dla f(z1,22) = 222 + 29

0% f

5=
Oy

0% f 0% f 0% f
T2 —9 T2 — 2,72 —9 T2
¢ Oredr,  TME T O3 10 oy €
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Hesjan — przyktad

[ Wyznacz hesjan funkcji liniowej f(x) =c+b'x ]
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Hesjan — przyktad

[ Wyznacz hesjan funkcji liniowej f(x) =c+b'x ]

Rozwigzanie:

Of(x) 0*f ()

= bi,
8$i a$ia$j

stad V2f(x) = O jest macierza zerowg
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Hesjan — przyktad

Wyznacz hesjan formy kwadratowej f(z) = x' Ax dla symetryczne;]
macierzy A
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Hesjan — przyktad

Wyznacz hesjan formy kwadratowej f(z) = x' Ax dla symetryczne;]
macierzy A

Rozwigzanie: wyznaczyliSmy juz poprzednio

0f(z) -

stad:
0*f(x)
altiaxj

= QAij
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Hesjan — przyktad

Wyznacz hesjan formy kwadratowej f(z) = x' Ax dla symetryczne;]
macierzy A

Rozwigzanie: wyznaczyliSmy juz poprzednio

af(ib) = 2 Xn: AijiL‘j,

ox; i
stad: 52
&Bfgg = 24y
[ v (z'Az) = 24 ]
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Hesjan — przyktad

Wyznacz hesjan formy kwadratowej f(z) = x' Ax dla symetryczne;]
macierzy A

Rozwigzanie: wyznaczyliSmy juz poprzednio

8f(:n) = 2 zn: AijiL‘j,

ox; i
stad: 52
8:16{('(;;) = 24y
[ v (z'Az) = 24 ]

Whiosek: Hesjan ogdlnej funkcji kwadratowe;j

f@)y=xz"Az+b'xz+c,  Vf(x) = 24
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Hesjan — przyktad
[ Woyznacz druga pochodna funkgcji ztozonej g(a) = f(x + awv) ]
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Hesjan — przyktad
[ Woyznacz druga pochodna funkgcji ztozonej g(a) = f(x + awv) ]

Pokazalidmy juz, ze ¢'(a) = Vf(x + av) v
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Hesjan — przyktad

[ Woyznacz druga pochodna funkgcji ztozonej g(a) = f(x + awv)

Pokazalidmy juz, ze ¢'(a) = Vf(x + av) v
Mozemy potraktowaé ¢'(a) jako funkcje ztozong h(y(«)), gdzie

y(a) = =+ av, hy) = Viy) v = iaf;;?j)

=1

.fUi
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Hesjan — przyktad

[ Woyznacz druga pochodna funkgcji ztozonej g(a) = f(x + awv)

Pokazalidmy juz, ze ¢'(a) = Vf(x + av) v
Mozemy potraktowaé ¢'(a) jako funkcje ztozong h(y(«)), gdzie

y(@) = ztav,  h(y) = Vi) v = S AW,

Z reguty fancuchowej:

d

J"(a) = Z
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Hesjan — przyktad

[ Woyznacz druga pochodna funkgcji ztozonej g(a) = f(x + awv)

Pokazalidmy juz, ze ¢'(a) = Vf(x + av) v
Mozemy potraktowaé ¢'(a) jako funkcje ztozong h(y(«)), gdzie

y(@) = ztav,  h(y) = Vi) v = S AW,

Z reguty fancuchowej:

Tit+av;

do 0

"o n ~= n n
Sy~ @) Zahf)-d g2 (Zaﬂy)
i=1 v i
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Hesjan — przyktad

[ Woyznacz druga pochodna funkgcji ztozonej g(a) = f(x + awv)

Pokazalidmy juz, ze ¢'(a) = Vf(x + av) v
Mozemy potraktowaé ¢'(a) jako funkcje ztozong h(y(«)), gdzie

yla) = z+av,  h(y) = Viy)'v = >

Z reguty fancuchowej:

/ n /\ n n
) = W SO T 0 (Z o1 (y)
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Hesjan — przyktad
[ Woyznacz druga pochodna funkgcji ztozonej g(a) = f(x + awv) ]

Pokazalidmy juz, ze ¢'(a) = Vf(x + av) v

Mozemy potraktowaé ¢'(a) jako funkcje ztozong h(y(«)), gdzie

o
ue) = erav. ) = Vi)' = > T,
i=1 g
Z reguty fancuchowej:
Tit+av;
n ~ =~ n n
" o dg,(a) _ 8h(y> Yi 0 8f(y) ) ]
g () = o = ; o0, da ;ayi ]Z::l o, vj | vi
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Hesjan — przyktad
[ Woyznacz druga pochodna funkgcji ztozonej g(a) = f(x + awv) ]

Pokazalidmy juz, ze ¢'(a) = Vf(x + av) v

Mozemy potraktowaé ¢'(a) jako funkcje ztozong h(y(«)), gdzie

yo) = oo hy) = ViwTe = Y AW,
Z reguty fancuchowej: -
Titau;
— gjz:gzy{ézj vwj = v Vf(y)v
d2f(gza—i2— av) = v V2 f(z+av)v
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Minimum lokalne

Minimum lokalne: Funkcja f(x) ma w punkcie &y minimum lokalne,
jesli istnieje takie €, ze dla dowolnych x spetniajacych || — x¢| < ¢,
mamy f(x0) < f(z).

Analogicznie definiujemy maksimum lokalne
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Minimum lokalne

Minimum lokalne: Funkcja f(x) ma w punkcie &y minimum lokalne,
jesli istnieje takie €, ze dla dowolnych @ spetniajacych ||z — o < ¢,
mamy f(xo) < f(@).

Analogicznie definiujemy maksimum lokalne

minima lokalne
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Punkty stacjonarne

Niech f(x) bedzie rézniczkowalna na swojej dziedzinie. Punkty, dla kté-
rych V f(x) = 0 nazywamy punktami stacjonarnymi (krytycznymi)
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rych V f(x) = 0 nazywamy punktami stacjonarnymi (krytycznymi)

Warunek konieczny na ekstremum: Jesli rézniczkowalna funkcja f(x)
ma w x( ekstremum, to x( jest punktem stacjonarnym.
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Punkty stacjonarne

Niech f(x) bedzie rézniczkowalna na swojej dziedzinie. Punkty, dla kté-
rych V f(x) = 0 nazywamy punktami stacjonarnymi (krytycznymi)

Warunek konieczny na ekstremum: Jesli rézniczkowalna funkcja f(x)
ma w x( ekstremum, to x( jest punktem stacjonarnym.

Uwaga: Nie wszystkie punkty stacjonarne to ekstrema.

maksimum lokalne minimum lokalne punkt siodtowy

1
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Warunek wystarczajagcy na minimum

Jedli g jest punktem stacjonarnym dwukrotnie rézniczkowalnej funkcji
f(x), tzn. Vf(xo) = 0, oraz hesjan V2 f(x) jest dodatnio okreslony,
to f(x) ma minimum lokalne w x
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Warunek wystarczajagcy na minimum

Jedli g jest punktem stacjonarnym dwukrotnie rézniczkowalnej funkcji
f(x), tzn. Vf(xo) = 0, oraz hesjan V2 f(x) jest dodatnio okreslony,
to f(x) ma minimum lokalne w x

Przypomnienie: symetryczna macierz A jest dodatnio okre$lona jesli
v Av > 0 dla dowolnego niezerowego wektora v

Réwnowaznie, wszystkie wartosci wtasne A s3 dodatnie
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Minimum funkcji kwadratowe;j
Rozwazmy funkcje kwadratowg o ogdlnej postaci:

fx) = 2" Az +b'x+c

gdzie A jest symetryczna i odwracalna.
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Vf(x) = 2Ax+b, Vf(x) = 24
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Znajdujemy punkt stacjonarny:
1

Viz) =0 <= 24z = —-b <— ac:—gA_lb

Jest to minimum, gdy A jest dodatnio okreslona
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Minimum funkcji kwadratowe;j
Rozwazmy funkcje kwadratowg o ogdlnej postaci:
fx) = 2" Az +b'x+c
gdzie A jest symetryczna i odwracalna.

Wyznaczamy gradient i hesjan:
Vf(x) = 2Ax+b, Vf(x) = 24

Znajdujemy punkt stacjonarny:
1

Viz) =0 <= 24z = —-b <— ac:—gA_lb

Jest to minimum, gdy A jest dodatnio okreslona

Whiosek: Minimum funkcji kwadratowe;:
f) = 2" Az +b'z +c, A — dodatnio okreslona,

ma postaé z* = —1 A~1b
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Funkcja kwadratowa — przyktad

f(.’El, :EQ) = 3{E% + 3{Eg —2x1T0 + 21 — 229 + 1

38/41



Funkcja kwadratowa — przyktad
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fx) = 2" Az +b'x +c gdzie c=1,b= [12] A= lgl _31]

38/41



Funkcja kwadratowa — przyktad
fzy,z2) = 322 + 323 — 2zy29 + 21 — 209 + 1
-1 3

fx) = 2" Az +b'x +c gdzie c=1,b= [12]"4: lg _1]

11(31
,1_7
A _8[13]
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Funkcja kwadratowa — przyktad

f(.’El, :EQ) = 3{E% + 3{Eg —2x1T0 + 21 — 229 + 1

fx) = 2" Az +b'x +c gdzie c=1,b= [12]"4: lg _1]

~1 3
e | . T i
813 N e

Punkt x* jest punktem stacjonarnym
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Funkcja kwadratowa — przyktad

f(.’El, :EQ) = 3{E% + 3{Eg —2x1T0 + 21 — 229 + 1

fx) = 2" Az +b'x +c gdzie c=1,b= [12]"4: lg _1]

-1 3
1 131 % —1 116

Punkt x* jest punktem stacjonarnym

Poniewaz det A =8 i A;; = 3, A jest dodatnio okreslona, stad funkcja
ma minimum w x*
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Wielomiany Taylora dla funkcji wielu zmiennych
Dla danej funkgji f(x) i punktu xg, rozwazmy funkcje jednej zmiennej:

g(a) = f(zo+ a(z —z0))
Zachodzi ¢g(0) = f(xo) i g(1) = f(x).
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Wielomiany Taylora dla funkcji wielu zmiennych
Dla danej funkgji f(x) i punktu xg, rozwazmy funkcje jednej zmiennej:
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e Poniewaz Py(a;0) przybliza g(a) wokét ao = 0, oraz g(0) = f(xo) i
g(1) = f(=x), to P(1;0) przybliza funkcje f(x) wokdt x = x
Pokazalismy juz wczesniej (dla v = x — xy), ze:

g 0) = Vf(zo) (x—x0)

g"(0) = (x—=x0) V*f(xo)(x — x0)
Stad:

Po(a;0) = g¢(0)

Pi(a;0) = g(0)+4'(0)c

Pr(e;0) = g(0) + ¢/ O)a+ LD o?
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Wielomiany Taylora dla funkcji wielu zmiennych

Dla danej funkgji f(x) i punktu xg, rozwazmy funkcje jednej zmiennej:
gla) = flzo+alz —z0))
Zachodzi ¢g(0) = f(xo) i g(1) = f(x).

Konstrukcja wielomianu Taylora dla funkcji f(x) wokét punktu x:
e Wyznaczamy wielomian Taylora Py (c;0) funkgeji g(a) wokét o =0
e Poniewaz Py(a;0) przybliza g(a) wokét ao = 0, oraz g(0) = f(xo) i

g(1) = f(=x), to P(1;0) przybliza funkcje f(x) wokdt x = x

Pokazalismy juz wczesniej (dla v = x — xy), ze:

g0) = Vf(mo)' (x—zo)

g"(0) = (z—=x0) V> f(ao)(x — x0)
Stad:
Py(a;0) = f(=x)
Pi(a;0) = f(zo)+aVf(ze) (x—=z0)
062
Py(e;0) = f(330)+avf(330)T(%‘—900)+7(50—$0)Tv2f(330)(90—m0)



Wielomiany Taylora dla funkcji wielu zmiennych

[ Wielomiany Taylora dla funkcji f(a) wokdt punktu xg:
Po(a; o) = f(o)
Pi(x;20) = f(z0) + Vf(xo) (x—x0)

Py(x;x0) = f(®0) + V(o) (T—20) + %(w—wo)wa(wo)(w—wo)
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Wielomiany Taylora dla funkcji wielu zmiennych

[ Wielomiany Taylora dla funkcji f(a) wokdt punktu xg:
Po(a; o) = f(o)
Pi(x;20) = f(z0) + Vf(xo) (x—x0)

Py(x;x0) = f(®0) + V(o) (T—20) + %(w—wo)wa(wo)(w—wo)

[ Wz6r Taylora (tylko dla drugiego rzedu):

F@) = fao) + V() (@ 20) + 5@ —20) V2 1(E) (@ w0),

gdzie & jest punktem miedzy g a «
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Wielomian Taylora dla funkcji kwadratowej

Rozwazmy funkcje kwadratowa z dodatnio okreslong macierza A

fx)y=x"Az+b"z +c, Vf(x)=2Ax+b, Vf(x)=24
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Rozwazmy funkcje kwadratowa z dodatnio okreslong macierza A
fx)y=x"Az+b"z +c, Vf(x)=2Ax+b, Vf(x)=24

Przyblizenie funkcji kwadratowej wielomianem drugiego stopnia (funkcja
kwadratowa!) jest doktadne, a ze wzoru Taylora dla ¢y = *:
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Wielomian Taylora dla funkcji kwadratowej

Rozwazmy funkcje kwadratowa z dodatnio okreslong macierza A
fx)y=x"Az+b"z +c, Vf(x)=2Ax+b, Vf(x)=24

Przyblizenie funkcji kwadratowej wielomianem drugiego stopnia (funkcja
kwadratowa!) jest doktadne, a ze wzoru Taylora dla ¢y = *:

fl@) = fl&") +Vf(a") (z—a")+ %(CB — ") V(&) (@ — a¥)

Poniewaz V f(z*) = 0 (bo x* jest punktem minimum), a V2f(¢) = 2A:

Dla funkcji kwadratowej z dodatnio okreslong macierza A:

f®) = f@)+ (@) Az - ")
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