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Plan wyktadu

Optymalizacja funkcji jednej zmiennej (z € R):

min  f(x)
po. z€XCR

1. Rozwiazanie analityczne
2. Przeszukiwanie jednostajne

3. Optymalizacja funkcji jednomodalnych: przeszukiwanie dychotomiczna
i metoda ztotego podziatu

4. Optymalizacja funkcji rézniczkowalnych: metoda bisekgcji

5. Optymalizacja funkgji rézniczkowalnych: metoda Newtona
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Rozwigzanie analityczne
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Rozwigzanie analityczne

W pewnych przypadkach mozna znalezé minimum funkcji bez
odwotywania sie do metod numerycznych

Zatozenia:
e Funkcja f zdefiniowana jest na dziedzinie X = [Zmin, Tmax]

e Funkcja f jest rézniczkowalna na X
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Warunek konieczny na istnienie minimum

Jedli rézniczkowalna funkcja f osiagga minimum lokalne w punkcie xg
wewnatrz dziedziny, to f’(xg) = 0.
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Warunek konieczny na istnienie minimum

Jedli rézniczkowalna funkcja f osiagga minimum lokalne w punkcie xg
wewnatrz dziedziny, to f’(xg) = 0.

Whiosek: Algorytm znajdywania minimum funkcji f na X = [Zmin, Tmax):
1. Wyznacz punkty zerowanie sie pochodnej Xy = {z € X: f'(x) = 0}
2. Sprawdz warto$¢ funkcji dla wszystkich punktéw z Xj oraz na

krancach dziedziny {Zmin, Tmax} | Wybierz ten o najmniejszej wartosci
funkgji.
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Przyktad

min  f(z) =2 -3z +9
po. € [-3,2]
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Przyktad

f(z)
min  f(z) =2 -3z +9
po. € [-3,2]

1. Obliczamy pochodna:
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Przyktad

f(@)

—y -1 1 2%

min  f(z) =2 -3z +9
po. € [-3,2]

1. Obliczamy pochodna:
fl(x) = 32°> -3
2. Wyznaczamy punkty zerowania sie pochodne;j:

fllx)=0 <= 3:2-3=0 <= z=1lbzr=-1
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Przyktad

f(@)

—7 -1 1 2%

min  f(x) =23 32 +9
po. x€[-3,2]

. Obliczamy pochodna:

fl(x) = 32°> -3

. Wyznaczamy punkty zerowania sie pochodne;j:

fllx)=0 <= 3:2-3=0 <= z=1lbzr=-1
. Obliczamy wartos¢ funkgcji w kandydatach na minimum globalne:

f(=3)==9, f(=1) =11, f)=7 [f(2=1
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Przyktad

f(@)

—y -1 1 2%

min  f(z) =2 -3z +9
po. € [-3,2]

. Obliczamy pochodna:

fl(x) = 32°> -3

. Wyznaczamy punkty zerowania sie pochodne;j:

fllx)=0 <= 3:2-3=0 <= z=1lbzr=-1
. Obliczamy wartos¢ funkgcji w kandydatach na minimum globalne:
f(=8)==9, f(-)=11, f(1)=7, f@2)=11

. Whniosek: minimum globalne w 2* = —3
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Przyktad

12 f(z)
min  f(x) = n’(z)
x
p.o. € [04,12]
0.1

127
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Przyktad

12 f(z)
min  f(x) = n’(z)
x
p.o. € [04,12]
0.4 12°
1. Obliczamy pochodna:
21n(z) — In?(z) In(z) (2 — In(x))
Py = 2 ) ) 2

X
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Przyktad

12 f(x)
min  f(x) = n’(z)
x
p.o. € [04,12]
0.41 2 127

1. Obliczamy pochodna:

—H2II,' n\xr — In(x
Flz) = 21n(z) 21 (z) _ In( )(221())

X

2. Wyznaczamy punkty zerowania sie pochodne;j:

fllx)=0 <<= In(z)2-In(z)=0 <= z=1Ilubxz=2¢?
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Przyktad

12 f(x)
min  f(x) = n’(z)
x
p.o. € [04,12]
0.41 2 127

1. Obliczamy pochodna:

—H2II,' n\xr — In(x
Flz) = 21n(z) 21 (z) _ In( )(221())

X

2. Wyznaczamy punkty zerowania sie pochodne;j:
fllz)=0 <<= In@@)@2-In(z))=0 <+= z=1lubx=¢
3. Obliczamy warto$¢ funkcji w kandydatach na minimum globalne:

f(1)y=0, f(e*)=0.541, f(0.4)=21, f(12)=0.515
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Przyktad

12 f(x)
min  f(x) = n’(z)
x
p.o. € [04,12]
0.41 2 127

. Obliczamy pochodna:

—H2II,' n\xr — In(x
Flz) = 21n(z) 21 (z) _ In( )(221())

X

. Wyznaczamy punkty zerowania sie pochodne;j:

fllz)=0 <<= In@@)@2-In(z))=0 <+= z=1lubx=¢
. Obliczamy warto$¢ funkcji w kandydatach na minimum globalne:
f(1)y=0, f(e*)=0.541, f(0.4)=21, f(12)=0.515

. Whniosek: minimum globalne w z* =1
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Czy to wystarcza?
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Czy to wystarcza?

Oczywiscie nie wystarcza:

e Rzadko kiedy potrafimy analitycznie wyznaczy¢ punkty zerowania sie
pochodnej, tzn. rozwigzaé réwnanie f'(x) =0

e Funkcja moze nie by¢ rézniczkowalna
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Czy to wystarcza?

Oczywiscie nie wystarcza:
e Rzadko kiedy potrafimy analitycznie wyznaczy¢ punkty zerowania sie
pochodnej, tzn. rozwigzaé réwnanie f'(x) =0
e Funkcja moze nie by¢ rézniczkowalna

Musimy odwota¢ sie do numerycznych metod optymalizacji
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Przeszukiwanie jednostajne
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Opis problemu

min  f(x)

P-O.  Zmin << Lmax

e Nie zaktadamy nic o rézniczkowalnosci

e Ksztatt funkcji zupetnie nieznany
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Metoda przeszukiwania jednostajnego

Podziel dziedzine funkcji X = [Zmin, Tmax| Na bardzo wiele krétkich od-
cinkédw i sprawdz warto$¢ funkeji w kazdym z odcinkéw (np. w punkcie
srodkowym odcinka)

Zwracamy punkt Z o najmniejszej wartosci funkcji
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Przeszukiwanie jednostajne — przyktad

30 A
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Czy przeszukiwanie jednostajne gwarantuje znalezienie

minimum?
30 -
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Czy przeszukiwanie jednostajne gwarantuje znalezienie

minimum?
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Czy przeszukiwanie jednostajne gwarantuje znalezienie

minimum?
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Czy przeszukiwanie jednostajne gwarantuje znalezienie

minimum?
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Przeszukiwanie jednostajne

Metoda o ztozonosci liniowej z liczba odcinkéw (bardzo wolno!)

Nie gwarantuje znalezienia minimum globalnego, nawet w przyblizeniu
(cho¢ dla wiekszosci funkcji w praktyce dziata dobrze)

Jakos$¢ rozwigzania silnie zalezy od regularnosci funkgji

Alternatywa: przeszukiwanie losowe (losuj punkty z dziedziny i
sprawdzaj wartos$¢ funkgji), posiada podobne wady

Bez dodatkowych zatozen niewiele wiecej mozna zrobié
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Optymalizacja funkcji jednomodalnych
(bez informacji o pochodnej)
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Funkcja jednomodalna

Funkcja jednomodalna to funkcja posiadajaca tylko jedno (globalne)
minimum (by¢ moze na granicy dziedziny)

f(=)] f(@)| f(@)|
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Witasnos¢ funkeji jednomodalnej

Niech funkcja f(z) posiada jedno (Sciste) minimum na przedziale [a, b].
Wybierzmy dowolne z¢, x,, € [a,b] takie, ze x; < x).
o Jedli f(x¢) > f(xp) to minimum na pewno nie ma w [a, zy)

o Jesli f(xy) < f(xp) to minimum na pewno nie ma w (zp, b
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Witasnos¢ funkeji jednomodalnej
Niech funkcja f(z) posiada jedno (Sciste) minimum na przedziale [a, b].
Wybierzmy dowolne z¢, x,, € [a,b] takie, ze x; < x).

o Jedli f(x¢) > f(xp) to minimum na pewno nie ma w [a, zy)

o Jesli f(xy) < f(xp) to minimum na pewno nie ma w (zp, b

Dowdd: obrazkowy, nie wprost

f(p) flaer
f(fL'Z)A¥/ f(xp)A \/

a Ty Tp b a 1) Tp b
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Witasnos¢ funkeji jednomodalnej
Niech funkcja f(z) posiada jedno (Sciste) minimum na przedziale [a, b].
Wybierzmy dowolne z¢, x,, € [a,b] takie, ze x; < x).

o Jedli f(x¢) > f(xp) to minimum na pewno nie ma w [a, zy)

o Jesli f(xy) < f(xp) to minimum na pewno nie ma w (zp, b

Dowdd: obrazkowy, nie wprost

f(p) flaer
f(fL'Z)A¥/ f(xp)A \/

a Ty Tp b a 1) Tp b

Whiosek: prébkujac funkcje w dwéch punktach x4, z, zawsze mozemy

odrzuci¢ jeden z obszaréw [a, z¢) lub (z), b]! )
17 /54



Algorytm znajdywania minimum funkcji jednomodalnej

Rozpocznij od petnej dziedziny a = Zmin, b = Tmax
W kolejnych iteracjach:
1. Wybierz x¢, z, € [a,b] takie, ze zy < x
2. Jesli f(xp) < f(xp), przypisz b = xp, w przeciwny przypadku
przypisz a = xy
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Algorytm znajdywania minimum funkcji jednomodalnej

Rozpocznij od petnej dziedziny a = Zmin, b = Tmax
W kolejnych iteracjach:
1. Wybierz x¢, z, € [a,b] takie, ze zy < x
2. Jesli f(xp) < f(xp), przypisz b = xp, w przeciwny przypadku
przypisz a = xy

a Ty Tp b
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Algorytm znajdywania minimum funkcji jednomodalne;j

Rozpocznij od petnej dziedziny a = Zmin, b = Tmax
W kolejnych iteracjach:
1. Wybierz x¢, z, € [a,b] takie, ze zy < x
2. Jesli f(xp) < f(xp), przypisz b = xp, w przeciwny przypadku
przypisz a = xy
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Algorytm znajdywania minimum funkcji jednomodalnej
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Algorytm znajdywania minimum funkcji jednomodalnej

Rozpocznij od petnej dziedziny a = Zmin, b = Tmax
W kolejnych iteracjach:
1. Wybierz x¢, z, € [a,b] takie, ze zy < x
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Algorytm znajdywania minimum funkcji jednomodalnej

[ Jak dobra¢ punkty x4, z,, aby maksymalnie zawezi¢ obszar przeszukiwan? ]




Algorytm znajdywania minimum funkcji jednomodalnej

[ Jak dobra¢ punkty x4, z,, aby maksymalnie zawezi¢ obszar przeszukiwan? ]

W kazdej iteracji odrzucamy jeden z
kolorowych obszaréw (nie wiemy ktéry)

-

a Ty Tp b




Algorytm znajdywania minimum funkcji jednomodalnej

[ Jak dobra¢ punkty x4, z,, aby maksymalnie zawezi¢ obszar przeszukiwan? ]

W kazdej iteracji odrzucamy jeden z
kolorowych obszaréw (nie wiemy ktéry)

Oba obszary powinny by¢ tej samej
wielkosci

-




Algorytm znajdywania minimum funkcji jednomodalnej

[ Jak dobra¢ punkty x4, z,, aby maksymalnie zawezi¢ obszar przeszukiwan? ]

a Ty

-

W kazdej iteracji odrzucamy jeden z
kolorowych obszaréw (nie wiemy ktéry)

Oba obszary powinny by¢ tej samej
wielkosci

Punkty z¢, z, jak najblizej sSrodka
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Algorytm przeszukiwania dychotomicznego

Wejscie: procedura wyznaczajaca wartos¢ funkgeji f(z) w dowolnym
punkcie dziedziny [Zimin, Zmax|; liczba odwotan do funkgji n;
bardzo mata stata § (np. § = 10~%)

Inicjalizuj: @ = Tyin, b = Tmax
Powtarzaj dla k =1,2,...,n/2:

1. Wyznacz $rodkowy punkt m = 22

2
. Przypisz xp =m — 6, v, =m+46

2
3. Wyznacz wartosci funkcji f(z¢) i f(xp)
4

. Jesli f(xy) < f(xp), przypisz b = z,, w przeciwnym przypadku
przypisz a = xy

Zwré¢ wartosé z,, = b
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Przeszukiwanie dychotomiczne — przyktad

f(x)
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Przeszukiwanie dychotomiczne — przyktad

/

f(x)

a ToTp b
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Przeszukiwanie dychotomiczne — przyktad

/

f(x)

a ToTp b
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Przeszukiwanie dychotomiczne — przyktad

f(x)
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f(x)

Przeszukiwanie dychotomiczne — przyktad

LI
a TyTp
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f(x)

Przeszukiwanie dychotomiczne — przyktad

T
a TyTp
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Przeszukiwanie dychotomiczne — przyktad

f(x)
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Przeszukiwanie dychotomiczne — przyktad

f(x)
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Przeszukiwanie dychotomiczne — przyktad

f(x)
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Przeszukiwanie dychotomiczne — przyktad

f(x)
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Przeszukiwanie dychotomiczne — zbieznos¢

e Jedli na poczatku iteracji obszar lokalizacji minimum ma dtugos¢ =z,
pod koniec iteracji jest zawezony do %:z: + 0 ~ %m
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Przeszukiwanie dychotomiczne — zbieznos¢

e Jedli na poczatku iteracji obszar lokalizacji minimum ma dtugos¢ =z,
pod koniec iteracji jest zawezony do %:z: + 0 ~ %m

e Whiosek: rozpoczynajac z zakresem o dtugosci |X'|, po k iteracjach

k
minimum jest zlokalizowane z dokfadnoscia (%) |X]
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Przeszukiwanie dychotomiczne — zbieznos¢

e Jedli na poczatku iteracji obszar lokalizacji minimum ma dtugos¢ =z,
pod koniec iteracji jest zawezony do %:z: + 0 ~ %m
e Whiosek: rozpoczynajac z zakresem o dtugosci |X'|, po k iteracjach

k
minimum jest zlokalizowane z dokfadnoscia (%) |X]

e Whiosek: po n odwotaniach do funkgcji:
1 n/2 1 n
-z < (= Xl = (—&=] |X],
e (2= ()

punkt zwracany punkt optymalny
przez algorytm (minimum f(x))

22/54



Przeszukiwanie dychotomiczne — zbieznos¢

o vt~ o 3
o
ot

50 3-1078
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Czy mozna to zrobi¢ szybciej?
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Czy mozna to zrobi¢ szybciej?
Dotychczas w kazdej iteracji probkowalismy funkcje w dwoch punktach i
zmniejszaliSmy przedziat przeszukiwan o potowe.
Jeden z dwéch punktéw staje sie nowa granica przedziatu, po czym
prébkujemy funkcje w dwéch nowych punktach.
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Czy mozna to zrobi¢ szybciej?
Dotychczas w kazdej iteracji probkowalismy funkcje w dwoch punktach i
zmniejszaliSmy przedziat przeszukiwan o potowe.
Jeden z dwéch punktéw staje sie nowa granica przedziatu, po czym
prébkujemy funkcje w dwéch nowych punktach.
Pomyst: wykorzystac jeden z punktéw z poprzedniej iteracji i probkowad
funkcje tylko raz na iteracje!
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Konstrukcja algorytmu

Ty Tp b
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Konstrukcja algorytmu

Ip —a

a Ty Tp b

b—xy

e W nastepnej iteracji obszar zweza si¢ do x;, — a lub b — z.
Poniewaz nie wiemy, ktéry przypadek nastapi, ustalamy:

Tp—a = b—xy
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Konstrukcja algorytmu

Ip —a

a Ty Tp b

Ty —a b—xy
e W nastepnej iteracji obszar zweza si¢ do x;, — a lub b — z.
Poniewaz nie wiemy, ktéry przypadek nastapi, ustalamy:
Tp—a = b—xy

e Jedli wybierzemy obszar np. x;, — a, punkt x, zostanie uzyty
ponownie. Aby zachowaé proporcje podziatu, ustalamy:

Tp—a  Tg—a

b—a Tp—a
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Konstrukcja algorytmu

Ip —a

a Ty Tp b

Ty —a b—xy

e W nastepnej iteracji obszar zweza si¢ do x;, — a lub b — z.
Poniewaz nie wiemy, ktéry przypadek nastapi, ustalamy:
Tp—a = b—xy = wxy—a =b—umx
e Jedli wybierzemy obszar np. x;, — a, punkt x, zostanie uzyty
ponownie. Aby zachowaé proporcje podziatu, ustalamy:
Tp,—a _ rg—a

b—a Tp—a

e Podstawiajac pierwsze z réwnan do drugiego:
t,—a  b—x, b—a—(ry,—a)  b—a

= = -1
b—a Tp—a Tp—a Tp—a
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Konstrukcja algorytmu

Ip —a

a Ty Tp b

Ty —a b—xy

e W nastepnej iteracji obszar zweza si¢ do x;, — a lub b — z.
Poniewaz nie wiemy, ktéry przypadek nastapi, ustalamy:
Tp—a = b—xy = wxy—a =b—umx
e Jedli wybierzemy obszar np. x;, — a, punkt x, zostanie uzyty
ponownie. Aby zachowaé proporcje podziatu, ustalamy:
Tp,—a _ rg—a

b—a Tp—a

e Podstawiajac pierwsze z réwnan do drugiego:

mw—a _ b—z b—a—(x,—a) _ b—a,_1
b—a Tp—a Tp—a Tp—a
S—— —_——

I 1/q
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Konstrukcja algorytmu

Tp—a
t t t t > T
a Ty xp b
e Otrzymaliémy réwnanie:
1 Ty —a
g=-—-1 = ¢ +q—-1=0, dla ¢g=-"
q b—a
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Konstrukcja algorytmu

Tp—a
t t t t > T
a Ty xp b
e Otrzymaliémy réwnanie:
1 Ty —a
g=-—-1 = ¢ +q—-1=0, dla ¢g=-"
q b—a

e Rozwigzanie:

5—-1
q= \[2 ~ (0.618.

Ztoty podziat odcinka.
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Algorytm ztotego podziatu

Wejscie: procedura wyznaczajaca wartos¢ funkgeji f(z) w dowolnym
punkcie dziedziny [Zimin, Zmax]; liczba odwotan do funkcji n;

a:= Y3l ~ 0618

Inicjalizuj: @ = ZTmin, b = Tmax
z=aa+ (1—a)b zp=(1—-a)a+ab

Wyznacz wartosci funkcji f(z¢), f(zp)

Powtarzaj dla k =2,3,... n:
Jesli f(zy) < f(xp)
Przypisz b =z}, ), = x4, ¢ = aa + (1 — )b
Jedli k # n, wyznacz warto$¢ funkeji f(x).
w przeciwnym przypadku
Przypisz a = xy, ¢ = 2, p = (1 —)a+ ab
Jedli k # n, wyznacz wartos¢ funkeji f(z)).

Zwré€ wartoé¢ x,, = 4P
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Algorytm ztotego podziatu — przyktad
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a Ty Tp

Algorytm ztotego podziatu — przyktad
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a Ty Tp

Algorytm ztotego podziatu — przyktad
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a Ty Tp

Algorytm ztotego podziatu — przyktad
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Algorytm ztotego podziatu — przyktad

T T
Ty Tp

b

T
a
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Algorytm ztotego podziatu — zbieznos¢

e Jesli na poczatku iteracji obszar lokalizacji minimum ma dtugo$¢ x,

V5-1
2

pod koniec iteracji jest zawezony do ax, gdzie a =
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Algorytm ztotego podziatu — zbieznos¢

e Jesli na poczatku iteracji obszar lokalizacji minimum ma dtugo$¢ x,

. . . . . o \/5_1
pod koniec iteracji jest zawgzony do ax, gdzie o = 5

e Whiosek: rozpoczynajac z zakresem o dtugosci |X|, pon — 1
iteracjach minimum jest zlokalizowane z dokfadnoscia o !X
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Algorytm ztotego podziatu — zbieznos¢

e Jesli na poczatku iteracji obszar lokalizacji minimum ma dtugo$¢ x,

V5-1
2

e Whiosek: rozpoczynajac z zakresem o dtugosci |X|, pon — 1
iteracjach minimum jest zlokalizowane z dokfadnoscia o !X

pod koniec iteracji jest zawezony do ax, gdzie a =

e Whiosek: po n odwotaniach do funkgcji:

|z, — 2| < o™ HX| ~ (0.618)"|X],
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Poréwnanie: dychotomiczne vs. ztoty podziat

algorytm zbieznosé

przeszukiwania dychotomicznego (%)n ~ (0.707)"
. V-1 n—1 N "

ztotego podziatu 5 ~ (0.618)
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Poréwnanie: dychotomiczne vs. ztoty podziat

algorytm zbieznosé

przeszukiwania dychotomicznego (%)n ~ (0.707)"
. V-1 n—1 N "

ztotego podziatu 5 ~ (0.618)

e Zbiezno$¢ (0.618)™ jest asymptotycznie optymalna.
e Algorytm optymalny to metoda Fibonacciego:

» Zbiezno$¢ bardzo podobna jak dla algorytmu ztotego podziatu
(asymptotycznie taka sama).
» Bardziej skomplikowany i przez to mniej praktyczny.
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Optymalizacja funkcji rézniczkowalnych:
algorytm bisekcji
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Zatozenia
Zatozenia:
1. Funkcja f ma ciagta pochodng na X' = [Zpin, Tmax]
2. Pochodna zmienia na X jednokrotnie znak z ujemnego na dodatni
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Zatozenia
Zatozenia:
1. Funkcja f ma ciagta pochodng na X' = [Zpin, Tmax]
2. Pochodna zmienia na X jednokrotnie znak z ujemnego na dodatni

Whiosek: funkcja jest jednomodalna: wpierw $cisle malejaca, potem
Scidle rosnaca, z minimum w punkcie zerowania sie pochodnej

f(x)
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Zatozenia
Zatozenia:
1. Funkcja f ma ciagta pochodng na X' = [Zpin, Tmax]
2. Pochodna zmienia na X jednokrotnie znak z ujemnego na dodatni

Whiosek: funkcja jest jednomodalna: wpierw $cisle malejaca, potem
Scidle rosnaca, z minimum w punkcie zerowania sie pochodnej

f(x)

Whiosek: Sprowadzamy problem do znalezienia miejsca zerowego
pochodne;j
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Metoda bisekgji

Rozwazmy przedziat [a,b] z f(a) < 0 f'(b) > 0, w ktérym f’ ma
doktadnie jedno miejsce zerowe
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Metoda bisekgji

Rozwazmy przedziat [a,b] z f(a) < 0 f'(b) > 0, w ktérym f’ ma
doktadnie jedno miejsce zerowe

Skoro f’(m) < 0 to miejsce zerowe
musi leze¢ po prawej stronie!
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Metoda bisekgji

Rozwazmy przedziat [a,b] z f(a) < 0 f'(b) > 0, w ktérym f’ ma
doktadnie jedno miejsce zerowe

Zawezamy obszar przyjmujac a = m
i ponownie mamy f’(a) <0, f'(b) >0
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Metoda bisekgji

Wejscie: procedura wyznaczajaca warto$¢ pochodnej f’(x)
w dowolnym punkcie dziedziny [min, Tmax];
liczba odwotan do pochodnej n;

Inicjalizuj: a = Tpin, b = Tmax

Powtarzajdla k =1,2,...,n:
Wyznacz pochodna f’(m) w punkcie m = ‘ITH’
Jesli f/(m) = 0, zakoncz algorytm (znaleziono minimum)
W przeciwny przypadku:
Jesli f'(m) > 0 przypisz b =m
Jesli f'(m) < 0 przypisz a =m

Zwro6¢ wartosé z, = aTH’
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Metoda bisekcji — przyktad
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Metoda bisekcji — przyktad
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Metoda bisekcji — zbieznosé

e Jedli na poczatku iteracji obszar lokalizacji minimum ma dtugos$¢ =z,
pod koniec iteracji jest zawezony do %x
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Metoda bisekcji — zbieznosé

e Jedli na poczatku iteracji obszar lokalizacji minimum ma dtugos$¢ =z,
pod koniec iteracji jest zawezony do %x
e Whiosek: po n odwotaniach do pochodnej funkgji:

. 1\"
20— "] < (2) X
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Metoda bisekcji — zbieznosé

e Jedli na poczatku iteracji obszar lokalizacji minimum ma dtugos$¢ =z,
pod koniec iteracji jest zawezony do %x

e Whiosek: po n odwotaniach do pochodnej funkgji:

. 1\"
20— "] < (2) X

algorytm zbieznos$é

przeszukiwania dychotomicznego (0.707)"
ztotego podziatu (0.618)™
bisekcji (0.5)™
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Metoda bisekcji — zbieznosé

e Jedli na poczatku iteracji obszar lokalizacji minimum ma dtugos$¢ =z,
pod koniec iteracji jest zawezony do %x
e Whiosek: po n odwotaniach do pochodnej funkgji:

. 1\"
20— "] < (2) X

algorytm zbieznos$é

przeszukiwania dychotomicznego (0.707)"
ztotego podziatu (0.618)™
bisekcji (0.5)™

Znajomos¢ pochodnej pozwala na szybsza zbieznos¢!

Algorytm przeszukiwania dychotomicznego jest przyblizeniem metody
bisekcji, gdzie znak pochodnej szacuje sie poprzez f(m + §) — f(m —9)
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Optymalizacja funkcji rézniczkowalnych:
algorytm Newtona
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Wielomian Taylora i wzér Taylora

Wielomian:

(m)
+.. .—I—if mgﬂUo) (@—x0)™

)
1!

(o)
2!

P (z;20) = flxo)+ ’

(@—zg)+

(x—10)
nazywamy Wielomianem Taylora rzedu m funkcji f w punkcie xzg.

Wielomian Taylora coraz lepiej przybliza przebieg funkcji wokét punktu
xo dla coraz wiekszych m.
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Wielomian Taylora i wzér Taylora

Wielomian:

2 / (m) (o)

f'wo ot
o —

1!

f// (x())

Pr(z;20) = flao)+ o1

(@—zg)+

(®—20) (@ —x0)"

nazywamy Wielomianem Taylora rzedu m funkcji f w punkcie xzg.

Wielomian Taylora coraz lepiej przybliza przebieg funkcji wokét punktu
xo dla coraz wiekszych m.

[ Wzér Taylora: Btad oszacowania funkcji f(z) wielomianem Taylora‘
P (x;20) wokdt punktu zp:

(m+1)
f i (5) (x o xo)m+17

f(@) = Pu(wia0)+ Rn(wiw0), - Ron(wia0) = %

reszta w postaci Lagrange'a

gdzie ¢ jest punktem lezacym miedzy = a zg
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Wielomiany Taylora — przykfad

Rozwiniecie Taylora funkcji f(z) = e® w punkcie zg = 0.
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Wielomiany Taylora — przykfad

Rozwiniecie Taylora funkcji f(z) = e® w punkcie zg = 0.

f(z)=¢€" flzg) =€ =1 Py(z;0) =1
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Wielomiany Taylora — przykfad

Rozwiniecie Taylora funkcji f(z) = e® w punkcie zg = 0.
fz)=e" flzg) =€ =1 Py(z;0) =1
fl(x)=¢e" fl(zo) =€’ =1 P (z;0)=1+Hz=1+ux
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Wielomiany Taylora — przykfad

Rozwiniecie Taylora funkcji f(z) = e® w punkcie zg = 0.

fz)=e" flzg) =€ =1 Py(z;0) =1

fl(x)=¢e" fl(zo) =€’ =1 P (z;0)=1+Hz=1+ux
fl@)y=e"  fao)=e=1 Pyz;0)=1+z+ie=1+z+%
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Wielomiany Taylora — przykfad

Rozwiniecie Taylora funkcji f(z) = e® w punkcie zg = 0.
f@)=e"  flw)=€e"=1  Py(2;0)=

fl(x)=¢e" fl(zo) =€’ =1 P (z;0)=1+Hz=1+ux

fllay=e®  f(zo)=e"=1 Py

(

0)
.Z',O) 1—|—x—|—2'(£i1+3§'+
f@)=e* fO(zg)=e"=1 Ps(x;0)

l+x+ % +
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Wielomiany Taylora — przykfad

f(z) =€, xo = 0.

0 =0
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Wielomiany Taylora — przykfad

f(z) =€, xo = 0.

Po(z;0) =1

zo =0
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Wielomiany Taylora — przykfad

f(z) =€, xo = 0.
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Wielomiany Taylora — przykfad

f(z) =€, xo = 0.

zo =0
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Wielomiany Taylora — przykfad

f(z) =€, xo = 0.

2 3
3(2;0) = 14z + & + %

zo =0
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Zatozenia metody Newtona

Warunek wystarczajacy na minimum: Jesli f/(z*) =01 f"(z*) > 0
w punkcie z* € X, to funkcja f(z) ma minimum lokalne w z*.
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Zatozenia metody Newtona

Warunek wystarczajacy na minimum: Jesli f/(z*) =01 f"(z*) > 0
w punkcie z* € X, to funkcja f(z) ma minimum lokalne w z*.

Wykorzystujac te wtasnos¢ mozemy rozsadnie zatozy¢, ze f”(z*) > 0w
punkcie minimum z* funkgcji f(z)
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Zatozenia metody Newtona

Warunek wystarczajacy na minimum: Jesli f/(z*) =01 f"(z*) > 0
w punkcie z* € X, to funkcja f(z) ma minimum lokalne w z*.

Wykorzystujac te wtasnos¢ mozemy rozsadnie zatozy¢, ze f”(z*) > 0w
punkcie minimum z* funkgcji f(z)

Przyjmujac, ze druga pochodna jest ciggta, zaktadamy dodatkowo, ze
f"(z) > 0 w pewnym otoczeniu punktu z*.
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Metoda Newtona

e Metoda Newtona to iteracyjny algorytm minimalizacji bez
ograniczen funkcji f(x) o ciagtej pierwszej i drugiej pochodnej
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Metoda Newtona

e Metoda Newtona to iteracyjny algorytm minimalizacji bez
ograniczen funkcji f(x) o ciagtej pierwszej i drugiej pochodnej

e Wynikiem metody jest ciag punktéw 1, x2, ... zbiegajacych do
minimum lokalnego z* funkcji f(x)
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Metoda Newtona

e Metoda Newtona to iteracyjny algorytm minimalizacji bez
ograniczen funkcji f(x) o ciagtej pierwszej i drugiej pochodnej

e Wynikiem metody jest ciag punktéw 1, x2, ... zbiegajacych do
minimum lokalnego z* funkcji f(x)

e W kazdej iteracji k = 1,2, ... przyblizamy funkcje f(z)
wielomianem Taylora drugiego rzedu wokét aktualnego punktu xg:

f(@) = Po(zy2p) = fzg) + f'(zp) (@ — 23) + %f”(ﬂﬁk)(x — 1)
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Metoda Newtona

e Metoda Newtona to iteracyjny algorytm minimalizacji bez
ograniczen funkcji f(x) o ciagtej pierwszej i drugiej pochodnej

e Wynikiem metody jest ciag punktéw 1, x2, ... zbiegajacych do
minimum lokalnego z* funkcji f(x)

e W kazdej iteracji k = 1,2, ... przyblizamy funkcje f(z)
wielomianem Taylora drugiego rzedu wokét aktualnego punktu xg:

f(@) = Po(zy2p) = fzg) + f'(zp) (@ — 23) + %f”(ﬂﬁk)(x — 1)
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Metoda Newtona

e Metoda Newtona to iteracyjny algorytm minimalizacji bez
ograniczen funkcji f(x) o ciagtej pierwszej i drugiej pochodnej

e Wynikiem metody jest ciag punktéw 1, x2, ... zbiegajacych do
minimum lokalnego z* funkcji f(x)

e W kazdej iteracji k = 1,2, ... przyblizamy funkcje f(z)
wielomianem Taylora drugiego rzedu wokét aktualnego punktu xg:

f(@) = Po(zy2p) = fzg) + f'(zp) (@ — 23) + %f”(ﬂﬁk)(x — 1)

Przyblizenie funkcji f(z)
funkcja kwadratowa wokdt
Tk

Powéd: Minimum funkgji
kwadratowej umiemy znalezé
analitycznie!

41 /54



Metoda Newtona

Z zatozenia f”(x) > 0 w otoczeniu z*, stad dla xy bliskiego x*

Pols ) = fow) + o) — ) + 5 ) — 0)?

>0

jest parabolg wypuktg posiadajacg minimum
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Metoda Newtona

Z zatozenia f”(x) > 0 w otoczeniu z*, stad dla xy bliskiego x*
1
Py(wsax) = flan) + f'(we) (@ = w) + 5 17 (@) (2 — 2p)?
——
>0
jest parabolg wypuktg posiadajacg minimum

Kolejny punkt xpi1 przyjmujemy wiec jako minimum Py (x; ) uzyskane
poprzez przyréwnanie pochodnej P (x;x) do zera:

Piz;zp) =0 <= fl(ap) + f"(ap)(@—2) =0
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Metoda Newtona

Z zatozenia f”(x) > 0 w otoczeniu z*, stad dla xy bliskiego x*

Pols ) = fow) + o) — ) + 5 ) — 0)?

>0
jest parabolg wypuktg posiadajacg minimum

Kolejny punkt xpi1 przyjmujemy wiec jako minimum Py (x; ) uzyskane
poprzez przyréwnanie pochodnej P (x;x) do zera:

Piz;zp) =0 <= fl(ap) + f"(ap)(@—2) =0

Th41 = T — S (@)
f”(xk)
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Metoda Newtona

Wejscie: procedura wyznaczajaca wartosci f'(z) i f"(x)

w dowolnym punkcie dziedziny; liczba iteracji n;
Inicjalizuj: x; odpowiednio blisko minimum z*
Powtarzajdla k =1,2,...,n:

Wyznacz pierwsza i druga pochodna w zy: f'(zx), f”(xk)

Przypisz xp11 = x) — }c//((lez))

Zwr6¢€ wartos$¢ 41
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Metoda Newtona — przyktad
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Metoda Newtona — przyktad

T
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Metoda Newtona — przyktad

T x
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Metoda Newtona — przyktad

T2

44 /54



Metoda Newtona — przyktad
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Metoda Newtona — przyktad

T2
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Metoda Newtona — przyktad
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Metoda Newtona — przyktad

141'* I3
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkgcji f(z) =e* 4+ e *
fl(z)=¢€"—e™", ffz)=e"+e"

tatwo wyznaczy¢ minimum globalne analitycznie: z* = 0.
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkgcji f(z) =e* 4+ e *

f/(flf) — eﬁ? _671’7 f//(x) — eit _i_efm

tatwo wyznaczy¢ minimum globalne analitycznie: z* = 0.

Rozpoczynamy od rozwigzania r; =1
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkgcji f(z) =e* 4+ e *

f/(flf) — eﬁ? _671’7 f//(x) — eit _i_efm

tatwo wyznaczy¢ minimum globalne analitycznie: z* = 0.

Rozpoczynamy od rozwigzania r; =1

k Tp |z — x|
1 1 1
2 0.238 0.238
3 0.004 0.004
4 2.9-1078 2.9-1078
5 —2.51-10"17 2.51-10717
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkgcji f(z) =e* 4+ e *

f/(flf) — eﬁ? _671’7 f//(x) — eit _i_efm

tatwo wyznaczy¢ minimum globalne analitycznie: z* = 0.

Rozpoczynamy od rozwigzania 1 = 10
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkgcji f(z) =e* 4+ e *
fl(z)=¢€"—e™", ffz)=e"+e"

tatwo wyznaczy¢ minimum globalne analitycznie: z* = 0.

Rozpoczynamy od rozwigzania 1 = 10

k Tk T — x|
1 10 10
2 9 9
3 8 8
4 7 7
5 6 6
6 5 5
7 4 4
8 3 3
9 2.005 2.005
10 1.041 1.041
11 0.263 0.263
12 0.006 0.006
13 6.8-10~8 6.8-108
14 1.5-10~17 1.5-10-17
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkcji f(z) = 2% + 22 + 1
Fla)=20+42  fz)=2

tatwo wyznaczyé minimum globalne analitycznie: z* = —1.
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkcji f(z) = 2% + 22 + 1
Fla)=20+42  fz)=2

tatwo wyznaczyé minimum globalne analitycznie: z* = —1.

Rozpoczynamy od rozwigzania z; = 5

k Tk |z — x|
1 5 6
2 -1 0
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkcji f(z) = 2% + 22 + 1
Fla)=20+42  fz)=2

tatwo wyznaczyé minimum globalne analitycznie: z* = —1.

Rozpoczynamy od rozwigzania z; = 5

k Tk |z — x|
1 5 6
2 -1 0

Metoda Newtona znajduje minimum funkcji kwadratowej doktadnie w
jednym kroku!

Dlaczego?
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkcji f(z) = 2% + 22 + 1
Fla)=20+42  fz)=2

tatwo wyznaczyé minimum globalne analitycznie: z* = —1.

Rozpoczynamy od rozwigzania z; = 5

k Tk |z — x|
1 5 6
2 -1 0

Metoda Newtona znajduje minimum funkcji kwadratowej doktadnie w
jednym kroku!

Dlaczego? Poniewaz przyblizenie kwadratowe jest w tym wypadku
tozsame z funkcja f(z)!
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkgji f(z) = = — log(z)

Foy=1-— @)=

tatwo wyznaczy¢é minimum globalne analitycznie: x* = 1.
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkgcji f(z) = = — log(x)

fay=1-— @)=

X

tatwo wyznaczyé minimum globalne analitycznie: z* = 1.
y y y

Rozpoczynamy od rozwigzania x; = 1.5
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkgcji f(z) = = — log(x)

oy =1 L
f@)=1-,

tatwo wyznaczyé minimum globalne analitycznie: z* = 1.
y y y

) = —

X

Rozpoczynamy od rozwigzania x; = 1.5

k xp |z — ¥
1 1.5 0.5
2 0.75 0.25
3 0.9375 0.0625
4 0.996 0.004
5 0.999 1.53-107°
6 0.999 2.33.10710
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Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkgji f(z) = = — log(z)

Foy=1-— @)=

tatwo wyznaczy¢é minimum globalne analitycznie: x* = 1.

Rozpoczynamy od rozwiazania z; = 3

47 /54



Metoda Newtona — przyktad

Szukamy minimum funkgji f(z) = = — log(z)

Foy=1-— @)=

tatwo wyznaczy¢é minimum globalne analitycznie: x* = 1.

Rozpoczynamy od rozwiazania z; = 3

k T T — a7
1 3 2
2 -3 4
3 —4 5
4 —15 16
5 —16 17
6 —255 256
10 —4294967295 4294967296

Metoda rozbiega sig do (minus) nieskoficzonosci!
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Metoda Newtona

Wymaga dostepu do pierwszej i drugiej pochodne;j
Nie radzi sobie z ograniczeniami dziedziny

W ogo6lnosci algorytm trzeba rozpoczaé dostatecznie blisko
optimum, w przeciwnym wypadku moze sie nawet rozbiec!
Rozpoczety blisko optimum, algorytm zbiega btyskawicznie, zwykle
wystarczy kilka iteracji! (z tego wzgledu zwykle preferowany w
praktyce)
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Zbieznos¢ metody Newtona

[ Przypomnienie (wzér Taylora):

()

(m+1)! ™

f(z) = Pp(z;20) + (x — x

gdzie £ jest punktem lezacym miedzy x a xg. W szczegédlnosci dla m = 1:

F(@) = F@o) + f'@o)(w — o) + 5 f(€)w — m0)?
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Zbieznos¢ metody Newtona

[ Przypomnienie (wzér Taylora):

()

(m+1)! ™

f(z) = Pp(z;20) + (x — x

gdzie £ jest punktem lezacym miedzy x a xg. W szczegédlnosci dla m = 1:

F(@) = F@o) + f'@o)(w — o) + 5 f(€)w — m0)?

Whiosek: Stosujac to twierdzenie do pochodnej f'(z) (dlam =1) z
x =% i xg = x mamy:

Fat) = Fla) + ) - o) + 506 - ),
——
=0

(zaktadamy, ze funkcja jest trzykrotnie rézniczkowalna)
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Zbieznos¢ metody Newtona

[ Przypomnienie (wzér Taylora):

()

(m+1)! ™

f(z) = Pp(z;20) + (x — x

gdzie £ jest punktem lezacym miedzy x a xg. W szczegédlnosci dla m = 1:

F(@) = F@o) + f'@o)(w — o) + 5 f(€)w — m0)?

Whiosek: Stosujac to twierdzenie do pochodnej f'(z) (dlam =1) z
x =% i xg = x mamy:

* *k 1 *
Fi@) = fllaw) + () (@ — o) + 5 () (= — )%,
——
=0
(zaktadamy, ze funkcja jest trzykrotnie rézniczkowalna)

codaje: — ['(ex) = f'(ar)(a® — i) + 51O — 1)

49 /54



Zbieznos¢ metody Newtona

fa) = fa)E - m) + 3O - o)

Z definicji metody Newtona mamy:

Tpo1 — 2 = zp — ¥ —
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Zbieznos¢ metody Newtona

fa) = fa)E - m) + 3O - o)

Z definicji metody Newtona mamy:

Tpo1 — 2 = zp — ¥ —

Uzywajac wzoru w ramce:

F(@p)(@* — o) + 5.7 (€) (@ — ay)?
[ (k)

Tprr— 2 = xp—at+
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Zbieznos¢ metody Newtona

fa) = fa)E - m) + 3O - o)

Z definicji metody Newtona mamy:

Tpo1 — 2 = zp — ¥ —

Uzywajac wzoru w ramce:

Tprr— 2 = xp—at+
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Zbieznos¢ metody Newtona

fa) = fa)E - m) + 3O - o)

Z definicji metody Newtona mamy:

Tpo1 — 2 = zp — ¥ —

Uzywajac wzoru w ramce:

Tprr— 2 = xp—at+ Pl
_ 1 f///(g) * 2
- 2(f”($k)(17 Ti)
Zbiezno$¢ kwadratowa:
|21 — 2| = Bz — )2, Br = ’; ;;,(;i))
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Rzad zbieznosci

[ Niech p > 1 bedzie maksymalng wartoscia, dla ktérej istnieje granica:

[z — 27|
8 = lim B,  gdze B = 1”21
k— 00 |z), — x*|P

Wtedy p nazywamy rzedem zbieznosci ciagu = do x*.
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Rzad zbieznosci

[ Niech p > 1 bedzie maksymalng wartoscia, dla ktérej istnieje granica:

[z — 27|
8 = lim B,  gdze B = 1”21
k— 00 |z), — x*|P

Wtedy p nazywamy rzedem zbieznosci ciagu = do x*.

e Jeslip=1i € (0,1) to ciag ma zbieznos¢ liniowa
(przeszukiwanie dychotomiczne, zfoty podziat, bisekcja)

e Jedli p = 2 to ciagg ma zbiezno$¢ kwadratowg (metoda Newtona)
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Poréwnanie rzedéw zbieznosci
Zatézmy dla uproszczenia, ze zachodzi |z — 2| = Blay, — *|P dla
wszystkich n. Porébwnamy rzedy zbieznoscidla 5 =0.5ip=1,2, tzn:

|xps1 — 2% = 0.5|z — x|, |Zps1 — x| = 0.5]xy, — z*|?
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Poréwnanie rzedéw zbieznosci
Zatézmy dla uproszczenia, ze zachodzi |z — 2| = Blay, — *|P dla

wszystkich n. Porébwnamy rzedy zbieznoscidla 5 =0.5ip=1,2, tzn:

|zkt1 — 27| = 0.5]z) — 27|,

Rozpoczynamy od |z — z*| = 1.

|Zps1 — x| = 0.5]xy, — z*|?

wartosé |z — x|

k

p=1 p=2
1 1 1
2 0.5 0.5
3 0.25 0.125
4 0.125 0.00781
5 0.0625 3.05-107°
6 0.03125 4.66 - 10710
7 0.01563 1.08 - 1071
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Poréwnanie rzedéw zbieznosci
Zatézmy dla uproszczenia, ze zachodzi |z — 2| = Blay, — *|P dla
wszystkich n. Poréwnamy rzedy zbieznoscidla 8 =0.5ip=1,2, tzn:
|xps1 — 2% = 0.5|z — x|, |Zps1 — x| = 0.5]xy, — z*|?

Rozpoczynamy od |21 — z*| = 4.

wartosé |z — x|

k

p=1 p=2
1 2 2
2 1 8
3 0.5 512
4 0.25 131072
5 0.125 8589934592
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Metoda siecznych

e Druga pochodna potrzebna w metodzie Newtona moze byé czasem
trudna (lub wrecz niemozliwa) do pozyskania
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Metoda siecznych

e Druga pochodna potrzebna w metodzie Newtona moze byé czasem
trudna (lub wrecz niemozliwa) do pozyskania

e Rozwiagzanie: Korzystajac z definicji drugiej pochodnej:

. fllz+A) - f(=z)
AH_»no A

f'(@) =

przyblizamy:
f'(an) = f/(@p—1)

Tk — Tg—1

f//(xk) ~
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Metoda siecznych

e Druga pochodna potrzebna w metodzie Newtona moze byé czasem
trudna (lub wrecz niemozliwa) do pozyskania

e Rozwiagzanie: Korzystajac z definicji drugiej pochodnej:

. fllz+A) - f(=z)
AH_»no A

f'(@) =

przyblizamy:
f'(an) = f/(@p—1)

Tk — Tg—1

f//(xk) ~
e W rezultacie dostajemy tzw. metode siecznych:

Tht1 = Tk — (@) (2 — 2p-1)
’ f(ay) = f'(zr-1)
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Metoda siecznych

e Druga pochodna potrzebna w metodzie Newtona moze byé czasem
trudna (lub wrecz niemozliwa) do pozyskania

e Rozwiagzanie: Korzystajac z definicji drugiej pochodnej:

 fla+A) - ()
AH_»no A

f'(@) =

przyblizamy:
f//(xk) ~ f’(il?k) : f,(xk—l)
Tk — Tp—1

e W rezultacie dostajemy tzw. metode siecznych:

et — f(@p) (2 — zp1)
’ f(@y) = f'(zk-1)
e Mozna pokazaé, ze metoda siecznych ma rzad zbieznosci
5 =155 ~ 1,618
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Kryteria stopu algorytméw optymalizacji

Poznane algorytmy moga w zasadzie dziata¢ nieskonczenie dtugo, coraz
lepiej przyblizajac optimum, ale nigdy go doktadnie nie osiggajac.

Potrzebne jest wiec dodatkowe kryterium stopu
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Kryteria stopu algorytméw optymalizacji
Poznane algorytmy moga w zasadzie dziata¢ nieskonczenie dtugo, coraz
lepiej przyblizajac optimum, ale nigdy go doktadnie nie osiggajac.
Potrzebne jest wiec dodatkowe kryterium stopu

Dla uproszczenia dotychczas stosowali$my kryterium czasu obliczen, w
ktérym z goéry zadana jest liczba iteracji n.
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Kryteria stopu algorytméw optymalizacji
Poznane algorytmy moga w zasadzie dziata¢ nieskonczenie dtugo, coraz
lepiej przyblizajac optimum, ale nigdy go doktadnie nie osiggajac.
Potrzebne jest wiec dodatkowe kryterium stopu

Dla uproszczenia dotychczas stosowali$my kryterium czasu obliczen, w
ktérym z goéry zadana jest liczba iteracji n.

Alternatywnie, mozna rozwazac¢ kryteria jakosci przyblizenia x; wyrazone
za pomoca numerycznej statej ¢ (np. € = 10™%), np. zatrzymaj algorytm:

o Jedli |z — x*| < e (co otrzymujemy z analizy teoretycznej)
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Kryteria stopu algorytméw optymalizacji
Poznane algorytmy moga w zasadzie dziata¢ nieskonczenie dtugo, coraz
lepiej przyblizajac optimum, ale nigdy go doktadnie nie osiggajac.
Potrzebne jest wiec dodatkowe kryterium stopu

Dla uproszczenia dotychczas stosowali$my kryterium czasu obliczen, w
ktérym z goéry zadana jest liczba iteracji n.

Alternatywnie, mozna rozwazac¢ kryteria jakosci przyblizenia x; wyrazone
za pomoca numerycznej statej ¢ (np. € = 10™%), np. zatrzymaj algorytm:
o Jedli |z — x*| < e (co otrzymujemy z analizy teoretycznej)
o Jesli | f'(xk)| < € (korzystajac z faktu, ze f/(z*) = 0)
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Kryteria stopu algorytméw optymalizacji

Poznane algorytmy moga w zasadzie dziata¢ nieskonczenie dtugo, coraz
lepiej przyblizajac optimum, ale nigdy go doktadnie nie osiggajac.

Potrzebne jest wiec dodatkowe kryterium stopu

Dla uproszczenia dotychczas stosowali$my kryterium czasu obliczen, w
ktérym z goéry zadana jest liczba iteracji n.

Alternatywnie, mozna rozwazac¢ kryteria jakosci przyblizenia x; wyrazone
za pomoca numerycznej statej ¢ (np. € = 10™%), np. zatrzymaj algorytm:
o Jedli |z — x*| < e (co otrzymujemy z analizy teoretycznej)
o Jesli | f'(xk)| < € (korzystajac z faktu, ze f/(z*) = 0)

o Jedli % < € (relatywna zmiana rozwigzania niewielka)
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Kryteria stopu algorytméw optymalizacji

Poznane algorytmy moga w zasadzie dziata¢ nieskonczenie dtugo, coraz
lepiej przyblizajac optimum, ale nigdy go doktadnie nie osiggajac.

Potrzebne jest wiec dodatkowe kryterium stopu

Dla uproszczenia dotychczas stosowali$my kryterium czasu obliczen, w
ktérym z goéry zadana jest liczba iteracji n.

Alternatywnie, mozna rozwazac¢ kryteria jakosci przyblizenia x; wyrazone
za pomoca numerycznej statej ¢ (np. € = 10™%), np. zatrzymaj algorytm:
Jedli |z, — x*| < e (co otrzymujemy z analizy teoretycznej)

Jesli | f/(zr)| < € (korzystajac z faktu, ze f/(z*) = 0)

Jesli % < € (relatywna zmiana rozwigzania niewielka)

Tp_
o Jedli % < € (relatywna zmiana jakosci rozwiazania
niewielka)
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