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Uwaga: odnosze sie do numeréw slajdéw lub numeréw zadania domowych w formacie wyklad typ numer, gdzie typ
to ,s” (slajd) lub ,2” (zadanie domowe); np., ,2s10” oznacza ,wyklad nr 2, slajd nr 10”, a ,,724” oznacza ,wyklad nr
7, zadanie nr 4”.

Egzamin bedzie si¢ sktadal z jednego zadania rozgrzewkowego i 6 zadan gléwnych. Bedzie tacznie 100
punktéw do zdobycia za wszystkie zadania, i od tej wartosci liczone sg progi zgodnie z ponizsza tabelka:

punkty ocena

91-100 5.0
81-90 4.5
71-80 4.0
61-70 3.5
51-60 3.0

0-50 2.0

Uktad zadan bedzie sie przedstawial nastepujaco. Uwaga: jedno z ponizszych zadan nie wystapi!

1.

Proste zadanie rozgrzewkowe, np. ,podaj aksjomaty Kolmogorowa” albo ,podaj aksjomaty Kolmogorowa”.
Celem tego zadania jest polepszenie Panstwa nastroju przy rozwiazywaniu dalszych zadan.

. Zadanie przygotowywane przez dr. Jedrzeja Potonca, dotyczace tematyki prawdopodobienstw warunkowych,

twierdzenia Bayesa, zliczenia prawdopodobienistw calkowitych, niezaleznosci, by¢ moze réwniez okreslenia prze-
strzeni probabilistycznej i zapisania pewnych zdarzen.

Zadanie przygotowywane przez dr. Jedrzeja Potonca dotyczace zmiennych losowych dyskretnych, np. okresle-
nia rozkladu zmiennej, policzenia wartosci oczekiwanej, wariancji, dystrybuanty, odpowiedzenia na pytania o
prawdopodobienstwa pewnych zdarzen, itp.

Zadanie, ktére bedzie obejmowaé elementy kombinatoryki oraz liczenie warto$ci oczekiwanych. Bedzie to polacze-
nie zadan typu 123, 1z4, 125 z zadaniami typu 8z3, 824, 8z5 (patrz réwniez zadania w 8s5-8s10). Alternatywnie,
zadanie moze zawiera¢ element dotyczacy liczenia warunkowej wartosci oczekiwanej, podobnie jak np. w za-
daniach 7s15, 7s20, 7s21, 723, Tz4, lub przyblizenie rozkladem Poissona (jak w 5837 lub 527). Istotne bedzie
wypisanie wszystkich zmiennych losowych i staranne wskazanie z jakiego prawa/wzoru sie korzysta przy liczeniu!
(np. z prawa 7s18 lub 8s4)

Udowodnienie ktérego$ z twierdzen /wlasnosci przedstawionych na wykladzie (lub wydelegowanych do zrobienia
w domu) z ponizszej listy wybranych najciekawszych zagadnien:

e Pokazanie, ze o-cialo jest zamkniete operacje teoriomnogosciowe: 2512, 2s13 i 2814 /222

e Dowdd wzoru na prawdopodobiefistwo sumy (2s22) 1 wynikajacej z niego nieréwnosci 2s24 (i/lub 2z5)

e Wyprowadzenie wzoru na prawdopodobienstwo catkowite (3s18) i/lub twierdzenia Bayesa (3s24)

e Wykazanie braku pamieci rozkladu geometrycznego (5s32) i/lub wykladniczego (9s12)

e Udowodnienie wzoru na warto$¢ oczekiwana funkeji zmiennej losowej (6s23/6z4) i udowodnienie na jego
podstawie wlasnosci liniowosci wartosci oczekiwanej (6s24)

e Dowdd nieréwnosci Markowa (6s45) i udowodnienie na jej podstawie nieréwnosci Czebyszewa (6s46)

e Dowdd addytywnosci wartosci oczekiwanej dla dwdch zmiennych losowych (8s3) i rozszerzenie go na n
zmiennych losowych (8s4, 8z2)

e Wybrany dowdéd/dowody twierdzen dotyczacych wariancji: wzoru ,skréconego mnozenia” (6s35), prawa
skalowania wariancji (6s40), wzoru skréconego mnozenia dla kowariancji (s814), wzoru na wariancje sumy
i réznicy zmiennych losowych (8s17), wzoru na warto$é oczekiwana iloczynu zmiennych niezaleznych (8s27,
828 /827 1 wniosek 8s29), wariancje sumy/réznicy zmiennych niezaleznych (8s30) z rozszerzeniem na n
zmiennych (8s31/8z8). Nalezy rozumieé zaleznosci miedzy tymi faktami (co z czego wynika).



e Dowdd stabego prawa wielkich liczb Chihczyna (11s11-11s14) wychodzac z nieréwnosci Czebyszewa

e Elementy dowodu Centralnego Twierdzenia Granicznego: 12826 i/lub 12827 i/lub 12s30-12s31

Uwaga: Aby zniecheci¢ Panstwa do uczenia si¢ dowodéw na pamieé, moze pojawié sie¢ pewna modyfikacji twier-
dzef (wymagajaca wprowadzenia odpowiedniej modyfikacji w dowodzie) lub dodatkowe pytanie sprawdzajace
zrozumienie.

6. Zadanie dotyczace zmiennych losowych cigglych, np. wyznaczenie rozkladu pewnej zmiennej losowej (byé moze
korzystajac z przeksztalcenia gestosci 9s18, 9s19, 9z4), obliczenie normalizacji gestosci (jak w 9z1), policzenia
rozkladéw brzegowych i warunkowych (jak w 10s6, 10s7, 10z1, 10z2), policzenia maksimum (jak w 10z17),
wyznaczenie dystrybuanty z gestosci lub gestosci z dystrybuanty, lub policzenia czegos w modelu geometrycznym
(np. 1529, 126, 127). Poniewaz w ktérym$ momencie pojawi si¢ zapewne catka, wzér na caltke zostanie wypisany
w treéci zadania jako przypomnienie.

7. Zadanie dotyczace obliczenia prawdopodobienistw z rozkladu normalnego, ewentualnie uzywajac uprzednio przy-
blizenia Centralnym Twierdzeniem Granicznym: 9z11 i 1259/122z2 (prosze zwrdci¢ uwage, ze wszystkie te zadania
opieraja sie na jednym schemacie ustandaryzowania zmiennej losowej i zapisania wyniku w postaci dystrybuanty
rozkladu normalnego standardowego).

8. Zadanie dotyczace statystyki matematycznej: moze to byé np. sprawdzenie cech estymatora (zgodnosé, nieob-
ciazonos¢, minimalna wariancja z tw. Craméra-Rao, relacja efektywnoséci — poréwnaj przyklady 13z2, 13s18,
13825, 1324, 13s28-13s29, 13s30) lub policzenie estymatora przedzialowego (jak np. w 14s10, 14s14, 14s21). W
zadaniu pojawia sie na pewno elementy testujace zrozumienie tematu.

Zadania nie beda punktowane réwno, poniewaz beda réznily sie pracochlonnoscia. W szczegdlnosci, zadania 2 i 3
(J. Potofica) beda najobszerniejsze. Czas pisania egzaminu to 2 godziny zegarowe.

Uwaga: Jesli sa Panstwo ciekawi, jak wygladal egzamin rok temu, przyktadowy arkusz dla jednej z grup znajduje
sie pod tym adresem. W zeszlych roku bylo zadanie rozgrzewkowe, 7 zadan podstawowych i jedno dodatkowe, co
spowodowalo znaczne przekroczenie czasu pisania. W tym roku zadan bedzie wigc mniej.


http://www.cs.put.poznan.pl/wkotlowski/mp/egzamin2019.pdf

