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poprawkowy
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Zadanie 1 [8pkt]

Podaj aksjomaty Kotmogorowa dla miary prawdopodobienstwa P zdefiniowanej na o-ciele zdarzen
F C 2. Odpowiedz zwiezle, bez rozpisywania sie. Odpowiedz: wyklad 2, slajd 13

Zadanie 2 [18pkt]

W Leénym Patacu kupuje si¢ w beczkach nie tylko jabtka. Przyptywa w nich réwniez, z dalekich krajow,
specjalne, bardzo kosztowne wino przeznaczone wytacznie dla Kréla Elféw. Jedna beczka kosztuje
az 300 ztotych monet, nie dziw wiec, ze elfowie kupili tylko 21 beczek. Poniewaz beczki musiaty daleko
podrézowaé w upale, wiec wino miato duzo czasu, zeby zamieni¢ sie w ocet. Zawarto$é¢ kazdej beczki,
niezaleznie od innych, przefermentowala w ocet z prawdopodobienstwem 1%. Niech zmienna losowa
X oznacza liczbe beczek, w ktérych zamiast wina znajduje sie ocet, a Y warto$¢ poniesionej w ten
sposéb straty (wartosé uzyskanego octu jest pomijalnie mata).

(a) Podaj funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej X. [2pkt]
21 6 k 5 21—k
P(X =k)= — — ke{0,1,...,21
( ) <k>(11> <1l> {0.1,....21}
(b) Oblicz wartosé srednia i odchylenie standardowe zmiennej losowej X. [2pkt]

px =220 13 s px oy fu. B2 VO o0
11 11 ’ 1111 11

(c) Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba beczek z octem? [4pkt] (n+1)p = 12 jest calkowite,
zatem sg dwie takie wartoéci: 11 oraz 12

(d) Podaj funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y. [2pkt]

P(Y =300k) = P(X =k) ke {0,1,...,21}

(e) Oblicz $rednig wartosé¢ starty. [2pkt]

EY =300EX = @ ~ 3436

(f) Oblicz wariancje zmiennej losowej Y. [4pkt]

3002 - 630 _ 56700000

D?Y = 300°D*X =
300 112 121

~ 468595

(g) Jaka jest najbardziej prawdopodobna wartos¢ straty? [2pkt] To jest przeskalowany rozklad dwu-
mianowy, wystarczy zatem pomnozy¢ najbardziej prawdopodobna liczbe beczek z octem przez
wartos¢ beczki: 11 - 300 = 3300 oraz 12 - 300 = 3600
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Zadanie 3 [18pkt]

Niezadowoleni z olbrzymich start elfowie w Leénym Patacu opracowali magiczng rézdzke, ktéra zanu-
rzona w beczce wina potrafi, z pewnym prawdopodobienstwem, przewidzie¢ czy wino fermentuje w
ocet i niedtugo stanie si¢ niezdatne do spozycia. Mianowicie, obserwacje w jednym roku wykazaly, ze
rézdzka niepoprawnie okresla fermentujace w ocet wino jako zdatne do dalszego przechowywania w
trzech przypadkach na siedem, a zdatne do dalszego przechowywania wino jako fermentujace w ocet
w czterech przypadkach na pie¢. Zawarto$é¢ kazdej beczki, niezaleznie od innych, fermentuje w ocet
z prawdopodobienstwem %.

(a) Przypisz symbole nastepujacym zdarzeniom i wykorzystaj podczas dalszego rozwiazywania zada-

nia: [1pkt]

e zawartos¢ beczki fermentuje w ocet; F
e beczka jest zdatna do dalszego przechowywania; F’
o r6zdzka wskazala, ze zawartosé beczki fermentuje w ocet. R

(b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zawarto$é beczki fermentuje w ocet, a jakie, ze beczka jest zdatna
do dalszego przechowywania? [1pkt]

PR =2 pEy=2

—_

(c) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rézdzka wskazala, zZe zawartosé beczki fermentuje w ocet pod
warunkiem, ze zawarto$¢ beczki fermentuje w ocet? [2pkt]
3

4
P(RIF)=1-P(R|F)=1-_=_

(d) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rézdzka wskazala, ze zawarto$é beczki fermentuje w ocet pod
warunkiem, ze beczka jest zdatna do dalszego przechowywania? [2pkt]

4
P(RIF) = -

(e) Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia rézdzka wskazala, Ze zawartosé beczki fermentuje w ocet?
[4pkt]

P(R) = P(R|F)P(F) + P(R|F")P(F') =

1

4 5 52
)

o
11

=3~
—
-
-

Elfowie zanurzyli rézdzke w jednej z beczek i stwierdzili, ze rézZdzka wskazala, zZe zawartosé beczki
fermentuje w ocet.

(f) Biorac pod uwage wskazanie rézdzki jakie jest prawdopodobienstwo, ze zawarto$é beczki fermentuje
w ocet? [4pkt] ,
P(RIF)P(F) 2-& 24
P F R fr— fr— = = —
(FIR) P(R) 52 52

(g) Biorac pod uwage wskazanie rézdzki jakie jest prawdopodobienstwo, ze beczka jest zdatna do
dalszego przechowywania? [2pkt]

28
P(F'|R)=1— P(F|R) = )
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(h) Czy elfowie powinni zostawi¢ beczke do dalszego przechowywania czy raczej przeznaczy¢ jej za-
warto$¢ do bezposredniego spozycia? Odpowiedz uzasadnij. [2pkt] Ze wskazan rézdzki wynika,
ze zawarto$¢ raczej jest zdatna do dalszego przechowywania niz fermentuje (P(F'|R) > P(F|R)).

Zadanie 4 [14pkt]

W restauracji jest 5 duzych stolikéw (mieszczacych dowolna liczbe gosci). Do restauracji wchodzi 10
gosci 1 siada przy losowo wybranych stolikach. Oblicz (uzasadniajac wynik):

(a) Prawdopodobienstwo zdarzenia A, ze dany (np. pierwszy) stolik bedzie pusty [3pkt]

Niech 2 bedzie zbiorem wszystkich mozliwych przydzialéw (rozréznialnych) gosci do
(rozréznialnych) stolikow. Mamy || = 510, bo kazdy z gosci moze wybraé jeden z 5 stolikéw
(wariacja z powtorzeniami). Dostajemy tez |A| = 4!°, bo kazdy z goéci moze teraz wybraé

dowolny stolik poza pierwszym. Czyli P(A) = (%)

(b) Prawd. zdarzenia B, ze wszyscy goscie usiada przy jednym stoliku [2pkt]

|B| = 5, bo tyle jest sposobéw przydziatu wszystkich pasazeréw do jednego stolika (tyle, ile

stolikow). Cayli P(B) = {gf = &

(¢) Prawd. zdarzenia C, ze przy kazdym stoliku usiadzie po 2 gosci. [3pkt]

Mozemy ustawié¢ gosci w dowolna permutacje i przyporzadkowac¢ im po kolei numerki stolikdw
1,1,2,2,3,3,4,4,5,5. Daje to 10! sposobéw, ale poniewaz podmiana kolejnosci gosci siedzacych
przy tym samym stoliku nie zmienia konfiguracji przydziatlu, musimy to jeszcze podzieli¢ przez

25, ezyli |C| = 12—(33!, a stad: P(C) = 2;2{0

(d) Oczekiwang liczbe pustych stolikéw. Uwaga: wykorzystaj addytywnosé wartosci oczekiwanej, wy-
raznie zdefiniuj odpowiednie zmienne losowe! [6pkt]

Niech zmienna losowa X; € {0,1}, i =1,...,5, okredla czy i-ty stolik jest pusty. Z punktu (a)
10
mamy P(X; =1)=EX; = (%) . Zauwazmy teraz, ze zmienna Y = X1 + Xo 4+ ... + X5 jest

sumaryczng liczba pustych stolikéw.

4 10

Zadanie 5 [14pkt]

Niech X ~ Go(p) okresla liczbe porazek do uzyskania pierwszego sukcesu, P(X = k) = (1 — p)*p.
(a) Oblicz prawdopodobienstwo P(X > k) dla dowolnego k =0,1,2,.... [7pkt]
PX>k) =) PX=k=>(1-pp=>10-p"pd (1-p'=( —p)kp;) = (1-p)*
i=k i=k =0

(b) Wykaz wlasnosé braku pamieci tego rozkladu, tzn. pokaz ze P(X > k+ (| X > k) = P(X > {)
dla dowolnych k, ¢ =0,1,2,... [7pkt].
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PU{XZ>k+0Nn{X>k}) PHX>k+{})
P{X > k}) - P{X >k}

kL
:w = (1-p = P(X>0)

P(X>k4+/UX > k) =

Zadanie 6 [14pkt]

Profesor Kowalski ocenia egzaminy uzywajac ciaglej skali od 0 do 1. Okazuje sie, ze wynik losowego
egzaminu jest dobrze modelowany ciagla zmienna losowa X € [0, 1] o gestosci prawdopodobiefstwa:

ezl —2z) dlaxze]0,1]
f(x)_{o dla = ¢ [0, 1]

(a) Wyznacz stala normalizacyjna rozktadu c. [3pkt]

1—/O:Of(:n)dx—/Olcl‘(l—x)d:n—c(/olm—/olxg) —(‘(f’i-i)é) :g-/

stad ¢ = 6.

(b) Wyznacz wartosé¢ oczekiwana EX. [4pkt]

"0 1
EX:./iofo( m—6/ (1-2) :1:—6/ x —6/ o3 :6— —61‘025

(c) Wyznacz wariancje D?(X). Wskazéwka: uzyj wzoru skréconego mnozenia dla wariancji. [4pkt]

Poniewaz D?(X) = E(X?) — (EX)? = E(X?) — 1, pozostaje policzy¢ E(X?):

41 LL’51 6
(X9=/ )do 7) 4’0 5‘0 20

. N . .1
Czyli wariancja wynosi o .

(d) Ocene niedostateczna otrzymuje sie przy punktacji ponizej 0.5. Oblicz prawdopodobienistwo otrzy-
mania takiej oceny [3pkt]

Bezposrednio z symetrii rozktadu mozna zauwazy¢, ze P(X < 0.5) = P(X > 0.5), co oznacza, ze
P(X < 0.5) = 5. Mozna to tez policzy¢:

0.5 22,05 23,05 1 1 1 1
P(X < 0.5) = l—z)dz=6|2] —X —6(-— — S
(X < 0.5) 6/0 2(1—2)dz 6(2 ) 3(0 ) 6(8 24) 6= =5

Wskazowka: do policzenia wszystkich punktéw wystarczy znajomosé jednej catki:

/ o dp — In |z| dla o = -1
voar= h%ax‘”l dla o # —1.

Zadanie 7 [14pkt]

Oficjalna waga popularnego telefonu o nazwie iNorm wynosi 205 gramoéw. Z powodu drobnych roz-
nic gestosci materialéw uzytych w produkcji, faktyczna waga tego urzadzenia rézni sie nieznacznie

4/5



od tej wartosci i moze byé¢ modelowana jako zmienna losowa X o rozklad normalnym z wartoscig
oczekiwang 205 g i odchyleniem standardowym 1.5 g. Odpowiedz na ponizsze pytania, wyniki wpierw
przedstawiajac za pomoca wyrazen zawierajacych dystrybuante standardowego rozktad normalnego
®(x), a nastepnie podaj konkretne wyniki liczbowe korzystajac z (niektérych z) nastepujacych warto-

Sci:

®(0) = 0.5, (1) = 0.841, ¢(2) = 0.977, ¢(3) = 0.999, ®(4) = 0.99996. Uwaga: w obliczeniach

uzyj symbolu Z ~ N(0, 1) na oznaczenie zmiennej o rozkltadzie standardowym normalnym.

(a)

Jaka jest szansa, ze waga losowo wybranego telefonu iNorm bedzie réznita sie od oficjalnej o mniej
niz 8 gramy? [7pkt]

Trzeba policzy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia {205 — 3 < X < 205 + 3}. Poniewaz

X ~ N(205,1.5?) to Z = 2729 ~ N(0,1). Mamy:

202 — 205 - X — 205 - 208 — 205
1.5 1.5 1.5
= B(2) — B(~2) = B(2) — (1 — B(2)) = 2B(2) —1 =2-0.977 — 1 = 0.954

P(202<X<208)—P< )—P(—2<Z<2)

Jasio kupil telefon iNorm z niepewnego zrédla i stwierdzil, ze jego waga wynosi tylko 199 g. Zanie-
pokojony, czy telefon jest na pewno oryginalng produkcja, chcialby poznaé prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze losowy wybrany (oryginalny) iNorm bedzie mial wage mniejszq badZz réwng od 199
g. Poméz Jasiowi to policzyé. [7pkt]

X — 205 199 — 205
P(X < 199) = p< =P ) — P(Z < —3) = ®(=3) = 1 — &(3) = 0.00004
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