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Zadanie 1 [8pkt]

Podaj aksjomaty Kotmogorowa dla miary prawdopodobienstwa P zdefiniowanej na o-ciele zdarzen
F C 29 Odpowiedz zwiezle, bez rozpisywania sie. Odpowiedz: wyklad 2, slajd 18

Zadanie 2 [16pkt]

Swietnie prosperujace kasyno z Bree otworzylo filic w Staddle, w ktérej wprowadzilo zupelnie nowa,
nietypowa gre. Gracz rozpoczyna gre z 1 punktem, a gra toczy si¢ doktadnie 5 rund. W kazdej rundzie
gracz i krupier rzucaja kostka: gracz zwykla, uczciwa kostka szedcioscienna, natomiast krupier uczciwa
kostka szescioscienna na ktérej dwa razy wystepuje cyfra 1, dwa razy cyfra 2 i dwa razy cyfra 3, nie
ma natomiast cyfr od 4 w gére. Runda jest okre$lana jako zwycieska, jezeli gracz i krupier wyrzuca
na kostkach te sama warto$¢. W kazdej zwycieskiej rundzie liczba punktéow gracza jest podwajana.
Kasyno wyptaca nagrody wg przelicznika: 1 punkt = 1 srebrna moneta. Niech zmienna losowa N
oznacza liczbe zwycieski rund, a zmienna losowa W liczbe punktéw gracza po rozegraniu wszystkich
rund, tj. wysoko$é wyplaconej nagrody.

(a)

(b)

(c)

W kazdej rundzie, jakie jest prawdopodobienstwo, ze runda okaze si¢ zwycieska? [2pkt] é./ bo
takie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia takiej samej wartosci jak ustalony wynik krupiera

Podaj nazwe i parametry rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej N. [2pkt] Rozktad
dwumianowy B(5, 1)

Oblicz $rednia liczbe zwycieskich rund. [1pkt]

Podaj, w formie funkcji prawdopodobienstwa, rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej W.
[2pkt]
5 1 k 5 5—k
P(W=2"=P(N=k) = I <6> (6> ke{0,1,...,5}

Oblicz $rednia liczbe punktéw, ktore zdobedzie gracz w ciagu gry. [4pkt] To niestety jest tro-
che pracochlonne
5° 54 5 5 5 1 16807

EW=1-—+2-5-—+4-10- =+8-10- =4+16-5- - +32- —
6o+ 60TL 65jL 65Jr o 65Jr 65 65

~ 2,1614

Ile minimalnie srebrnych monet kasyno musi pobiera¢ jako optate za przystapienie do gry, zeby
z prawdopodobienstwem przynajmniej 90% gracz stracit na grze? OdpowiedZ uzasadnij. [3pkt]
Wykorzystujemy prawdopodobienstwa obliczone w poprzednim punkcie i obserwujemy, ze

=5

P(W<4):P(N<2):%+O6

A

k4 10,[’3 7500
S A ‘é ~ 0,965

Podczas gdy

5° 5.5% 6250
Zatem kasyno musi pobiera¢ przynajmniej 4 srebrne monety jako oplate za gre
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(2)

Ile minimalnie srebrnych monet kasyno musi pobiera¢ jako optate za przystapienie do gry, zeby
dhugoterminowo nie straci¢ na prowadzeniu gry? [2pkt] Co najmniej tyle co $rednia wartoscé
wygranej EW

Zadanie 3 [16pkt]

Niestety, kasyno w Staddle od samego poczatku ma duzy problem: do szefa kasyna zglosit sie jeden z
graczy, ktory twierdzi, ze uzywane przez kasyno kostki sg zaczarowane. Gracz mianowicie twierdzi, ze
na kazdej z pieciu kostek szescio$ciennych (o standardowo numerowanych $ciankach: 1, 2, ..., 6) 6-tka
wypada z prawdopodobienstwem %. Szef odpowiedzial na to: na 99% nasze kostki sq uczciwe . ..

(a)

Przypisz symbole nastepujacym zdarzeniom i wykorzystaj podczas dalszego rozwiazywania zada-
nia: [1pkt]

e kostki sa uczciwe; H;
e kostki sa nieuczciwe; Ho

e wypadly cztery 6-tki i jeden inny wynik w jednoczesnym rzucie wszystkimi piecioma kostka-
mi. &

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kostki s¢ uczciwe, a jakie, ze kostki sq nieuczciwe? [1pkt]

99 1

P(Hl):m P(HQ):m

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wypadly cztery 6-tki i jeden inny wynik pod warunkiem, ze

kostki sq uczciwe? [2pkt]
5\ (1\*/5\' 5
P(E|Hy) = -) (2) =2
(E|E) <4> <6> <6> 6>

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wypadly cztery 6-tki ¢ jeden inny wynik pod warunkiem, ze
kostki sq nieuczciwe? [2pkt]

5\ /5\* /1\' 5°

4)\6 6 o

Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia wypadty cztery 6-tki i jeden inny wynik? [3pkt]

5299 55 1 52.224
P(E) = P(E|H,)P(H P(E|H)P(Hy) = —— + — — = =~
(E) (E|Hy)P(Hy) 4+ P(E|H)P(Hs) 6100 T 6100 ~ 65100

...po czym rzucil jednoczesnie wszystkimi piecioma kostkami i wyrzucil cztery 6-tki oraz jeden

inny wynik.

(f)

(2)

Biorac pod uwage wynik rzutu jakie jest prawdopodobienstwo, ze kostki sq uczciwe? [4pkt]

2, 0
Py p) < PEHIPE) 5799 990
P(E) 52.224 224

Biorac pod uwage wynik rzutu jakie jest prawdopodobienstwo, ze kostki sq nieuczciwe? [1pkt]

125
P(Hy|E) =1~ P(H\|[E) = - ~ 56%
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(h) Czy gracz powinien przyja¢ do wiadomosci zapewnienia szefa czy raczej drazyé temat? Odpowiedz
uzasadnij. [2pkt] Raczej drazy¢ temat, poniewaz P(Hs|E) > P(H;|FE), a wiec dowody (stabo!)
przemawiaja za Hs.

Zadanie 4 [13pkt]
Rzucamy N razy kostka (zal6z N > 2), uzyskujac w ten sposéb ciag N cyfr ze zbioru {1,2,3,4,5,6}.

(a) Wyznacz prawdopodobienistwo zdarzenia A, ze zadne sasiadujace cyfry sie nie powtarzaja (np. dla
N = 7 ciag 1,4,2,5,6,4,1 ma taka wlasnoéé, a ciag 3,4,2,2,5,6,1 nie ma). Zréb to starannie:
zdefiniuj 2, wyznacz ||, |A| i oblicz prawdopodobienstwo z modelu klasycznego. [6pkt]

2 mozna zdefiniowaé jakie wszystkie mozliwe ciagi o dlugosci N zlozone z cyfr z {1,2,3,4,5,6},
czyli || = 6". Ciagi sprzyjajace zdarzeniu A maja dowolna pierwsza cyfre, a kazda kolejna
moze zosta¢ wybrana tylko z pieciu mozliwych (poniewaz jedna — réwna poprzedniej — jest

AN-1
zabroniona). Czyli |[A| =6 -5V~ a stad P(A4) = (%)

(b) Oblicz wartos$é oczekiwana liczby dwucyfrowych liczb (zlozonych z sasiadujacych cyfr), ktére sa
podzielne przez 3. Przyklad: przy N = 5iciagu 2,4, 1,5, 3 dostajemy liczby 24,41, 15,53, z ktérych
pierwsza i trzecia s podzielne przez 3. Uwaga: Wykorzystaj addytywnosé wartosci oczekiwanej,
wyraznie zdefiniuj odpowiednie zmienne losowe! Wskazowka: liczba jest podzielna przez 3 wtedy
i tylko wtedy gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 3. [7pkt]

Niech zmienna losowa X; € {0,1}, i =1,..., N — 1, okresla czy dwucyfrowa liczba zaczynajaca
sie na pozycji ¢ jest podzielna przez 3 (X; = 1), czy nie jest podzielna przez 3 (X; = 0). Na 36
mozliwych dwucyfrowych liczb 11,12, ...,65,66 mamy 12 liczb podzielnych przez 3:
12,15,21,24, 33,36, 42,45, 51,54, 63,66. Stad otrzymujemy EX; = P(X; =1) = £ = 1.
Zauwazmy teraz, ze zmienna Y = X1 4+ Xo 4+ ...+ Xxy_1 jest sumaryczna liczba dwucyfrowych
liczb podzielnych przez 3. Tym samym:

N -1
EY:E(X1+X2—|—...+XN_1>:EX1+EX2—|-...—|—EXN_1:T

Zadanie 5 [11pkt]

Niech X1, X3, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie z EX; = p
i D*(X;) = 0%. Niech X,, = % 1 X; bedzie $rednia arytmetyczna z pierwszych n zmiennych.

(a) Udowodnij, ze E(X,) = p oraz D*(X,) = %2, wyraznie zaznaczajac z jakich praw korzystasz
[6pkt].

(b) Na podstawie nier6wnosci Czebyszewa i wynikéw z poprzedniego punktu udowodnij stabe prawo
wielkich liczb Chinczyna, tzn. ze dla dowolnego € > 0:

lim P(| X, —pl>¢ =1 [5pkt]

n—oo

Odpowiedz znajduje si¢ na slajdach 11-14 wyktadu nr 11.

Zadanie 6 [12pkt]

Czas oczekiwania na wynik zapytania do bazy danych (w milisekundach) dobrze modelowany jest
ciggly zmienng losowa X o gestoéci prawdopodobienstwa:

_ w%, dlaz >1
ﬂ@_{ dla z <1
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(prosze zauwazy¢, ze czas wynosi zawsze co najmniej 1ms, ale moze by¢ znacznie dtuzszy)

(a) Wyznacz stala normalizacyjna rozktadu c. [3pkt]

00 00 4 c .
1:/ f(T)dT:/ cxr 2dr = —=x = -
J—o0o 1

stad ¢ = 2.

(b) Wyznacz wartos¢ oczekiwana EX. [3pkt]

oo 00 . oo
EX = / zf(z)de = 2/ zx 3 dr = —237_1’ =2.
—00 1 1

(c) Wyznacz wariancje D?(X). Wskazéwka: uzyj wzoru skréconego mnozenia dla wariancji. [3pkt]
Poniewaz D?(X) = E(X?) — (EX)? = E(X?) — 4, pozostaje policzyé¢ F(X?):
o0 go .o} 0.)
E(XQ):/ ZL’Qf(.’L')d{L’ZZ/ 332{E73d£L':21H|{L’” = 00
—00 1 1
Czyli wariancja jest nieskonczona.

(d) Oblicz prawdopodobienstwo, ze czas zgloszenia bedzie dtuzszy niz 10 milisekund. [3pkt]

> 03 2| 2 1
P(X >10) = dr =2 “dx = —x" =107% = —
( ) /10 fleyde =2 | “aide = -2 100

Wskazowka: do policzenia wszystkich punktéw wystarczy znajomosé jednej catki:

/ & dp — In |z| dla o = -1
voar= h%ax‘”l dla a # —1.

Zadanie 7 [12pkt]

Tloraz inteligencji (IQ) zostal zaprojektowany w ten sposéb, aby rozklad tej cechy w calej populacji byt
rozktadem normalnym o wartosci oczekiwanej g = 100 i odchyleniu standardowym o = 15. Czyli jesli
X to zmienna losowa opisujaca IQ osoby wybranej losowo z populacji, to X ~ N(100, 15%). Odpowiedz
na ponizsze pytania, wyniki wpierw przedstawiajac za pomoca wyrazen zawierajacych dystrybuante
standardowego rozklad normalnego ®(z), a nastepnie podaj konkretne wyniki liczbowe korzystajac z
(niektérych z) nastepujacych wartosci: ®(0) = 0.5, (1) = 0.841, ®(2) = 0.977, &(3) = 0.999.

(a) Malgosia zrobila test inteligencji uzyskujac IQ = 145. Jaka cze$¢ populacji jest bardziej inteligent-
na od Matgosi? Wpierw przedstaw ,.cze$¢ populacji inteligentniejsza od Maltgosi” jako prawdopo-
dobienstwo pewnego zdarzenia dotyczacego zmiennej losowej X, a nastepnie oblicz to prawdopo-
dobienstwo.

Cze$¢ populacji inteligentniejsza od Matgosi to doktadnie prawdopodobienstwo tego, ze losowo
wybrana z populacji osoba bedzie miata 1Q wyzsze, niz 145, tzn. P(X > 145). Skoro

X ~ N(100,15%) to Z = X519 ~ N(0,1), wiec:

X —100 _ 145 —100
>

15 15

P(X > 145) = P ( ) — P(Z>3)=1—®(3) = 0.001
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(b) Wyznacz jaka czesé populacji ma IQ pomiedzy 65 a 115.

Tu wkradt si¢ btad: powinno by¢ 70 zamiast 65. Wtedy cze$¢ populacji z I1Q pomiedzy 70 a 115
jest réwna P(70 < X < 115). Przeksztalcajac

= P(—2<Z<1)

70-100 _ X —100 _ 115 — 100
P(70<X<115)_P< < <= )

15 15 15
= B(1) — B(—2) = B(1) — (1 — B(2)) = 0.841 — 0.023 = 0.818

Mozna byto tez zostawi¢ 65, ale wtedy w wyniku otrzymujemy
P(—f—g <Z<1)=9(1) - @(—%), i tego drugiego wyniku nie ma wéréd wymienionych, wiec
trzeba to tak zostawié¢. OczywiScie uznam oba podejscia.

Zadanie 8 [12pkt]

Jas staje przed zadaniem estymacji nieznanej wartosci oczekiwanej = FX czasu zycia baterii mon-
towanej w samochodach elektrycznych z préby X, ..., X,,. Poniewaz styszal wczesniej, ze czas zycia
takich baterii wynosi ok. 8 lat, postanawia uzy¢ nastepujacego estymatora:

_ _ 12
o= «a-8 1—a) X, dla X,, = — X,
L « + ( @) n a n n; i

gdzie a € [0, 1] jest wspélezynnikiem okreslajacym przetarg miedzy tym, co Jasiu uzyska z préby, a
tym co wiedzial wezedniej. W szczegdlnosci, o = 0 daje standardowy estymator wartosci oczekiwanej.

(a) Wyznacz obciazenie estymatora fi, tzn. Efi — u. Czy estymator jest obciazony? [5pkt]

Policzymy wartos¢ oczekiwana:
Eli] =8a+ (1 —a)E[X,] =8a+ u(l — a)

Obciazenie wynosi wigc E[u] — p = (8 — p)a.

(b) Wyznacz wariancje tego estymatora, D?(fi). W obrebie wyniku powinna sie pojawié¢ wariancja
rozktadu o2 = D?(X). [5pkt]

Zgodnie z prawem skalowania wariancji D?(aY +b) = a?D?(Y). Przyjmujac za Y = X,,, b = 8« i

a =1 — a mamy:
2

D) = (1 - a)?D%(X,) = (1 — 04)2%.

(c) Jakosé estymatoréw, réwniez tych obciazonych, mozna ogdlnie mierzyé¢ za pomoca tzw. bledu
kwadratowego estymatora, zdefiniowanego jako:

2

blad kwadratowy = (obciazenie)” + wariancja.

Na podstawie poprzednich wynikéw wyznacz btad kwadratowy estymatora fi i okredl czy poszcze-

gélne cztony (kwadrat obciazenia i wariancja) rosna czy maleja z wartoscia a? W jakiej sytuacji
duza warto$¢ parametru « (znaczaco wieksza od zera) bylaby wskazana? [2pkt]
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Blad wynosi o?(8 — u)? + (1 — a)Q%z. Kwadrat obciazenia ro$nie wiec z o (za wyjatkiem sytuacji
gdy p = 8), natomiast wariancja maleje z a. Jesli prawdziwa warto$é p jest blisko 8 (czyli Jasio
trafitby ze swoim poczatkowym oszacowaniem), to zapewne warto wziaé¢ wieksza warto$é¢ a,
poniewaz zmniejszy to wariancje, a obciazenie i tak jest mate. Oczywiscie nie znamy prawdziwej
wartosci ¢ (bo po co bySmy ja wtedy estymowali), wiec nie jesteSmy w stanie tego okresli¢ a
priori.

Dla dociekliwych (ale nie trzeba bylo tego robié!): zakladajac, ze znamy u i o
minimum btedu, przyréwnujac jego pochodna po « do zera:

2 mozemy znalezé

2 feand
20&(8—;1)272(1*@)0—:0 — a:ﬁ

Zadanie 9* (nadobowigzkowe i bardzo trudne!!) [15pkt]

Pijany golfista jednym uderzeniem kija posyta pileczke w losowym kierunku (kat wybrany jednostajnie
na okregu) na odleglo$é 10 metréw. Oblicz prawdopodobienstwo, ze po trzech uderzeniach piteczka
znajduje si¢ nie dalej niz 10 metréw od pozycji startowej. Uwaga: mozesz rozwiazac prostsza wersje
zadania i policzy¢ prawdopodobienstwo zajécia powyzszego po dwoch uderzeniach [7pkt].
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Niech pozycja startowa to punkt O, po pierwszym rzucie jesteSmy w punkcie A, po drugim w B, po
trzecim w C. Niech r = 10 (odleglosé¢ rzutu).

e Wersja z dwoma rzutami:

Wystarczy zauwazy¢, ze punkt B (miejsce piteczki po dwdch rzutach) bedzie w odleglosci nie
dalszej niz r od punktu O wtedy i tylko wtedy, gdy znajdzie sie na pogrubionym tuku. A wiec
prawdopodobienstwo tego zdarzenia to stosunek dlugosci pogrubionego tuku do obwodu catego
okregu. Poniewaz dlugo$é katowa tuku réowna jest podwojonej dlugosci kata w narysowanym
tréjkacie réwnobocznym, mamy wiec dlugosé tuku réwna %mﬁ (kat 120). A wiec
prawdopodobienstwo wynosi %, bo obwdd okregu to 27r.

o Wersja z trzema rzutami: Niech « okresla kat pod jakim zostata rzucona pitka w drugim rzucie
w stosunku do kata w pierwszym rzucie. Z symetrii ten kat zostal wybrany jednostajnie na
okregu.

Punkt C' (miejsce piteczki po trzech rzutach) bedzie w odleglosci nie dalszej niz r od punktu O
wtedy i tylko wtedy, gdy znajdzie si¢ na pogrubionym luku. Trzeba wiec tylko policzy¢ dtugosé
katowa tego tuku, czyli 5. Przedstawiam wersje studenta Kamila Piechowiaka, ktéra okazuje
sie prostsza niz moja wlasna. :) Wystarczy spojrzeé, ze kat 5 to jeden z katéw rombu o
dhugosci r. Poniewaz suma katéw w rombie musi by¢ rowna 360° = 27, a jeden z katéw rombu
to ™ — a, to wychodzi na to, ze § = «. Trzeba tylko uwaza¢ na to, ze caly ten rysunek dziata
dopdki « jest pomiedzy 0 a 7 (poniewaz dla wiekszych a otrzymujemy 3 = 2w — «), ale na
szczescie dla wiekszych o mamy odbicie lustrzane wzgledem osi X, wiec wystarczy zliczyé
prawdopodobienstwo po a € [0, 7] i podwoié. Niech S oznacza zdarzenie, ze punkt C' znajduje
sie na tuku. Wlasnie doszlismy do tego, ze P(S|a) = % = 5 dla o € [0, 7] oraz

P(S|a) = P(S| — a). Jedli f(a) = 5= jest gestoscia rozkladu «, to:

2w 1

Ps) - | P(Sa)f(a)da:2/()WP(S|oz)217Tdoz: 27T2/07rozdoz

1 a? 1
‘0_4

o 200
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