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Zadanie 1. W celu oszacowania $redniego czasu przejazdu pociggow na odcinku tgczgeym pewne dwa
miasta pobrano prébe o licznosci n = 100 pomiaréw (tzn. zmierzono czasy przejazdu 100 wybranych loso-
wo pociggéw na tym odcinku), uzyskujec Sredniq z proby T, = 54 (minuty). Przyjmij, ze czasy przejazdy
mozna zamodelowad rozkladem normalnym ze znanym odchylenie standardowym o = 10 (minut). Wy-
znacz przedzial ufnodci dla oczekiwanej wartosci czasu przejazdu na poziomie ufnosci 1 —a dla o = 0.02.

Odpowiedz: Przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej rozkladu normalnego ma postac:

a

[Tn — A, Tp+ 4], gdzie A = zl,a/zﬁ.

Pozostaje podstawi¢ dane:

20099 = ®71(0.99) ~ 2.33,

Zl—a/2 =
10
A = 233— = 2.33,
v100
@0~ A, To+A] = [54-2.33, 544233 = [51.67,56.33].

Zadanie 2*. Skonstruuj przedzial ufnosci dla parametru p w rozkladzie dwupunktowym B(p). Uzyj
przyblizenia rozktadem normalnym.

Odpowied?: Niech X ~ B(p) ma rozklad dwupunktowy. Znajdziemy przedzial ufnosci dla parametru p.
Estymator punktowy parametru p na podstawie préby Xy, ..., X, ma postac:

= 1 ¢
p:Xn:E;Xi.

Poniewaz X; € {0,1}, tatwo zauwazyé, ze p jest réwne liczbie sukceséw podzielonej przez n, czyli em-
pirycznej (wyznaczonej na prébie) czestosci sukceséw. Poniewaz D jest réwniez $rednig arytmetyczng z
préby, mamy:
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gdzie we wzorze na wariancje wykorzystaliémy niezaleznos¢ zmiennych Xy, ..., X,. Z Centralnego Twier-
dzenia Granicznego wiemy, ze ciag ustandaryzowanych $rednich arytmetycznych zbiega (wedlug dystry-
buant) do zmiennej o rozktadzie normalnym standardowym N (0, 1), tzn. ze:
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7 kolei z Prawa Wielkich Liczb wiemy, ze érednia arytmetyczna zbiega do wartodci oczekiwanej:
P
p—EX) = p.

Tym samym, mozemy! w mianowniku (1) zastapié¢ p przez p i nadal otrzymamy zbieznosé wedtug dys-
trybuant do Z ~ N(0,1):
I
V(1 —p)
Zalozymy, ze n jest wystarczajaco duze i uzyjemy powyzszej wlasnosci do przyblizenia rozkladem
normalnym, tzn. przyblizymy:
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Konstruujemy przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 1 — a:
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gdzie w ostatniej linii wykorzystaliémy wlasnosé dystrybuanty rozkladu normalnego standardowego
®(—z) =1 — ®(z) dla dowolnych z. Otrzymali$my wiec réwnanie:
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co po dodaniu stronami 1 i podzieleniu przez 2 daje:
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Poniewaz ® jest odwracalna, otrzymujemy:
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Zauwazmy, 7€ 21_q/2 jest kwantylem rzedu 1 — § rozkladu normalnego standardowego. Tym samym

wyznaczyliémy przyblizony przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 1 — a:

- N . 1%
p—A,p+ Al gdzie A = Zla/Q\/p(nip).

P
1Uwaga: stwierdzenie to jest nietrywialne. Wymaga uzycia dwoéch twierdzen: (1) jesli Y, — ¢ to dla dowolnej funkcji

ciagtej f mamy f(Yn) L fle); (2) jesli Xy Doxi Zn £ 4 to XnZn D ox. Uzywamy powstzych twierdzen biorac
Y, =X, = 55, p, flx) =~ PA—P) oraz Zn = f(Yn), tym samym Z, = Y—= p(1-p) f = 1. Na koniec bierzemy

Vel=o) vV p(l )
n=—""2L—\/n Z N(0,1), co po wykorzystaniu drugiego twierdzenia daje: f:p —\/n=X,Zn A N(0,1).
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Zadanie 3. Aby ocenié¢ jako$¢é nowego algorytmu rekomendacji muzyki na pewnym portalu, wybrano
losowo probe n = 300 uzytkownikow, ktorym nowy algorytm zarekomendowal utwor muzyczny zgodnie z
ich preferencjami, i© sprawdzono ilu sposréd uzytkownikow utwor ten odstuchalo. Okazalo sie, Ze utwor
odstuchatlo 75 0s6b. Jesli jako$¢ algorytmu bedziemy mierzyé jako prawdopodobienstwo odstuchania reko-
mendowanego utworu, wyznacz przedzial ufnodci dla jakosci na poziomie ufnosci 1 — «, gdzie o = 0.1.

Odpowied?: Problem ten mozna zamodelowaé za pomoca rozkladu dwupunktowego, gdzie X ~ B(p)
okresla czy losowo wybrany uzytkownika odstucha (X = 1), czy nie odstucha (X = 0) rekomendowanego
utworu. Celem jest wyznaczenie przedzialu ufnosci dla parametru p, majacego postac

~ I . p(1—p,
Lp_Av p+A]7 gdzie A:'21—04/2 w7
a D jest czestoscig sukceséw. Pozostaje podstawié dane:
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A = oz, 44— 164 = ~ 0.04,
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P—A, p+A4A] = [0.25-0.04, 025+004 = [0.21, 0.29].

Zadanie 4. Postanowiono oszacowac Srednig warto$¢ cen wynajmuj kawalerki w pewnej dzielnicy. W
tym celu pobrano prébe o wielkoscin = 25 uzyskujgc Srednig cene T, = 1.4 (w tys. z1) i wartosé estymatora
wariancyi 32 = 0.09. Wyznacz przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej ceny na poziomie ufnosci 1 —
dla o = 0.05. Zaloz na potrzeby zadania, Ze rozklad cen jest rozkladem normalnym.

Odpowiedz: Przedzial ufnosci ma postacé:
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Pozostaje podstawi¢ dane:

li—a/2n-1 = toogrspa = 2.064,
A = 206aY%% _ 50642 _ 9.064.006 ~ 0.12,
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