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Estymacja przedziatowa

Dotychczas rozwazaliSmy tzw. estymatory punktowe, ktére szacujg wartosé
parametru 6 za pomoca jednej liczby 6.
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Estymacja przedziatowa

Dotychczas rozwazaliSmy tzw. estymatory punktowe, ktére szacujg wartosé
parametru 6 za pomoca jednej liczby 6.

Czesto chcemy miec nie tylko oszacowanie parametru 0, ale réwniez
przedziat, w ktérym (z duzym prawdopodobiefistwem) 6 sie znajdzie:

[é\L, é\P]

Taki przedziat nazywamy przedziatem ufnosci, a zadanie jego wyznaczenia
nazywamy estymacja przedziatowa.
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Estymacja przedziatowa

Dotychczas rozwazaliSmy tzw. estymatory punktowe, ktére szacujg wartosé
parametru 6 za pomoca jednej liczby 6.

Czesto chcemy miec nie tylko oszacowanie parametru 0, ale réwniez
przedziat, w ktérym (z duzym prawdopodobiefistwem) 6 sie znajdzie:

[HL, GP]
Taki przedziat nazywamy przedziatem ufnosci, a zadanie jego wyznaczenia
nazywamy estymacja przedziatowa.

Zaleta przedziatu ufnosci jest wskazanie stopnia doktadnosci oszacowania
parametru.
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Przedziat ufnosci

Przedziatem ufnosci dla parametru 0 na poziomie ufnosci 1 —« nazywamy
przedziat [0, 0p] taki, ze 6, i Op s3 statystykami wyznaczonymi z préby,
oraz:

P(§L<9<§p) —1-a
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Przedziat ufnosci

Przedziatem ufnosci dla parametru 0 na poziomie ufnosci 1 —« nazywamy
przedziat [0, 0p] taki, ze 6, i Op s3 statystykami wyznaczonymi z préby,
oraz:

P(§L<9<§p):1—a

e / prawdopodobienstwem 1 — v prawdziwa warto$¢ parametru
znajduje sie w przedziale

e Uwaga: to przedziat jest losowy, a nie warto$¢ parametru!
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Przedziat ufnosci

Przedziatem ufnosci dla parametru 0 na poziomie ufnosci 1 —« nazywamy
przedziat [0, 0p] taki, ze 6, i Op s3 statystykami wyznaczonymi z préby,
oraz:

P(§L<9<§p):1—a

e / prawdopodobienstwem 1 — v prawdziwa warto$¢ parametru
znajduje sie w przedziale
e Uwaga: to przedziat jest losowy, a nie warto$¢ parametru!

e Czasem « (zamiast 1 — &) nazywa sie poziomem ufnosci
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Przedziat ufnosci

Przedziatem ufnosci dla parametru 0 na poziomie ufnosci 1 —« nazywamy
przedziat [0, 0p] taki, ze 6, i Op s3 statystykami wyznaczonymi z préby,
oraz:

P(§L<9<§p):1—a

Z prawdopodobienstwem 1 — v prawdziwa warto$¢ parametru
znajduje sie w przedziale

Uwaga: to przedziat jest losowy, a nie wartos¢ parametru!

Czasem « (zamiast 1 — &) nazywa sie poziomem ufnosci

Czasem uzywa sie przedziatu otwartego (§L, gp)
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Przedziat ufnosci

Przedziatem ufnosci dla parametru 6 na poziomie ufnosci 1 —a nazywamy
przedziat [0, 0p] taki, ze 6, i Op s3 statystykami wyznaczonymi z préby,
oraz:

P(§L<9<§p):1—a

Z prawdopodobienstwem 1 — v prawdziwa warto$¢ parametru
znajduje sie w przedziale

e Uwaga: to przedziat jest losowy, a nie warto$¢ parametru!
e Czasem « (zamiast 1 — &) nazywa sie poziomem ufnosci
e Czasem uzywa sie przedziatu otwartego (§L, é\P)

e Przyktad: W problemie szacowania poparcia kandydata A, estymacja
przedziatowa data przedziat ufnosci na poziomie 95% réwny
[0.58,0.62], tzn. z prawdopodobienstwem 95% prawdziwy parametr p
znajduje sie miedzy 0.58 a 0.62.
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Metody wyznaczania przedziatéw ufnosci

Zwykle rozpinamy przedziat symetrycznie wokdt pewnego estymatora
punktowego 6:

[5—A,§+A], tzn. §L:§—A, Op =0+ A

Rozpietos¢ przedziatu A wyznaczana jest w oparciu o docelowy poziom
ufnosci, tzn. rozwiazujac réwnanie (ze wzgledu na A):

~

l-a = P(@—A <0< 9+A)
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Metody wyznaczania przedziatéw ufnosci

Zwykle rozpinamy przedziat symetrycznie wokdt pewnego estymatora
punktowego 6:

[§—A,§+A], tzn. éL:é\—A, Op =0+ A

Rozpietos¢ przedziatu A wyznaczana jest w oparciu o docelowy poziom
ufnosci, tzn. rozwiazujac réwnanie (ze wzgledu na A):

l-a = P(@—A< 9<§+A)
— P(—A <0-0 < A)
= P(-5 < 0-0<4)
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Niech X ~ N(u,c?), gdzie 02 jest znana
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Niech X ~ N(u,c?), gdzie 02 jest znana

Konstruujemy estymator wartosci oczekiwanej 1 na podstawie proby
Xl, NN ,Xni

_ 1.7
gzxnzfzx,.
n i=1
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Niech X ~ N(u,c?), gdzie 02 jest znana

Konstruujemy estymator wartosci oczekiwanej 1 na podstawie proby
Xl, NN ,XnZ

_ 1.7
=X, = 72)(,
ni:l

Poniewaz X, jest kombinacja liniowa niezaleznych zmiennych o rozktadzie
normalnym, X, ma rozktad normalny z parametrami:

2 2

E(X,) = u, D*(X,) = %, czyli X, ~ N(u, Gn>
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Niech X ~ N(u,c?), gdzie 02 jest znana

Konstruujemy estymator wartosci oczekiwanej 1 na podstawie proby
Xl, NN ,Xni

_ 1.7
=X, = 72)(,
ni:l

Poniewaz X, jest kombinacja liniowa niezaleznych zmiennych o rozktadzie
normalnym, X, ma rozktad normalny z parametrami:

o o o2 - o2
E(X,) = pu, D*(X,) = — el X~ N(M, n>

Konstruujemy nastepnie przedziat ufnosci na poziomie ufnosci 1 — a:

1-a = P(—A < Xp—p < A)
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Rozktad estymatora X,
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Rozkfad estymatora X,

P (;L —A<X, < w+ Z&) = 1—«
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Xn—
o/v/n

2
Skoro X, ~ N(u, Un>, to Z = ~ N(0,1)
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Xn—
: ~ N(0,1)

— 0'2
Skoro X, ~ N(u,n>, to Z = o/
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

- o2 Xp—
Skoro X, ~ N(M,n>, to Z = a/\/ﬁ“ ~ N(0,1) ]
l-a = P(—A < Xp—p )
A X, — A
= p(=Sva < Ty < Svn)
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Xn—
o/v/n

2
Skoro X, ~ N(u, Un>, to Z = ~ N(0,1) ]

l-a = P(-Ag? — A)
- P _éﬁ Xn “ﬁ Af)
g g
= P(—Aﬁ<z<Aﬁ>
ag ag
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Xn—
o/v/n

2
Skoro X, ~ N(u, Un>, to Z = ~ N(0,1) ]

l-a = P(—A<Y — A)
= (- Tvn < Tt va < Sva)
= P<—§ﬁ<2< ?ﬁ)
o8 o4
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

— 02 yn_/fb
koro X, ~ N{p,—), to Z = ~ N(0,1
Skoro (u n> o Y (0,1)
l-a = P(-Ag?n—ugA)
= P(—Aﬁ < Kol m < Aﬁ)
g g g
= P(—Aﬁ<z<Aﬁ>
ag ag
- o(2) (-2
g g
= 2¢<Aﬁ)—1
o)
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Xn—
o/v/n

2
Skoro X, ~ N(u, Un>, to Z = ~ N(0,1)
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

— (72 5Zn — M
Skoro X, ~ N(u,n>, to Z = o/ ~ N(0,1)
l-a = 2¢(Aﬁ>—1
o
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

— (72 5Zn — M
k Xnp ~ N — to Z = ~ N(0,1
Skoro X, (M7n>’ o Y (0,1)
l—-a = 2¢(Aﬁ>—l
o
o(2) - 1o
o 2
A @
= — o 1l(1-=
! ( 2)
—_—
Z1—a)/2
A = o
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

- o’ X, — 1
Skoro X, ~ N(u, >, to Z = —" ~ N(0,1)
n o/vn
l—-a = 20 (Aﬁ> -1
o
() - 103
o 2
A @
= — o 1l(1-=
! ( 2)
—_—
Z1—a)/2
o
A = Zl—a/z\ﬁ

Uwaga: z;_, /> jest kwantylem rzedu 1 — 5 rozktadu normalnego

standardowego

7/22



Kwantyl (uproszczona definicja!)

Rozwazmy zmienng losowg X ze Scisle rosnaca dystrybuanty.
Kwantylem rzedu p zmiennej X nazywamy liczbe x, € R taka, ze:

Fx(xp) = P(X<xp) = p, czyli x, = Fx ! (p)

f(x)

Kwantyl x, otrzymujemy poprzez wyznaczenia wartosci dystrybuanty
odwrotnej (tzw. funkcji kwantylowej) w p
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Kwantyl z, dla Z ~ N(0, 1) a tablica wartosci

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.C
0.00 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 (
0.10| 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5674 0.5714 (
0.20| 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 (
0.30| 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 (
0.40| 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 (
0.50| 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019  0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 (
0.60| 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 (
0.70| 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 (
0.80| 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967  0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 (
0.90| 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.6315 0.8340 0.8365 (
1.00| 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 (
1.10| 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 (
1.20| 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 (
1.30| 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 09131 0.9147 0.9162 (
1.40| 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 (
150 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370  0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 (
1.60| 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 (
1.70| 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 (
1.80| 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 (
190| 09713 09719 0.9726 09732 09738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 (
2.00| 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788  0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 (
210| 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 (
220| 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 (
2.30| 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901  0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 (
240 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925  0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 (
250 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943  0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 (
2.60| 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 (
2.70| 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968  0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 (
280 09974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 (
290 09981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 (
3.00| 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 (
3.10| 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991  0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 (
3.20| 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994  0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 (
3.30| 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996  0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 (
3.40| 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997  0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 (
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Kwantyl z, dla Z ~ N(0, 1) a tablica wartosci ¢(z)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.C
0.00 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160___0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 (

010| 05398 05438 05478 05517  0.555 -
020| 05793 05832 05871 0.5910 0.594 Przyktadowe wartosci:
030| 06179 06217 06255 0.6203 0.633
0.40| 06554 06591 0.6628 0.6664 0.670!
050| 06915 06950 0.6985 0.7019 _ 0.705 p , = d)‘l(p)
060| 07257 07291 07324 07357 0.738 P

070 07580 07611 07642 0.7673  0.770!

080| 07881 07910 07939 07967  0.799 0.95 1.64
090| 08159 08186 08212 08238 0.826
1.00| 08413 08438 0.8461 0.8485  0.850 0.975 1.96
110| 08643 08665 0.8686 0.8708 0.872
120| 08849 08869 08888 0.8907 0.892 0.99 2.33
1.30| 09032 09049 09066 0.9082 0.909 0.995 258

1.40| 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236  0.925
150 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370  0.938L

1.60| 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535
1.70| 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625
1.80| 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699
190| 09713 09719 0.9726 09732 09738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761
2.00| 09772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808  0.9812
210 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854
220| 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887
2.30| 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901  0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913
240 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925  0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934
250 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943  0.9945 0.9946 0.9948 0.9949  0.9951
2.60| 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957  0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963
2.70| 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968  0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973
280 09974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979  0.9980
290 09981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986
3.00| 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989  0.9990
3.10| 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991  0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993
3.20| 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994  0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995
3.30| 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996
3.40| 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997  0.9997 0.9997 0.9997 0.9997  0.9997




Kwantyl z, dla Z ~ N(0, 1) a tablica wartosci ¢(z)

000 00l 002 003 004 005 006 _ 007 008 _ 0C
55| 05000 6,509 OS0R G5 DSTPI_OoT 0rE Omim eI
010| 05398 05438 05478 05517  0.555 -
020| 05793 05832 05871 05910 0.594 Przyktadowe wartosci:
030| 06179 06217 06255 0.6203 0.633

0.40| 06554 06591 0.6628 0.6664  0.670)

050| 06915 06950 0.6985 0.7019 _ 0.705 p , = ¢,—1(p)
060| 07257 07291 07324 07357 0.738 P

070 07580 07611 07642 0.7673  0.770!

0.80| 07881 07910 07939 0.7967  0.799 0.95 1.64

090| 08159 08186 08212 08238 0.826

1.00| 08413 08438 0.8461 0.8485  0.850 0.975 1.96

110| 08643 08665 0.8686 0.8708 0.872

120| 08849 08869 0.8888 0.8907  0.892 0.99 2.33

130| 09032 09049 09066 09082  0.909

140| 09192 09207 09222 09236 0.925 0.995 2.58

150| 09332 09345 09357 0.9370  0.938L

160| 09452 00463 00474 09484  0.9495 09505 09515 00525 09535 (
170| 09554 09564 09573 09582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 (
180| 09641 09649 0.9656 0.9664 =
190| 09713 00719 09726 0.9732 Przyktadowe wartosci:
2.00| 09772 09778 0.9783 0.9788

210 09821 09826 09830 0.9834

220| 09861 09864 09868 0.9871 _ b1

2.30| 09893 09896 0.9898 0.9901 a Z1—a/2 = s (1 O‘/z)
2.40| 09918 09920 09922 0.9925

250| 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.1 1.64

2.60| 00953 09955 0.9956 0.9957

270| 09965 09966 0.9967 0.9968 0.05 1.96

280| 09974 09975 09976 0.9977

290| 09981 09982 09982 0.9983 0.02 2.33

3.00| 09987 09987 0.9987 0.9988

310| 00990 009991 0.9991 0.9991 0.01 2.58

320| 09993 09993 0.9994 0.9994

330| 09995 09995 09995 09996 09996 00996 00996 09996 0.9996 (
3.40| 09997 09997 0.9997 0.9997  0.9997 0.9997 0.9997 0.9997  0.9997 (
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Préba o licznosci n = 16 pomiaréw pewnej cechy o rozktadzie normalnym
ze znana wariancja 0® = 16 data warto$¢ statystyki X, = 2. Wyznacz
przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej na poziomie ufnoéci 1 — « dla
a = 0.05.
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Préba o licznosci n = 16 pomiaréw pewnej cechy o rozktadzie normalnym
ze znana wariancja 0® = 16 data warto$¢ statystyki X, = 2. Wyznacz
przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej na poziomie ufnoéci 1 — « dla
a = 0.05.

Rozwigzanie: Przedziat ufnosci ma postaé:

g

[Xn — A, X,+ 4], gdzie A= zl,a/2ﬁ
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Préba o licznosci n = 16 pomiaréw pewnej cechy o rozktadzie normalnym
ze znana wariancja 0® = 16 data warto$¢ statystyki X, = 2. Wyznacz
przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej na poziomie ufnoéci 1 — « dla

o = 0.05.

Rozwigzanie: Przedziat ufnosci ma postaé:

g

[Xn — A, X,+ 4], gdzie A= zl,a/2ﬁ

Zi_app = 20075 = PH(0.975) = 1.96
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Przyktad: rozktad normalny ze znang wariancja

Préba o licznosci n = 16 pomiaréw pewnej cechy o rozktadzie normalnym
ze znana wariancja 0® = 16 data warto$¢ statystyki X, = 2. Wyznacz
przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej na poziomie ufnoéci 1 — « dla
a = 0.05.

Rozwigzanie: Przedziat ufnosci ma postaé:

. g
[YH_A) Yn""A], gdZIe A:zlfa/2%
Zi_app = 20075 = PH(0.975) = 1.96
4
A = 196—— = 1.96
V16

[%n— A, Xp+A] = [2—1.96, 2+1.96] = [0.04,3.96]
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/Zadanie

W celu oszacowania $redniego czasu przejazdu pociggdw na odcinku ta-
czacym pewne dwa miasta pobrano prébe o licznosci n = 100 pomia-
réw (tzn. zmierzono czasy przejazdu 100 wybranych losowo pociggéw na
tym odcinku), uzyskujac $rednia z préby X, = 54 (minuty). Przyjmij, ze
czasy przejazdy mozna zamodelowaé rozktadem normalnym ze znanym
odchylenie standardowym o = 10 (minut). Wyznacz przedziat ufnosci
dla oczekiwanej warto$ci czasu przejazdu na poziomie ufnosci 1 — « dla
o = 0.02.
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Przyktad: rozktad dwupunktowy

Niech X ~ B(p). Znajdziemy przedziat ufnosci dla parametru p.
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Estymator parametru p na podstawie proby Xi, ..., Xy:

R — 1 sukcesow
i=1

n
. . D?(X p(l—0p
E@) = . Dp) = 20 = PP
Z Centralnego Twierdzenia Granicznego mamy:
p— E(p) p—p
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Przyktad: rozktad dwupunktowy

Niech X ~ B(p). Znajdziemy przedziat ufnosci dla parametru p.
Estymator parametru p na podstawie proby Xi, ..., Xy:

R — 1 sukcesow
i=1

n
. . D?(X p(l—0p
E@) = . Dp) = 20 = PP
Z Centralnego Twierdzenia Granicznego mamy:
p— E(p) F-p 0D
~ = n = Z ~ N(0,1)
D(p) p(1—p)

Z kolei z Prawa Wielkich Liczb mamy ,Bi p, a tym samym™:

PP a2z ~ w1
p(1 —p)
Zatozymy, ze n jest wystarczajaco duze aby skorzystac z tego przyblizenia.

*nietrywialne: jesli X, = X i Yo © ¢ to Xof(Ys) 2 Xf(c) dla ciagtej f. 12/2



Przyktad: rozktad dwupunktowy

Konstruujemy przedziat ufnosci na poziomie ufnosci 1 — a:

l-a = P(-A < p—p < A)
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Przyktad: rozktad dwupunktowy

Konstruujemy przedziat ufnosci na poziomie ufnosci 1 — a:

l-a = P(-A < p—p < A)
p(- B0 o b _avn )
VAl—p) w*Tf* S VA9

12

AV N AV AV
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Przyktad: rozktad dwupunktowy

Konstruujemy przedziat ufnosci na poziomie ufnosci 1 — a:

l-a = P(-A < p—p < A)
- (-l < ity <
AL P pu— -

12

AV N AV AV
¢< m1m> ¢< (1)) 2¢< m1m> !

Rozwigzujac réwnanie otrzymujemy:

p(1—p)

n

Zadanie 2*
Rozwiaz powyzsze zagadnienie krok po kroku
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Przyktad: rozktad dwupunktowy

W celu oszacowania poparcia kandydata A w drugiej turze wyboréw pre-
zydenckich pobrano losowo prébe o licznosci n = 1000 oséb, odnotowujac
czy dana osoba gtosuje na kandydata A (X = 1), czy na jego konkurenta
B (X = 0). Uzyskano 550 gtoséw za A i 450 gtoséw za B. Wyznacz
przedziat ufnosci dla poparcia kandydata A dla o = 0.05.
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Przyktad: rozktad dwupunktowy

W celu oszacowania poparcia kandydata A w drugiej turze wyboréw pre-
zydenckich pobrano losowo prébe o licznosci n = 1000 oséb, odnotowujac
czy dana osoba gtosuje na kandydata A (X = 1), czy na jego konkurenta
B (X = 0). Uzyskano 550 gtoséw za A i 450 gtoséw za B. Wyznacz
przedziat ufnosci dla poparcia kandydata A dla o = 0.05.

Rozwigzanie:

550
p = —— = 055
P 1000
Ziap = Zogrs = ®71(0.975) = 1.96

A(1 - p) [0.55 - 0.45
A = Zl—a/2 f = 1.96 W ~ 0.031

[p—A, p+A] = [0.55—0.031, 0.55+0.031] = [0.519, 0.581]
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/Zadanie

Aby oceni¢ jako$¢ nowego algorytmu rekomendacji muzyki na pewnym
portalu, wybrano losowo prébe n = 300 uzytkownikéw, ktérym nowy al-
gorytm zarekomendowat utwér muzyczny zgodnie z ich preferencjami, i
sprawdzono ilu spoérdéd uzytkownikéw utwor ten odstuchato. Okazato sie,
ze utwér odstuchato 75 oséb. Jedli jakos¢ algorytmu bedziemy mierzy¢ ja-
ko prawdopodobienstwo odstuchania rekomendowanego utworu, wyznacz
| przedziat ufnosci dla jakosci na poziomie ufnosci 1 — «, gdzie o = 0.1.
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Przyktad: rozktad normalny z nieznang wariancja

Niech X ~ N(u,c?), ale teraz nie znamy o2
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Niech X ~ N(u,0?), ale teraz nie znamy o2

Jak poprzednio, jako estymator wartosci oczekiwanej p wybieramy 1 = X,

Poniewaz nie znamy wariancji 02, estymujemy ja z proby:

. 1< +
O'f = n_lz(Xi_Xn)z

i=1
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Przyktad: rozktad normalny z nieznang wariancja

Niech X ~ N(u,0?), ale teraz nie znamy o2

Jak poprzednio, jako estymator wartosci oczekiwanej i wybieramy [i =

Poniewaz nie znamy wariancji 02, estymujemy ja z proby:

n

. 1 -
Uf = Z(Xi - Xn)2
n—13

Wprowadzamy nowa zmienna:

Xn
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Przyktad: rozktad normalny z nieznang wariancja

Niech X ~ N(u,0?), ale teraz nie znamy o2

Jak poprzednio, jako estymator wartosci oczekiwanej p wybieramy 1 = X,

Poniewaz nie znamy wariancji 02, estymujemy ja z proby:

. 1 & -
52 = > (X = Xn)?
n—1=

Wprowadzamy nowa zmienna:

Xn —

I

T =

o
Mozna pokazaé, ze zmienna T ma rozktad t-Studenta o n — 1 stopniach
swobody
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Rozktad t-Studenta o k stopniach swobody

0.4 1 — N(0,1)
— t(k=1)
— t(k=2)

03 — t(k=5)

f(x)
0.2 A

0.1
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Rozktad t-Studenta o k stopniach swobody

0.4 1 — N(0,1)
— t(k=1)
— t(k=2)

— t(k=5)

0.3 -

f(x)
0.2 A

0.1

Dla k — oo rozkfad t zbiega do rozktadu N(0, 1)
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Przyktad: rozktad normalny z nieznang wariancja
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Przyktad: rozktad normalny z nieznang wariancja

l-a = P(—A < Xp—p

:P—Aé néXn_Mﬁ<AAn>
O« * O«
A A

= ID<—A\/B < T < A\/ﬁ)
Ox O s
A A A

= Fr (ﬁ)-FT <—ﬁ> = 2Fr (Aﬁ>—1,
* * O«
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Przyktad: rozktad normalny z nieznang wariancja

~ e (Bn) Er (B uR) = ok (Bm)

* U*
gdzie uzyliSmy symetrii rozkfadu t-Studenta: Fr(—x) =1 — Fr(x).
Postepujac analogicznie do przypadku znanej wariancji dostajemy:
0. . . o
A = tlfa/Z;nflﬁa gdzie ba/2n-1 = FT:l (1 - 2)
jest kwantylem rzedu 1 — 5 rozktadu t-Studenta o n — 1 stopniach
swobody
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Przyktadowa tablica kwantyli rozktadu t-Studenta

df too tos tors t.og t.99s
1 3.078 6.314 12.706 31821 63.657
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 1.638 2.353 3182 4.541 5.841
4 1.533 2132 2.776 3.747 4.604
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
6 1.440 1943 2.447 3143 3.707
7 1415 1.89%5 2.365 2998 3.499
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
9 1.383 1833 2.262 2821 3.250
10 1.372 1.812 2228 2.764 3.169
11 1.363 1.79% 2.201 2718 3.106
12 1.356 1782 2179 2.681 3.055
13 1.350 1771 2.160 2.650 3.012
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2977
15 1.341 1.753 2131 2.602 2.947
16 1337 1.746 2.120 2.583 2921
17 1333 1.740 2110 2.567 2.898
18 1330 1734 2101 2552 2.878
19 1328 1.729 2.093 2539 2.861
20 1.325 1725 2.086 2.528 2.845
21 1323 1721 2.080 2.518 2.831
22 1321 1717 2.074 2.508 2.819
23 1319 1714 2.069 2.500 2.807
24 1.318 1711 2.064 2492 2797
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
26 1315 1.706 2.056 2.479 2.779
27 1314 1703 2.052 2473 2771
28 1313 1.701 2.048 2.467 2763
29 1311 1699 2.045 2.462 2.756
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
32 1.309 1694 2.037 2.449 2738
34 1.307 1.691 2.032 2441 2728
36 1.306 1.688 2.028 2434 2719
38 1.304 1.686 2.024 2429 2712
0 1.282 1645 1.960 2.326 2.576
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Przyktadowa tablica kwantyli rozktadu t-Studenta

too tos tors t.og t.99s

1 5.0 6.314 12.706 31821 63.657

3| Liczba stopni swobody k 4o o

4 3.747 4.604

s| (df — degrees of freedom) 33 202
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Rozktad t-Studenta
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Rozktad t-Studenta
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Przyktad: rozktad normalny z nieznang wariancja

Préba o liczno$ci n = 16 pomiaréw pewnej cechy o rozktadzie normalnym
statystyki X, = 1 oraz 52 = 9. Wyznacz przedziat ufnoéci dla wartosci
oczekiwanej na poziomie ufnosci 1 — « dla o = 0.05.
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Przyktad: rozktad normalny z nieznang wariancja

Préba o liczno$ci n = 16 pomiaréw pewnej cechy o rozktadzie normalnym
statystyki X, = 1 oraz 52 = 9. Wyznacz przedziat ufnoéci dla wartosci
oczekiwanej na poziomie ufnosci 1 — « dla o = 0.05.

Rozwiazanie: Przedziat ufnosci ma postac:

S

[yn — A, Xn + A] s gdzie A= tl*&/lﬂ*l%

ti—a/2in-1 = toorsis = 2.131

A = 2.131i = 1.598

V16
[Xn— A, X+ A] = [1—1598, 1+1.598] = [0.598,2.508]
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/Zadanie

Postanowiono oszacowa¢ $rednig wartos¢ cen wynajmuj kawalerki w pew-
nej dzielnicy. W tym celu pobrano prébe o wielkoéci n = 25 uzysku-
jac $rednig cene X, = 1.4 (w tys. zt) i warto$¢ estymatora wariancji
52 = 0.09. Wyznacz przedziat ufnoéci dla wartoséci oczekiwanej ceny na
poziomie ufnoéci 1 — « dla o = 0.05. Zatéz na potrzeby zadania, ze
rozkfad cen jest rozktadem normalnym.
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