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Zadanie 1. Uzasadnij, Ze zachodzi wzor skroconego mnozenia:
1 n
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Odpowiedz: Ten wzor jest tak naprawde szczegdlnym przypadkiem wzoru skréconego mnozenia dla wa-
riancji:

E((X - EX)?) = E(X?) - (EX)?,
gdzie za rozktad prawdopodobienstwa wezmiemy rozktad empiryczny na proébie, tzn. kazdemu elementowi
proby przypiszemy te sama warto$¢ prawdopodobienstwa % Udowodnimy jednak te wzor bezposrednio.
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Poniewaz X,, = % Z?:l X, jest stala niezalezna od ¢, mozna ja wyjaé przed sume, co daje:
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Zadanie 2.  Pokaz, Ze estymator 62 wariancji 0® = D?(X) zdefiniowany jako:

ZXZ Y - %Z(Xz *Yn)za

jest silnie zgodny.
OdpowiedZ: Zgodnie z prawem wielkich liczb,

z pr. 1

X, 'S EX

Rozwazmy zmienng losowe Y = X?2. Zdefiniujmy:

- 1 ¢ 1«
Y, =—-Y Y =—-Y X2

Zgodnie z prawem wielkich liczb:
z pr. 1

Y, % EY = E(X?
Czyli:

ZX2 (X,)? = Vo — (Xn)? “2' B(X?) - (EX)? = o2

gdzie w ostatniej réwnosci uzyhsmy wzoru skroconego mnozenia dla wariancji.

—_



Zadanie 3. Niech i = Y., ¢;X; bedzie estymatorem wartosci oczekiwanej p = EX dla pewnych
wspotczynnikow cy, . . ., ¢, niezaleznych od danych. Jaki warunek muszq speiniaé te stale, aby estymator
byl nieobciazony ?

OdpowiedZ: Stale musza si¢ sumowac¢ do jedynki: Z?:l ¢; = 1. Wynika to z tego, ze:
E,l/l\, =F CiXZ' = C; .E)(Z = u C;.

Jesli 71 ma by¢ nieobcigzony, to Efi = u, a wiec Y i ¢; = 1.

Zadanie 4. Rozwaz estymator warto$ci oczekiwanej p postaci:

ﬁ = ZCiXia

dla pewnych wspdlczynnikow c1, . .., ¢, (niezaleznych od danych). Zalézmy, Ze [ jest nieobciazony (patrz
zadanie 8). Dla jakich wartosci ¢, ..., ¢, ma on najmniejsza wariancje ?
OdpowiedZ: 7 poprzedniego zadania wiemy, ze jesli i ma by¢ nieobcigzonym estymatorem wartosci ocze-
kiwanej p, to musi zachodzi¢ Z?:l ¢; = 1. Policzmy teraz wariancje estymatora. Poniewaz Xi,..., X,
sg niezalezne, tym samym c; Xy, ..., c, X, sa niezalezne, a wiec:

n n n

D*(@) =) D*e:X)) =) i D*(X)=0") d,
i=1 =1 T i=1

gdzie uzyli$my réwniez prawa skalowania wariancji D?(aX) = a?D?(X). A wigc aby zminimalizowaé
wariancje estymatora, nalezy zminimalizowa¢ Y., ¢? przy zalozeniu, ze Y ., ¢; = 1. Zrobimy to w
nastepujacy sposéb: za ¢, podstawimy 1 — Z?;ll ¢; 1 w ten sposodb pozbedziemy si¢ jednej zmiennej oraz

ograniczenia. Czyli musimy rozwiaza¢ problem minimalizacji funkcji:

n—1 n—1 2
flery o oyen1) = Zcf + <1 — ch> .

i=1

Liczmy pochodne czastkowe po c¢;:

Bf_ n—1
3o _2@—2(1—;@),

i przyréwnujemy je do zera:

Bf n—1
- = 7;:1— -
B 0 <= ¢ ;c

Poniewaz prawa strona powyzszego wyrazenia jest taka sama dla dowolnego i, wnioskujemy, ze w opti-
mum wszystkie wartosci ¢; sg sobie réwne, tzn. ¢y = ¢ = ... = ¢,_1, co po podstawieniu do powyzszego
wyrazenia daje:
1
ci=1—-(n—-1)¢ = c¢=—.
n

, .. 1 . . , .s , 1 . .
Wtedy réwniez ¢, = 7, a wigc wszystkie wspolczynniki sa réwne . Tym samym pokazaliSmy, ze esty-
mator nieobciazony ma najmniejsza wariancje, gdy jest zwykla érednig arytmetyczna.

Uwaga: powinnismy formalnie argumentowaé, ze znalezione optimum to minimum, a nie maksimum.
Poniewaz jest to jedyny punkt zerowania sie pochodnej, funkcja nie ma wiecej miniméw ani maksiméw.
Aby przekonad sie, ze jest to minimum, wystarczy zauwazy¢, ze f ro$nie do nieskonczonosci gdy ktorys
ze wspolczynnikéw rosnie do nieskonczonodci, wiec znaleziony punkt nie moze byé maksimum.



Zadanie 5. Pokaz, Ze funkcja informacji Fishera I(p) dla rozkladu dwupunktowego B(p) ma postaé:

1
Tte) = p(1—p)

Nastepnie pokaz, ze estymator X,, wartosci oczekiwanej p jest efektywny dla tego rozkladu

Odpowiedz: W rozkladzie dwupunktowym X € {0, 1}, zapisujac ¢(z) = P(X = z) (zmieniamy oznaczenie
rozkladu prawdopodobienstwa, zeby nie mylilo si¢ z parametrem p) mamy ¢(1) = pi¢g(0) =1 —p. Tym
samym:

ongr) [ opr =4 e b
- nilp) 1 dla z = 0.

Funkcja informacji Fishera ma wiec postac:

I(p) = E((WY) = q(1) (‘91%2(1))2+q(0) <81r(19;1)(0))2

1 1 1 l—p+p 1
p? ( )(1—19)2 p 1l-p p(1—p) p(1—p)

n s 7 . . . . ’
Estymator X, = £ S7 . X; ma warto$¢ oczekiwana i wariancje réwna:
n =1

— — D*(X 1-
EX, = EX = p, D*X,) = (X) _ p(l=p)
n n

A wiec X, jest estymatorem nieobcigzonym parametru p. Z kolei z nieréwnoéci Craméra-Rao wynika,
ze dla dowolnego estymatora nieobciazonego ji parametru p mamy:
1 p(1 —p)

D) > nl(6) - n

A wiec X, jest efektywnym estymatorem parametru p dla rozktadu dwupunktowego.



