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Twierdzenie (nier6wno$é Craméra-Rao): Niech ) bedzie nieobcigZonym estymatorem parametru 6
wyznaczonym z proby X1, Xo, ..., X,. Zdefiniujmy funkcje informacji Fishera 1(0) jako:

o) - £ ( (),

gdzie p(x) jest prawdopodobieristwem przyjecia wartodci x przez zmienng X.

10) = E<(51“81;(X))2>,

gdzie f(x) jest gestoscig zmiennej X.

e Dla rozkladow dyskretnych:

e Dla rozkltadow cigglych:
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Dowdd: Udowodnimy te wlasnos$é tylko dla rozktadéw dyskretnych. Dowodd dla rozktadow ciaglych jest
identyczny, trzeba tylko zamienié¢ p(x) na f(x) i wszystkie sumy na calki.
Niech X bedzie zbiorem wartosci przyjmowanych przez zmienng losowa X . Zauwazmy, ze p(z) bedzie
zalezalo w jaki$ sposéb od parametru 6, np. w rozkladzie Bernoulliego gdy 6 = p, p(1) = p, a p(0) = 1—p.
Dla dowolnego ¢, zdefiniujmy zmienna losowa:

0lnp(X;)
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Zauwazmy, ze Y; jest funkcja zmiennej X;, tzn. Y; = ¢g(X;), gdzie g(z) = %. Zgodnie z zasada
rozniczkowania funkcji ztozonej, mamy:
Olnp(z) 1 Op(x)
00 - p(z) 00

co daje (zauwazajac, ze rozklad zmiennej X; dany jest przez p(z)):

EY; = ) px)g(z) = Zp(w)alnp = > péﬁe;a%@) - Z@g(@x).
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gdzie réwnosé¢ w (%) wynika z faktu, ze pochodna sumy to suma pochodnych, oraz uzyliémy warunku
normalizacji prawdopodobienstwa ), p(x) = 1. Tym samym pokazalismy EY; = 0.



Zapiszmy teraz zmienne losowe lacznie jako wektor X = (X1,...,X,,), a ich rozklad laczny jako p(x)
dla © = (x1,...,2,). Z niezaleznosci zmiennych losowych:

p(x) = p(z1)p(z2) - ... - p(xn).
Zdefiniujemy zmienna Y = h(X) bedaca funkcja wektora X jako:
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7 niezaleznosci wynika, ze:
Olnp(x) _ Oln(p(z1) ... p(zn)) _ d(np(zr) +...+plan)) _ ialnp(mi)
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co oznacza, ze Y = Z?:l Y;. Poniewaz udowodnilidémy juz, ze £Y; = 0, mamy wiec réwniez:
EY =0 (1)

Zgodnie z nieréwnodcia Cauchy’ego-Schwarza (udowodniong na wykladzie o wielowymiarowych zmien-
nych losowych) dla dowolnych zmiennych losowych X i Y zachodzi:

C(X,Y)? < D*(X)D?(Y).
Wykorzystamy ta nieréwnos$¢ podstawiajac X = 0:
~ ~ o C0,Y)?
2 ¢ p2 2 2(9) > J )
C(6,Y) D=(0)D*(Y), czyli D(0) DY) (2)

Wykazemy teraz, ze C(6,Y)% = 1 oraz D2(Y) = nI(f), co zakoficzy dowéd nieréwnosci Craméra-Rao.
Zaczniemy od licznika. Ze wzoru skréconego mnozenia dla kowariancji C(X,Y) = E(XY) — (EX)(EY)
mamy:

C@.Y) = B(0Y) - (EO)(EY) = E(5Y),

gdzie wykorzystaliSmy (1). Ale:
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Zauwazmy jednak, ze 0 nie zalezy w zaden sposéb od 0 (jest wylacznie funkcja realizacji préby x), stad
mozemy potraktowaé 6 jako stala ze wzgledu na 6 i wystawi¢ pochodna przed sume:

~ op(x ) - o ~ 0
3 f() %(9) - M(Z 0($)p(w)> = B0 = =6 =1,
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gdzie uzylismy faktu, ze estymator 0 jest nieobciazony, tzn. EO = 0. Tym samym pokazalidémy, ze
C(6,Y) =1, a wiec réwniez C(6,Y)? = 1, czyli licznik w (2) jest réwny 1.
Teraz zajmiemy si¢ mianownikiem w (2). Mamy:

D*(Y) = D*(V1+...+Y,) = XH:DQ(Yi)v (3)

=1

poniewaz wszystkie zmienne Y; = g(X;) sa niezalezne (co wynika z niezaleznosci zmiennych Xy, ..., X,,).
Na koniec zauwazmy, ze ze wzoru skréconego mnozenia dla wariancji
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DY) = E(V?)— (BY)? = E((‘W} ) - 100),
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a wiec z (3) wynika, ze:
D*(Y) = nI(9),

czyli mianownik w (2) jest réwny nl(6). To konczy dowod.



