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Zagadnienia statystki

Przeprowadzamy pewien eksperyment losowy, ktérego wynikiem sa dane.

Celem jest wyciagniecie ogdlnych wnioskéw na temat zbiorowosci /
zjawiska / procesu, z ktérego dane pochodzj.

Whioskowanie statystyczne jest podstawowa metodologia badan w
wiekszosci nauk (np. w medycynie, psychologii, ekonomii, fizyce
eksperymentalnej), jak réwniez stanowi baze nowoczesnych metod
sztucznej inteligencji (uczenie maszynowe) i analizy danych
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Zagadnienia statystyki — przyktady

Sondaz wyborczy na prébie losowo wybranych oséb celem
oszacowania prawdziwego poparcia dla partii w catej populacji kraju

Whioskowanie o zmianach temperatury na podstawie pomiaréw ze
stacji pogodowych

Sprawdzenie, czy istnieje zalezno$¢ miedzy danymi zjawiskami (np.
palenie papieroséw a zachorowalno$¢ na nowotworowy)

Testowanie skutecznosci nowego leku poprzez poréwnanie wynikéw
préby badawczej (podajemy lek) i kontrolnej (podajemy placebo)

Szacowanie czasu przejazdu po drogach na podstawie danych z GPS
urzadzeh mobilnych

Badania marketingowe celem kierowania do konsumentéw
personalizowanych reklam
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Préba i populacja

Populacja (generalna) — cata rozwazana zbiorowo$¢, np. wszyscy
potencjalni wyborcy, wartosci temperatur na catym globie, wszyscy
mozliwi pacjenci, itp.

Préba — zesp6t elementéw wylosowany z populacji (,dane”), np.
wyborcy wybrani do sondazu, wartosci temperatur w stacjach
pomiarowych, pacjenci wybrani do testowania leku, itp.
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Préba i populacja

Celem wnioskowania statystycznego jest wyciggniecie wnioskéw o cate]
populacji na podstawie losowo wybranej proby
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Préba i populacja

Celem wnioskowania statystycznego jest wyciggniecie wnioskow o catej
populacji na podstawie losowo wybranej proby

Uwaga: Zaktadamy, ze préba jest reprezentatywna (kazdy element populacji ma

rowne szanse na wejécie do proby) i prosta (kazdy element préby losowany
niezaleznie od pozostatych).
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Populacja a rozktad prawdopodobienstwa

Zwykle interesuje nas tylko konkretna cecha populacja, np. preferencje
wyborcze, wysoko$¢ zarobkdéw, temperatura, itp.
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Zwykle interesuje nas tylko konkretna cecha populacja, np. preferencje
wyborcze, wysoko$¢ zarobkdéw, temperatura, itp.

6/30 #H 4
7/30 phitdie
5/30 #4444

6/30 #Hit4 4
6/30 #4it4 4

Zliczajac czestoSci wystapienia danej wartosci cechy populacje mozemy
traktowac abstrakcyjnie jako rozktad prawdopodobienstwa cechy
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Populacja a rozktad prawdopodobienstwa

Zwykle interesuje nas tylko konkretna cecha populacja, np. preferencje
wyborcze, wysoko$¢ zarobkdéw, temperatura, itp.

6/30 #H 4
7/30 phitdie
5/30 #4444

6/30 #Hit4 4
6/30 #4it4 4

Zliczajac czestoSci wystapienia danej wartosci cechy populacje mozemy
traktowac abstrakcyjnie jako rozktad prawdopodobienstwa cechy

Dla ciagtych cech modelujemy populacje gestoscig prawdopodobienstwa
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Statystyka matematyczna

e Badang ceche X modelujemy jako zmienng losowa o pewnym
rozktadzie P (na populacji)
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Statystyka matematyczna

e Badang ceche X modelujemy jako zmienng losowa o pewnym
rozktadzie P (na populacji)

e Préba o licznosci n moze by¢ modelowana jako realizacje (wartosci) n
niezaleznych zmiennych losowych

XlaX27"'aXn

o tym samym rozktadzie P
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Statystyka matematyczna

e Badang ceche X modelujemy jako zmienng losowa o pewnym
rozktadzie P (na populacji)

e Préba o licznosci n moze by¢ modelowana jako realizacje (wartosci) n
niezaleznych zmiennych losowych

XlaX27"'aXn

o tym samym rozktadzie P

e Obserwujac prébe pochodzaca z nieznanego rozktadu P, wnioskujemy
o interesujacych nas wtasnosciach tego rozktadu.
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Rozktad empiryczny

6/30 #Hi 14
7/30 piitiie
5/30 #44

6/30 #i i
6/30 t4iit4

7/30



Rozktad empiryczny

6/30 #iHiEH 44 3/10
7/30 #hivide ¥ 2/10
5/30 #4444 ¥4 2/10
6/30 #¥itiH ¥ 2/10
6/30 ¥ttt ¥ 1/10

Rozktad empiryczny powstaje poprzez zliczenie czestosci wystapien
poszczegblnych wartosci cechy na prébie.
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Przyktad: preferencje wyborcze

e Rozwazmy drugg ture wyboréw prezydenckich z kandydatami A i B.
W populacji kandydat A ma poparcie 60%, a B — 40%
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Przyktad: preferencje wyborcze

e Rozwazmy drugg ture wyboréw prezydenckich z kandydatami A i B.
W populacji kandydat A ma poparcie 60%, a B — 40%

e Niech X € {0,1} koduje poparcie kandydata A (X =1) lub B
(X =0)
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Przyktad: preferencje wyborcze

e Rozwazmy drugg ture wyboréw prezydenckich z kandydatami A i B.
W populacji kandydat A ma poparcie 60%, a B — 40%

e Niech X € {0,1} koduje poparcie kandydata A (X =1) lub B
(X =0)

e Cecha X ma wiec rozktad dwupunktowy z parametrem p = 0.6
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Przyktad: preferencje wyborcze

Rozwazmy druga ture wybordéw prezydenckich z kandydatami A i B.
W populacji kandydat A ma poparcie 60%, a B — 40%

Niech X € {0,1} koduje poparcie kandydata A (X =1) lub B
(X =0)

Cecha X ma wiec rozktad dwupunktowy z parametrem p = 0.6

Pobralismy prébe n = 10 elementéw otrzymujac wartosci:

0,1,0,1,1,1,0,0,1,0
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Przyktad: preferencje wyborcze

Rozwazmy druga ture wybordéw prezydenckich z kandydatami A i B.
W populacji kandydat A ma poparcie 60%, a B — 40%

Niech X € {0,1} koduje poparcie kandydata A (X =1) lub B

(X =0)

Cecha X ma wiec rozktad dwupunktowy z parametrem p = 0.6

Pobralismy prébe n = 10 elementéw otrzymujac wartosci:
0,1,0,1,1,1,0,0,1,0

Rozktad empiryczny jest rozktadem dwupunktowym z parametrem
~_ 5
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Teoria estymacji

W ramach tego wyktadu zajmiemy sie tylko zadaniem estymacji
parametréw rozktadu

Teoria estymacji zajmuje sie szacowaniem interesujacych parametréw
rozktadu na populacji na podstawie préby
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Teoria estymacji

W ramach tego wyktadu zajmiemy sie tylko zadaniem estymacji
parametréw rozktadu

Teoria estymacji zajmuje sie szacowaniem interesujacych parametréw
rozktadu na populacji na podstawie préby

Przyktad: Cecha w populacji ma rozktad normalny N(u,0?), gdzie i i o
s3 nieznane. Szacujemy te warto$ci na podstawie proby.
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Statystyka i estymator

Préba: Niezalezne zmienne losowe X1, X5, ..., X, o rozktadzie P.
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Statystyka i estymator

Préba: Niezalezne zmienne losowe X1, X5, ..., X, o rozktadzie P.

Statystyka T = T(X1, X2, ..., X,) nazywamy dowolna funkcje préby

Uwaga: statystyka jest zmienng losowa, poniewaz jest funkcja zmiennych
losowych!
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Statystyka i estymator

Préba: Niezalezne zmienne losowe X1, X5, ..., X, o rozktadzie P.

Statystyka T = T(X1, X2, ..., X,) nazywamy dowolna funkcje préby

Uwaga: statystyka jest zmienng losowa, poniewaz jest funkcja zmiennych
losowych!

Estymatorem 6 = §(X1, Xa,...,Xn) nazywamy statystyke szacujaca nie-
znany parametr 6 rozktadu P

Uwaga: estymator jest zmienng losowa, wiec ma swoéj rozktad, wartosé
oczekiwang, wariancje, itp.
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Przyktad: szacowanie wartosci oczekiwane]

Zatézmy, ze chcemy oszacowaé wartos¢ oczekiwana p = EX rozkfadu
zmiennej losowej X.
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Przyktad: szacowanie wartosci oczekiwane]

Zatézmy, ze chcemy oszacowaé wartos¢ oczekiwana p = EX rozkfadu
zmiennej losowej X.

Rozwazmy estymator parametru ;1 bedacy $rednig arytmetyczna préby

_ 12
o= Xe = 230X
i=1

n=x
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Przyktad: szacowanie wartosci oczekiwane]

Zatézmy, ze chcemy oszacowaé wartos¢ oczekiwana p = EX rozkfadu
zmiennej losowej X.

Rozwazmy estymator parametru ;1 bedacy $rednig arytmetyczna préby

_ 10
i=Xo= > X
i=1

n=x

Zgodnie z prawem wielkich liczb:

a wiec zwiekszajac wielko$¢ préby n do nieskonczonosci, estymator fi
zbiega do prawdziwej wartosci parametru f.
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Zgodnos¢ estymatora

Estymator 7 parametru 6 nazywamy silnie zgodnym jesli:

Zgodnos¢ estymatora oznacza, ze zbiega on do prawdziwej wartosci pa-
rametru, gdy rozmiar préby n roénie do nieskonczonosci
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Zgodnos¢ estymatora

Estymator 7 parametru 6 nazywamy silnie zgodnym jesli:

Zgodnos¢ estymatora oznacza, ze zbiega on do prawdziwej wartosci pa-
rametru, gdy rozmiar préby n roénie do nieskonczonosci

Whiosek: estymator ji = X, jest silnie zgodnym estymatorem warto4ci
oczekiwanej p = EX.
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Przyktad: preferencje wyborcze

Rozwazmy druga ture wyboréw prezydenckich (kandydaci A=1i B =0).
Zmienna X € {0, 1} (poparcie A) ma rozktad B(p), gdzie p = EX jest
poparciem kandydata w populacji.

13/30



Przyktad: preferencje wyborcze

Rozwazmy druga ture wyboréw prezydenckich (kandydaci A=1i B =0).
Zmienna X € {0, 1} (poparcie A) ma rozktad B(p), gdzie p = EX jest
poparciem kandydata w populacji.

Estymator wartosci oczekiwanej p:

N 1< #sukceséw w prébie
n P n

jest czestoscig sukceséw w prébie.
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Przyktad: preferencje wyborcze

Rozwazmy druga ture wyboréw prezydenckich (kandydaci A=1i B =0).
Zmienna X € {0, 1} (poparcie A) ma rozktad B(p), gdzie p = EX jest
poparciem kandydata w populacji.

Estymator wartosci oczekiwanej p:

N 1< #sukceséw w prébie
p = ;ZXi
i=1

n
jest czestoscig sukceséw w prébie.

p jest silnie zgodnym estymatorem parametru p.
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Metoda momentdw

Estymator wartosci oczekiwanej X, jest przyktadem zastosowania tzw.
metody momentéw:

Chcac oszacowaé moment rozktadu my = E(X*), uzyjmy estymatora i
bedacego odpowiednim momentem rozktadu empirycznego:

1 P
my = *ZXI
ni:l

(zamiast wartosci oczekiwanej bierzemy $rednig po prébie)
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Przyktad: estymator wariancji

Chcemy oszacowa¢ wariancje 02 = D?(X) rozktadu zmiennej losowej X.
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Przyktad: estymator wariancji

Chcemy oszacowa¢ wariancje 02 = D?(X) rozktadu zmiennej losowej X.

Poniewaz D?(X) = E(X?) — (EX)? = my — m?, bierzemy estymator
wariancji:

~ PN 1 -
52 — Mo — m% — ; ZXiZ _ (Xn)2
i=1

15/30



Przyktad: estymator wariancji

Chcemy oszacowa¢ wariancje 02 = D?(X) rozktadu zmiennej losowej X.
Poniewaz D?(X) = E(X?) — (EX)? = my — m?, bierzemy estymator
wariancji:
18 - 18 -
6 = m—m = S X7 (Xa) = D (X = Xa)?
i=1

i3
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Przyktad: estymator wariancji

Chcemy oszacowa¢ wariancje 02 = D?(X) rozktadu zmiennej losowej X.
Poniewaz D?(X) = E(X?) — (EX)? = my — m?, bierzemy estymator
wariancji:

18 - 18 -
6 = m—m = S X7 (Xa) = D (X = Xa)?
i=1

i3

Uzasadnij, ostatnig rownos$¢, tzn. pokaz wzér skréconego mnozenia:
13 Y )2 12 vy
*Z(Xi_xn) = *ZXi — (Xn)
nic iz

Zwréé uwage na analogie do E (X — EX)?) = E(X?) — (EX)?, tyle ze
zamiast usredniaé po rozktadzie, usredniamy po prébie.
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Przyktad: estymator wariancji

Chcemy oszacowa¢ wariancje 02 = D?(X) rozktadu zmiennej losowej X.

Poniewaz D?(X) = E(X?) — (EX)? = my — m?, bierzemy estymator
wariancji:
1< -
62 = my— m3 ZXZ (Xn)? = =) (X —Xn)?

i3

Zadanie 2

Pokaz, ze 6?2 Jest 5|In|e zgodny poprzez dwukrotne zastosowania prawa
wielkich liczb do = X2 oraz do X,,.
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Estymator nieobcigzony

Zgodno$¢ estymatora jest wiasnoscig asymptotyczna: méwi o zachowaniu
estymatora tylko dla bardzo duzych préb (n — o0)
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Estymator nieobcigzony

Zgodno$¢ estymatora jest wiasnoscig asymptotyczna: méwi o zachowaniu
estymatora tylko dla bardzo duzych préb (n — o0)

Obciazenie estymatora

Obcigzeniem estymatora 6 parametru 6 nazywamy réznice miedzy war-
toscig oczekiwang estymatora a nieznang wartoscig parametru:

E(0)—0
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Estymator nieobcigzony

Zgodno$¢ estymatora jest wiasnoscig asymptotyczna: méwi o zachowaniu
estymatora tylko dla bardzo duzych préb (n — o0)

Obciazenie estymatora

Obcigzeniem estymatora 6 parametru 6 nazywamy réznice miedzy war-
toscig oczekiwang estymatora a nieznang wartoscig parametru:

E(0)—0

Estymator nieobcigzony

Estymator nazywamy nieobcigzonym jesli jego obciagzenie jest réwne zero,
tzn:

E@) = 0

Estymator ,Srednio” trafia w wybrany parametr.

Uwaga: to ma sens, bo estymator jest zmienng losowa, wiec ma swoj3

wartos¢ oczekiwang!
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Estymator nieobcigzony

Zgodnie z prawem wielkich liczb, warto$¢ oczekiwang estymatora E(§)
mozna interpretowal jako Srednig warto$¢ estymatora przy wielokrotnym
losowaniu préby

17/30



Estymator nieobcigzony

Zgodnie z prawem wielkich liczb, warto$¢ oczekiwang estymatora E(§)
mozna interpretowal jako Srednig warto$¢ estymatora przy wielokrotnym
losowaniu préby
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Estymator nieobcigzony

Zgodnie z prawem wielkich liczb, warto$¢ oczekiwang estymatora E(@)
mozna interpretowal jako Srednig warto$¢ estymatora przy wielokrotnym
losowaniu préby

Estymator nieobcigzony Estymator obcigzony

~

-~
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Estymator wartosci oczekiwane;j

[ Estymator warto$ci oczekiwanej ;1 = EX postaci:

_ 17
o =X, = 72)(,
i3

jest nieobcigzony
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Estymator wartosci oczekiwane;j

[ Estymator warto$ci oczekiwanej ;1 = EX postaci:

_ 12
o =X, = 72)(,
iz

jest nieobcigzony

Dowdd:

18/30



Estymator wartosci oczekiwane;j

[ Estymator warto$ci oczekiwanej ;1 = EX postaci:

_ 12
o =X, = 72)(,
iz

jest nieobcigzony

Dowdd:

18/30



Estymator wartosci oczekiwane;j
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Estymator wartosci oczekiwane;j

[ Estymator warto$ci oczekiwanej ;1 = EX postaci:

_ 12
o =X, = 72)(,
iz

jest nieobcigzony

Dowdd:

1 1
EG) = E(=5S"x) = =S Ex; =
0 (z ) Ly e -

i=1 2}

(jest to przypomnienie z wyktadu o twierdzeniach granicznych, gdzie juz
udowodnilismy, ze EX,, = p)
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Estymator wariancji

Wyznacz obciazenie estymatora wariancji 02> = D?(X) postaci:

_ 17 _
= 23 (X —Xa)? = ;Zxﬁ—xi
i=1
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Estymator wariancji

Wyznacz obciazenie estymatora wariancji 02> = D?(X) postaci:

— 1 5
;Xj(xi_xn)2 = EZX/?_Xn
j i=1

Odpowiedz:

ZEX2 X)) = E(X?) - E(X})
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Estymator wariancji

Wyznacz obciazenie estymatora wariancji 02> = D?(X) postaci:

N 1 2
2 _ ;Z(Xf — EZX:?—Xn
i=1 i=1
Odpowiedz:
~ X2
E@?) = ZEXz X,) = E(X?) - E(X})

Ze wzoru skrébconego mnozenia mamy:

D?(X) = E(X?) — (E)f(/)z, oraz
=p

DA(X,) = E(X7) — (EX,)°.
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Estymator wariancji

Wyznacz obciazenie estymatora wariancji 02> = D?(X) postaci:

1< - 1< —
52 = ;2(X;—X,,)2 = E;X'? ~-X2
Odpowiedz:
E@) = ZE (XP) — E(X;) = E(X*) ~E(X;)
Ze wzoru skrébconego mnozenia mamy:
D’(X) = E(X*) = (EX)*,  oraz D(X,) = E(X;) — (EX,)”
= ~

stad:
E(@?) = D*(X)+u? = (D*(X,) +p?) = D*(X) - D*(X,)
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Estymator wariancji

Wyznacz obciazenie estymatora wariancji 02> = D?(X) postaci:

. 1 - 1< —
57 = =) (Xi—Xn)? = 2> X=X,
iz iz

Odpowiedz:
E(6?) = D?*(X) - D*(X,)
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Estymator wariancji

Wyznacz obciazenie estymatora wariancji 02> = D?(X) postaci:

. 1 - 1< —
57 = =) (Xi—Xn)? = 2> X=X,
iz iz

Odpowiedz:
E(6?) = D?*(X) - D*(X,)

Zauwazmy, ze:
D*(X) = o
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Estymator wariancji

Wyznacz obciazenie estymatora wariancji 02> = D?(X) postaci:

1 — 1<
57 = =) (Xi—Xa)? = =) X -
i3 =

X,

Odpowiedz:
E(5%) = D?*(X) - D?*(X,)
Zauwazmy, ze:
D*(X) = o2

D*(X,) = D? <1znjx,->
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Estymator wariancji

Wyznacz obciazenie estymatora wariancji 02> = D?(X) postaci:

1 — 1 —2
~2 2 2
= = Xi— X)) = = Xi—X
G ”,;( ) ”,; ;
Odpowiedz:
E(5%) = D?*(X) - D?*(X,)
Zauwazmy, ze:
D*(X) = o2
- [ 1 1 <& o2
D (X,) = D°| = Xi| = — D(X;)) = —
(Xn) (n; ) n? ;H(,_Z n
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Estymator wariancji

Wyznacz obciazenie estymatora wariancji 02> = D?(X) postaci:

1< — 1 & —2
~2 2 2
= - Xi—Xp) = =) X7—X
G ”,;( ) n; P X,
Odpowiedz:
E(@*) = D*(X)— D*(X»)
Zauwazmy, ze:
D*(X) = o2
D*(X,) = D? lznjx- = lZn:D2(X-) _ T
v n="") g ——
— =173
Stad:
2
-1
E(5%) = 2T = 1725 £ o°
n n

Estymator wariancji 2 jest obciazony (niedoszacowuje!)
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Ratujemy estymator wariancji

Pokazalismy, ze:

-1
E(5?) = ! o2,

n n
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Ratujemy estymator wariancji

Pokazalismy, ze:

-1 12 —
E@?) = "n o2, gdzie 5% = ;E(X;—X,,)Z
Modyfikujemy estymator wariancji:
72— LS -X)p = 5
’ n—1 : " n—1

i=1
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Ratujemy estymator wariancji

Pokazalismy, ze:

-1 12 —
E(6?) = ”n o2, gdzie 52 = ;E(X;—X,,)Z
Modyfikujemy estymator wariancji:
72— LS -X)p = 5
’ n—1& : " n—1

Nowy estymator jest nieobcigzony, poniewaz:

. n n ~ h n—T

E(O’f) = E(n_10'2> = mE(O’z) = E /pf 0'2 = 0'2
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Podsumowanie

Nieobcigzony estymator wartosci $redniej p = EX:
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Podsumowanie

Nieobcigzony estymator wartosci $redniej p = EX:

_ 17
= %o = 13X
Lt

Nieobciazony estymator wariancji 02 = D?(X):

Zadanie 3
Niech & = Y"1 ¢iX; bedzie estymatorem wartosci oczekiwanej p = EX
dla pewnych wspoétczynnikdéw ci, ..., c, niezaleznych od danych. Jaki

warunek muszg spetniac te state, aby estymator byt nieobciazony?
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Brak obcigzenia nie wystarcza

tatwo uzyskaé estymator nieobciazony, ktéry jest trywialny
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Brak obcigzenia nie wystarcza

tatwo uzyskaé estymator nieobciazony, ktéry jest trywialny

Rozwazmy estymator wartosci oczekiwanej postaci ji1 = Xj
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Brak obcigzenia nie wystarcza

tatwo uzyskaé estymator nieobciazony, ktéry jest trywialny

Rozwazmy estymator wartosci oczekiwanej postaci ji1 = Xj

Mamy: E(p1) = EX; = p (estymator nieobcigzony!)
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Ale ten estymator odrzuca wszystkie elementy préoby poza X!

Np. przy szacowaniu poparcia kandydata A w wyborach, [i; zwraca
warto$¢ rébwng pierwszemu elementowi proby, czyli 0 lub 1!
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Np. przy szacowaniu poparcia kandydata A w wyborach, [i; zwraca
warto$¢ rébwng pierwszemu elementowi proby, czyli 0 lub 1!

Srednio jest to poprawne (réwne prawdziwemu poparciu), ale jest to raczej
kiepskie oszacowanie poparcia.
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Brak obcigzenia nie wystarcza

tatwo uzyskaé estymator nieobciazony, ktéry jest trywialny

Rozwazmy estymator wartosci oczekiwanej postaci ji1 = Xj
Mamy: E(p1) = EX; = p (estymator nieobcigzony!)

Ale ten estymator odrzuca wszystkie elementy préoby poza X!

Np. przy szacowaniu poparcia kandydata A w wyborach, [i; zwraca
warto$¢ rébwng pierwszemu elementowi proby, czyli 0 lub 1!

Srednio jest to poprawne (réwne prawdziwemu poparciu), ale jest to raczej
kiepskie oszacowanie poparcia.

Potrzebujemy innych kryteriéw oceny estymatoréw

22/30



Wariancja estymatora

Chcemy, aby nieobciazony estymator miat jak najmniejszg wariancje D2(5)
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Wariancja estymatora

Chcemy, aby nieobciazony estymator miat jak najmniejszg wariancje D2(§)

Estymator nieobcigzony Estymator nieobcigzony
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Wariancja estymatora

Chcemy, aby nieobciazony estymator miat jak najmniejszg wariancje D2(§)

Estymator nieobciazony Estymator nieobciazony
Duza wariancja Mata wariancja
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Relacja efektywnosci

Rozwazmy dwa estymatory nieobcigzone 01 0> parametru 6. Moéwimy,
ze 07 jest efektywniejszy od estymatora 6, jesli

D?(6;) < D?(6,)

dla kazdej wartosci parametru 6.
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Relacja efektywnosci

Rozwazmy dwa estymatory nieobcigzone 01 0> parametru 6. Moéwimy,
ze 07 jest efektywniejszy od estymatora 6, jesli

D?(6;) < D?(6,)

dla kazdej wartosci parametru 6.

e Sciélej powinno byé: ,efektywniejszy lub tak samo efektywny jak”

e Warunek ,dla kazdego 6" jest potrzebny, poniewaz wariancje
estymatoréw moga zaleze¢ od parametru rozktadu
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Relacja efektywnosci

Rozwazmy dwa estymatory nieobcigzone 01 0> parametru 6. Moéwimy,
ze 07 jest efektywniejszy od estymatora 6, jesli

D?(6;) < D?(6,)

dla kazdej wartosci parametru 6.

Sciélej powinno by¢: ,efektywniejszy lub tak samo efektywny jak”
Warunek ,,dla kazdego 8" jest potrzebny, poniewaz wariancje
estymatoréw moga zaleze¢ od parametru rozktadu

Relacja efektywnosci dotyczy tylko estymatoréw nieobciazonych

Relacja efektywnosci jest porzadkiem czeSciowym, tzn. dwa
estymatory moga by¢ nieporéwnywalne w sensie efektywnosci
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Relacja efektywnosci

Rozwazmy dwa estymatory nieobcigzone 01 0> parametru 6. Moéwimy,
ze 07 jest efektywniejszy od estymatora 6, jesli

D?(6;) < D?(6,)

dla kazdej wartosci parametru 6.

Sciélej powinno by¢: ,efektywniejszy lub tak samo efektywny jak”
Warunek ,,dla kazdego 8" jest potrzebny, poniewaz wariancje
estymatoréw moga zaleze¢ od parametru rozktadu

Relacja efektywnosci dotyczy tylko estymatoréw nieobciazonych

Relacja efektywnosci jest porzadkiem czeSciowym, tzn. dwa
estymatory moga by¢ nieporéwnywalne w sensie efektywnosci

Estymator nieobcigzony efektywniejszy od wszystkich innych estymato-
réw nieobcigzonych (jesli istnieje) nazywamy estymatorem efektywnym
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Przyktad

Dla préby losowej X1, Xo, ..., X, rozwazmy rodzine estymatoréw wartosci
oczekiwanej p postaci:

1 k
Mk k; i ) , N

(czyli ik bierze $rednia z k pierwszych elementéw préby)
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Przyktad

Dla préby losowej X1, Xo, ..., X, rozwazmy rodzine estymatoréw wartosci
oczekiwanej p postaci:

1 k
Mk k; i ) , N

(czyli ik bierze $rednia z k pierwszych elementéw préby)

1k
E(nk) = —ZEX; = p (nieobcigzone)
=t
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Przyktad

Dla préby losowej X1, Xo, ..., X, rozwazmy rodzine estymatoréw wartosci
oczekiwanej p postaci:

1 k
Mk k; i ) , N

(czyli ik bierze $rednia z k pierwszych elementéw préby)

1k

E(nk) = —E EXi = (nieobcigzone)
kig~
1 & o?

205\ _ =3 20wy — 97

D (lu’k) - k2 i:1D (XI) k

o2
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Przyktad

Dla préby losowej X1, Xo, ..., X, rozwazmy rodzine estymatoréw wartosci
oczekiwanej p postaci:

1 k
Mk klz_:l i ) , N

(czyli ik bierze $rednia z k pierwszych elementéw préby)

1k

E(nk) = —E EXi = (nieobcigzone)
kig~
1 & o?

205\ _ =3 20wy — 97

D (lu’k) - k2 i:1D (XI) k

o2

Estymator i, = X, jest najefektywniejszy, a i1 = Xi najmniej efektywny
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/Zadanie

Rozwaz estymator wartosci oczekiwanej p postaci:

n
:a = Zcixh
i=1

dla pewnych wspdtczynnikéw ci, ..., c, (niezaleznych od danych). Za-
tézmy, ze [ jest nieobcigzony (patrz zadanie 3). Dla jakich wartosci
c1,...,Cp Ma on najmniejsza wariancje?

. J
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Czy estymator moze mie¢ dowolnie mata wariancje?
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Czy estymator moze mie¢ dowolnie mata wariancje?

Nieréwno$é Craméra-Rao

Niech 6 bedzie nieobcigzonym estymatorem parametru 6 wyznaczonym
z préby Xy, Xa, ..., Xp. Zdefiniujmy funkcje informacji Fishera /(6) jako:

e Dla rozktadédw dyskretnych:

In p(X)\?
1(0) = E <(8nape()) > , gdzie p(x) jest prawd. wartosci x
e Dla rozktadéw ciagtych:

2
1(60) = E <<8|naf9(X)) > , gdzie f(x) jest gestoscia
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Czy estymator moze mie¢ dowolnie mata wariancje?

Nieréwno$é Craméra-Rao

Niech 6 bedzie nieobcigzonym estymatorem parametru 6 wyznaczonym
z préby Xy, Xa, ..., Xp. Zdefiniujmy funkcje informacji Fishera /(6) jako:

e Dla rozktadédw dyskretnych:

00
e Dla rozktadéw ciagtych:

1(60) = E <<8|nf(X))2> , gdzie f(x) jest gestoscia

2
1) = E <(8Inp(X)) > , gdzie p(x) jest prawd. wartosci x

00
Witedy:

Dowdd
Dowdd znajduje sie w materiatach dodatkowych
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Przyktad

Zatézmy ze X ma rozktad normalny N(u,o?) i chcemy estymowaé

X — )2
f) = 2;02 eXp{_( 205 ) }
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Przyktad

Zatézmy ze X ma rozktad normalny N(u,o?) i chcemy estymowaé

X_2
) = 2;a2wp{_(zwg)}

Mamy: Inf(x) = m( L )_k—uf
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Przyktad

Zatézmy ze X ma rozktad normalny N(u,o?) i chcemy estymowaé

f(X) = L exp{_(x_’u)2}

V2no2 2072

Mamy: Inf(x) = In (\/%) _ (X;Iéi)z

dlInf(x) ) <(X_M)2)

o _% 202
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Przyktad

Zatézmy ze X ma rozktad normalny N(u,o?) i chcemy estymowaé

f(X) = L exp{_(x_’u)2}

V2no2 2072

Mamy: Inf(x) = In (\/%) _ (X;Iéi)z

dln f(x) o <(X_M)2) x—p
o o 202
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Przyktad

Zatézmy ze X ma rozktad normalny N(u,o?) i chcemy estymowaé

X — )2
) = \/2:;02 eXp{_( o : }

X — )2
Mamy: Inf(x) = |In (\/;?>— 205)
onf(x) _a<( —u)2) x—p
ou O 202 I
N2
I(p) = E<<X02'u>>
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Przyktad

Zatézmy ze X ma rozktad normalny N(u,o?) i chcemy estymowaé

Mamy: Inf(x)

Jln f(x)
O

I(n)

o {_(X—W}
T Voro? P T 202
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Przyktad — c.d.

1

XNN(:U'vaz)a I(/U') = ?

Z nierébwnosci Craméra-Rao wynika wiec, ze dla dowolnego nieobcigzonego
estymatora /i wartosci oczekiwanej

1 1 o?
D?(h) > = =
() nl () nl/o2 n
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Przyktad — c.d.

1
X~ Nipo®),  I(n) = =
Z nierébwnosci Craméra-Rao wynika wiec, ze dla dowolnego nieobcigzonego

estymatora /i wartosci oczekiwanej

1 1 0
nl(p) — nl/o2  n°

. . - - . .. , g2
Ale wiemy, ze estymator X, jest nieobciazony i ma wariancje %-!
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Przyktad — c.d.

1
X N(uo®), 1) = =

Z nierébwnosci Craméra-Rao wynika wiec, ze dla dowolnego nieobcigzonego
estymatora /i wartosci oczekiwanej

1 1 0
nl(p) — nl/o2  n°

. . - - . .. . g2
Ale wiemy, ze estymator X, jest nieobciazony i ma wariancje %-!

Whiosek: Estymator i = X, wartoéci oczekiwanej j jest efektywny jesli
X ma rozktad normalny.
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/Zadanie

Pokaz, ze funkcja informacji Fishera /(p) dla rozktadu dwupunktowego
B(p) ma postac:

1
I(p) = m

Nastepnie pokaz, ze estymator X, wartoéci oczekiwanej p jest efektywny
dla tego rozktadu
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