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Zadanie 1. Pokaz, Ze dla dowolnej zmiennej losowej X, zmienna:

X -FEX

U= ")

jest zmienng standaryzowang, tzn. EU = 0 oraz D*(U) = 1.

Odpowiedz: Zgodnie ze wzorem E(aX +b) = aEX + b, dlaa = ﬁ oraz b = 7% mamy:
X EX EX EX
EU = B> 22 ) _ =22 52
(D(X) D(X)> D(X) D(X)

Podobnie, zgodnie ze wzorem D?(aX + b) = a®?D?(X), dla a,b jak powyzej, mamy:

= 1.

DU = DQ( X EX) _ D*(X)

D(X) D(X)) — D2(X)

Zadanie 2. UzZywajgc przyblizenia rozkladem normalnym oszacuj prawdopodobienstwo, Ze liczba suk-
cesow S, w rozkladzie B(n = 72,p = %) przekroczy 55. Nastepnie wyznacz gorne ograniczenie tego
prawdopodobienstwa poprzez odpowiednie zastosowanie nieréwnoéci Czebyszewa i poréwnaj. Mozesz row-
niez numerycznie wyznacz dokladng odpowiedz, aby sprawdzic¢ jak dobre jest przyblizenie.

OdpowiedZ: Poniewaz np = 48 > 5 in(1—p) = 24 > 5, mozemy uzy¢ przyblizenia rozkladem normalnym:
Sp —
U, = —=_"P_ _ N(0,1).
np(1 —p)

Stad:

PS> >—P<¢np<1——p>>m> P<U”> ”p“—p))

1—PlU, < 2" ) ~q1_g 2" )

np(l —p) np(l —p)
gdzie ®(+) jest dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego. Aby zwiekszy¢ dokladnosé, przyjmie-
my a = 55.5. Mamy:

a—np _55.5—-48 7j _ 1875

Vip(l—p) \/72%-% -4

Tym samym:
P(S, >555) ~ 1— ®(1.875) ~0.03

Aby zastosowaé nierownosé Czebyszewa, policzmy wpierw:

ES, = np = 48, D*(S,) = np(l—p) = 16.



Mamy:

P(S, >55) = P(S, >56) = P(S,— EX, >56—EX,) = P(S,— EX, > 8)

¢) D2(S,) 16
< n — n = < = =, = cL,
P(|S, — EX,| > 8) - o = 02

gdzie w (x) zastosowaliémy nieréwnosé Czebyszewa.
Na koniec policzymy rzeczone prawdopodobienstwo w sposéb dokladny:

72 72 79 2 k 1 72—k
P(S,>55) = > P(Sn=k) = Y <k> (3> (3) = 0.027.
k=56 k=56

Jak widaé, przyblizenie rozkladem normalnym daje bardzo dobre przyblizenie wartosci szukanego praw-
dopodobienstwa, natomiast nierownosé Czebyszewa daje bardzo kiepskie ograniczenie gérne.

Zadanie 3. Niech X ~ Pois(\) ma rozklad Poissona z parametrem \. Pokaz, Ze:
Mx(t) = exp{A(e' —1)}

Odpowied?: Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej X ~ Pois(A) ma postaé:

)\k
P(X =k) = ﬁe*, k=0,1,2,...
7 definicji funkcji tworzacej momenty:
0o - 0o )\k B 0o )\et k (%) N .
Mx(t) _ ZetkP(X:k) = e Azetkﬂ — e )\Z(k‘) e )\e A e)\( 1)7
k=0 k=0 k=0

. s ’ 7’ 7 k
gdzie w (x) wykorzystaliSmy réwnosé e* =y 72 Iz x =N

Zadanie 4. Niech X ~ N(0,1) ma standardowy rozklad normalny. Pokaz, Ze:

f(z) = e 2", r€eR

7 definicji funkcji tworzacej momenty:
o0 t > t 1..2 > 1.2 t
Mx(t) = / e flr)dx = / efe 2% da = / e 2 T g,
—c0 —0o0 —

Aby powyzsze wyrazenie scatkowaé wykorzystamy nastepujaca sztuczke: zapiszemy wyrazenie w wyktad-
niku jako:
L o 1 2, 1o
——x"+tr = —-(v—1 —t°.
2 + 2( )+ 2

Wyrazenie est’ mozemy wyjaé przed calke, stad:

Mx(t) = ezt / —12 e 0 gy = o3t
oo T

=1

Dlaczego calka po prawej stronie jest réwna 1?7 Poniewaz wyrazenie podcalkowe to gesto$¢ zmiennej o
rozkladzie normalnym N(¢,1), a calka z gestosci po calej dziedzinie musi sie réwnaé jeden.



Zadanie 5. UzZywajgc funkcji tworzgcej momenty, wyznacz warto$é oczekiwang i wariancje dla rozkla-
dow: dwumianowego, Poissona i standardowego normalnego

Odpowied?:

e Rozklad dwumianowy X ~ B(n,p): mamy Mx(t) = (pe! +1 —p)™, a stad:

M (t) = n(pe’ +1 — p)"pet MY (0) = np,
M5 (t) = n(n—1)(pe’ +1—p)"*(pe")? + n(pe’ + 1 —p)"'pe’ MY (0) =n(n — 1)p* + np.

Tym samym:
EX = np,  D*X) = M{(0)— (M%(0))" = n(n—1)p*+np—np’ =np(l - p).

e Rozklad Poissona X ~ Pois()\): mamy My (t) = exp {\(e! — 1)}, a stad:

M (t) = X' et M5 (0) = A,
MY (8) = D (Net)? 4 MUt M%(0) = X% + A
Tym samym:
EX = ), D*(X) = M 4+)X — X =\
e Rozklad Normalny X ~ N(0,1): mamy My (t) = 3!, a stad:
Mi(t) = te” Mje(0) =0,
MY (1) = t2e3t + 3" MY(0) =1

Tym samym EX =01 D?(X) = 1.



