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Standaryzacja zmiennej losowe;j

Zmienna X, dla ktérej EX = 0 i D?(X) = 1 nazywa sie zmienna losowa
standaryzowana
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Standaryzacja zmiennej losowe;j

Zmienna X, dla ktérej EX = 0 i D?(X) = 1 nazywa sie zmienna losowa
standaryzowana

Standaryzacja zmiennej losowe;j:
Dla dowolnej zmiennej X, zmienna:
X — EX

U = W jest zmienna standaryzowana

Zadanie 1

Udowodnij to stwierdzenie korzystajac ze znanych wtasnosci E(aX+b) =
aEX + b oraz D?(aX + b) = a®D?(X)
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Schemat Bernoulliego B(n, p)

X
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Schemat Bernoulliego B(n, p)

Sn - ZXiv ESn = np, D2(Sn) - np(l _p)
i=1
yn - inv EY,, = P D2(Yn) = P(]-n—P)

Jak zachowuje sie ciag S, (lub X,) po standaryzacji?

U S, —ES,  S,—np _Y,,—EY,,_ Xn—p Jn
’ D(S») Vnp(1 = p) D(X») Vp(1 - p)
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Schemat Bernoulliego B(n, p)

Sn - ZXiv ESn = np, D2(Sn) - np(l _p)
i=1
yn - %7 EY,, = P D2(Yn) = P(ln—P)

Jak zachowuje sie ciag S, (lub X,) po standaryzacji?

U = =B _ Somp  XaEXy _ Xa—p o
! D(Sn) np(1 - p) D(X») vp(l—p)

Interpretacja: patrzymy na S, (lub X,) dobierajac zawsze skalg i
przesuniecie poczatku uktadu wspotrzednych tak, aby warto$¢ oczekiwana
znajdowata sie w punkcie 0, a odchylenie standardowe byto jednostkowe.
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Schemat Bernoulliego B(n, p)

Sn - ZXiv ESn = np, D2(Sn) - np(l _p)
i=1
yn - %v EY,, = P D2(Yn) = p(ln_p)

Jak zachowuje sie ciag S, (lub X,) po standaryzacji?

U = =B _ Somp  XaEXy _ Xa—p o
! D(Sn) np(1 - p) D(X») vp(l—p)

Interpretacja: patrzymy na S, (lub X,) dobierajac zawsze skalg i
przesuniecie poczatku uktadu wspotrzednych tak, aby warto$¢ oczekiwana
znajdowata sie w punkcie 0, a odchylenie standardowe byto jednostkowe.

Ciag U, nie zbiega teraz do liczby, poniewaz ma stale jednostkowe
odchylenie standardowe!
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Rozktad zmiennej U, (p = %)

P(Un = u)
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Rozktad zmiennej U, (p = %)

P(Un = u)
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Rozktad zmiennej U, (p = %)

P(Un = u)
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Rozktad zmiennej U, (p = %)

P(Un = u)

n =100
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Twierdzenie Moivre'a-Laplace’a

Rozwazmy cigg niezaleznych zmiennych losowych X3, X5, X3, ..., gdzie
X, ~ B(p) dla wszystkich n

a S,—np
Sn = Xp ~ B(nvp)a Uy = ———r=s
; np(1 —p)

Dystrybuanta zmiennej U, zbiega do dystrybuanty standardowego roz-
ktadu normalnego:

Vx lim Fy,(x) = &(x)

n—oo
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Whioski z twierdzenia Moivre'a-Laplace’a

e Dla duzych n, rozktad zmiennej U, mozna przyblizy¢ rozktadem
normalnym N(0,1):

Sn—np

Up = —=_F
np(1 — p)

~ X, gdzie X ~ N(0,1)
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Whioski z twierdzenia Moivre'a-Laplace’a

e Dla duzych n, rozktad zmiennej U, mozna przyblizy¢ rozktadem
normalnym N(0,1):

Sn—np

Up = —=_F
np(1 — p)

~ X, gdzie X ~ N(0,1)

e Réwnowaznie, mozna przyblizy¢ rozktad zmiennej S, ~ B(n, p):

Sn = \/np(l = p)X +np ~ N(np,np(l— p))
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Sn—np

Up = —=_F
np(1 — p)

~ X gdzie X ~ N(0,1)
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Whioski z twierdzenia Moivre'a-Laplace’a

Dla duzych n, rozktad zmiennej U, mozna przyblizy¢ rozktadem
normalnym N(0,1):

Sn—np

Up = —=_F
np(1 — p)

~ X, gdzie X ~ N(0,1)

Réwnowaznie, mozna przyblizy¢ rozktad zmiennej S, ~ B(n, p):

Sn = \/np(l = p)X +np ~ N(np,np(l— p))

Whiosek: dla duzych n, rozktad dwumianowy B(n, p) mozna
przybliza¢ rozktadem normalnym N (np, np(1 — p))
Przyblizenie to mozna stosowaé juz dla niewielkiego n: warunek
stosowalnosci okresla sie zwykle na: np > 5i n(1 — p) > 5.
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Przyktad

Oszacuj prawdopodobienstwo, ze liczba sukceséw S, w rozktadzie dwu-
mianowym B(n = 30, p = }) znajdzie sie w zakresie {9, 10,11, 12}.

9/32



Przyktad

Oszacuj prawdopodobienstwo, ze liczba sukceséw S, w rozktadzie dwu-
mianowym B(n=30,p = %) znajdzie sie w zakresie {9,10,11,12}.

Odpowiedz doktadna:

12 k 30—k
PO<S,<12) = > <3k0> (;) (i) ~ 0.548

k=9
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Przyktad

Oszacuj prawdopodobienstwo, ze liczba sukceséw S, w rozktadzie dwu-
mianowym B(n = 30, p = }) znajdzie sie w zakresie {9, 10,11, 12}.

-

OdpowiedzZ przyblizona:
Warunki przyblizenia spetnione: np =10 > 5, n(1 — p) =20 > 5

_ a—np Sn—np b—np
Pla<$S,<b) = P(\/np(1_p)<\/np(l—P)<\/”P(1_p)>
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Przyktad

Oszacuj prawdopodobienstwo, ze liczba sukceséw S, w rozktadzie dwu-
mianowym B(n=30,p = %) znajdzie sie w zakresie {9,10,11,12}.

Odpowiedz przyblizona:
Warunki przyblizenia spetnione: np =10 > 5, n(1 — p) =20>5

B a—np Sn—np b—np
P(a<S,<b) = P<\/np(]_—p) s Vnp(L = p) - \/’7P(1_P)>

Uy ~ X~N(0,1)
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Przyktad
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Przyktad

Oszacuj prawdopodobienstwo, ze liczba sukceséw S, w rozktadzie dwu-
mianowym B(n=30,p = %) znajdzie sie w zakresie {9,10,11,12}.

—

Odpowiedz przyblizona:
Warunki przyblizenia spetnione: np =10 > 5, n(1 — p) =20>5

a—np Snh—np b— np
Pla< S, <b) = < <
¢ ) <\/npl— vnp(1 — p) \/np(l—p>
—_——
Un ~ X~N(0,1)
a—np b—np
~ X ~ N(0,1
(/np(l_ /npl_ ) ( ( ))

B b—np - a—np
N (D( np(l—p)> ¢< np(l—p)>
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Przyktad

Oszacuj prawdopodobienstwo, ze liczba sukceséw S, w rozktadzie dwu-
mianowym B(n=30,p = %) znajdzie sie w zakresie {9,10,11,12}.

Odpowiedz przyblizona:
Warunki przyblizenia spetnione: np =10 > 5, n(1 — p) =20>5

a—np Snh—np b— np
Pla< S, <b) = < <
¢ ) <\/npl— vnp(1 — p) \/np(l—p>
—_——
Un ~ X~N(0,1)
a—np b—np
~ X ~ N(0,1
(/np(l_ /npl_ ) ( ( ))

np(1 - p) np(1 - p)
Aby zwiekszy¢ doktadno$é, bierzemy b = 12.5, a = 8.5:

P(8.5< S, < 12.5) ~ ®(0.968) — &(—0.581) ~ 0.553
(odpowiedz dokfadna: 0.548)
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Uzywajac przyblizenia rozktadem normalnym oszacuj prawdopodobien-
stwo, ze liczba sukceséw S, w rozktadzie B(n = 72,p = %) przekroczy
55. Nastepnie wyznacz gérne ograniczenie tego prawdopodobienstwa po-
przez odpowiednie zastosowanie nieréwnosci Czebyszewa i poréwnaj. Mo-
zesz réwniez numerycznie wyznacz doktadna odpowiedz, aby sprawdzic¢
jak dobre jest przyblizenie.
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Dowéd twierdzenia Moivre'a-Laplace’a

Pokazuje sie, ze dla duzych n, rozktad zmiennej S, ~ B(n, p) mozna
przyblizy¢ rozktadem rozktadem zmiennej X ~ N (np, np(1 — p)).

Innymi stowy:

n _ 1 _ (k=np)?
P(S, = k) = < >pk(1 —p)" ko~ me 2051-7) = (k)

B(n,p) N(np,np(1—p))
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Dowéd twierdzenia Moivre'a-Laplace’a

Pokazuje sie, ze dla duzych n, rozktad zmiennej S, ~ B(n, p) mozna
przyblizy¢ rozktadem rozktadem zmiennej X ~ N (np, np(1 — p)).

Innymi stowy:

n 1 _ (k=np)?
P(S, = k) = K1—p)"F v e 0 = fx(k
( ) <k>p (1-p) N x (k)
B(n,p) N(np,np(1—p))

Gtéwne narzedzia: wzér Stirlinga oraz rozwiniecie w szereg Taylora

Dowdd pomijamy, poniewaz udowodnimy pdzniej ogdlniejsze twierdzenie,
ktérego to bedzie szczegdlnym przypadkiem.
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Centralne Twierdzenie Graniczne

X1, Xo2, X3 ... — cigg niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie, EX; = pu, D?(X;) = o°.
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Centralne Twierdzenie Graniczne

X1, Xo2, X3 ... — cigg niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie, EX; = pu, D2(X,-) = o2,

Zgodnie z prawem wielkich liczb:

Mozemy jednak ustandaryzowa¢ ciag Srednich:

X, —EX, Xn— 1
Un e — e
D(X,) o Vi

Do czego dazy U,?
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Centralne Twierdzenie Graniczne

Twierdzenie Lindeberga-Levy'ego

Niech Xi, X5, X3... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o
tym samym rozkfadzie z EX; = j1 i D?(X;) = o2. Niech:

X, —EX, Xn— 1 L= 1
Un = ~ = ) d Xn = = Xi
D(x.) . vn gdzie p ;
Witedy:
Vx Jim Fu,(x) = &(x),

gdzie ® jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego N(0,1).

Zjawisko zbiegania rozktadu standaryzowanej Sredniej do rozktadu
normalnego jest uniwersalne!
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Centralne Twierdzenie Graniczne

Twierdzenie Lindeberga-Levy'ego

Niech Xi, X5, X3... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o
tym samym rozkfadzie z EX; = j1 i D?(X;) = o2. Niech:

X, —EX, Xn— 1 L= 1
Un = ~ = ) d Xn = = Xi
D(x.) . vn gdzie p ;
Witedy:
Vx Jim Fu,(x) = &(x),

gdzie ® jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego N(0,1).

Zjawisko zbiegania rozktadu standaryzowanej Sredniej do rozktadu
normalnego jest uniwersalne!

Rozktad normalny jest powszechny: powstaje ilekro¢ obserwowane zjawiska
sg wynikiem usredniania wielu niezaleznych losowych przyczynkoéw.
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Przyktad: rozktad jednostajny Unif[0, 1]

X1, X2, X3, ... — niezalezne zmienne ~ Unif[0, 1]
1 1
EX; = = D3(X;) = —
5 (X) = 3
f(x)
1. _________________

1 xeo,1]
“”—{o X ¢ [0.1]
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Przyktad: rozktad jednostajny Unif[0, 1]

X1, X2, X3, ... — niezalezne zmienne ~ Unif[0, 1]
1 1
EX; = = D3(X;) = —
5 (X) = 3
f(x)
1. _________________

1 xeo,1]
“”—{o X ¢ [0.1]

S, —ES,
S, = X1 +...+ X, u, = bS)
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Przyktad: rozktad jednostajny Unif[0, 1]
X1, X2, X3, ... — niezalezne zmienne ~ Unif[0, 1]

1 xeo,1]
f(X)—{o X ¢ [0.1]

S, — ES,,
Sp o= Xi 4.4+ Xe, U, = 55
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad jednostajny Unif[0, 1]

n=1

N(0,1)
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad jednostajny Unif[0, 1]

n=2
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad jednostajny Unif[0, 1]

n=3
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad jednostajny Unif[0, 1]

n=4
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad jednostajny Unif[0, 1]

n=>5
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad jednostajny Unif[0, 1]

n=10
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad jednostajny Unif[0, 1]

n=20
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Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

X1, X2, X3, ... — niezalezne zmienne ~ Exp(\ = 1)
1 1
EX; = = =1 D3*(X) = — =1
f(x)
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Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

X1, X2, X3, ... — niezalezne zmienne ~ Exp(\ = 1)
1 1
EX; = = =1 D3*(X) = — =1

Sn—ES,
S, = X1 +...+ X, U,,_W_

16 /32



Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

X1, X2, X3, ... — niezalezne zmienne ~ Exp(\ = 1)
1 1
EX; = = =1 D3*(X) = — =1

Shn—ES,  S,—n
S, = X1 +...+ X, U, = ARG

16 /32



P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n=1
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n=2
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n=3

17/32



P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n=>5
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n=10
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n=20
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n=>50
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n =100
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n =200
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n = 1000
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P(Un = u)

Przyktad: rozktad wyktadniczy (A = 1)

n = 10000
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Zbieznos¢ wedtug dystrybuant

Mowimy, ze ciag zmiennych Xi, Xa, ... jest zbiezny do zmiennej X:

e Z prawdopodobiefistwem jeden (ozn. X, %5 ! X), gdy:

P(nm xn:x) -1

e Wedtug prawdopodobienstwa (ozn. X, LA X), gdy:
Ve >0 nILr’gOP(|X,,—X|>€) =0

18/32



Zbieznos¢ wedtug dystrybuant

Mowimy, ze ciag zmiennych Xi, Xa, ... jest zbiezny do zmiennej X:

e Z prawdopodobiefistwem jeden (ozn. X, %5 ! X), gdy:

P(nm X,,:X) -1

e Wedtug prawdopodobienstwa (ozn. X, LA X), gdy:
Ve >0 nILr’gOP(|X,,—X|>€) =0
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n—oo
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Zbieznos¢ wedtug dystrybuant

Mowimy, ze ciag zmiennych Xi, Xa, ... jest zbiezny do zmiennej X:

e Z prawdopodobiefistwem jeden (ozn. X, %5 ! X), gdy:

P(nm X,,:X) -1

e Wedtug prawdopodobienstwa (ozn. X, LA X), gdy:
Ve >0 nILr’gOP(|X,,—X|>€) =0

e Wedtug dystrybuant (ozn. X, 5 X), gdy:

lim Fx (x) = Fx(x) w kazdym punkcie ciagtosci Fx

n—oo

Zachodzi: X, *'x = x, B x = Xx, 2x,

czyli zbiezno$¢ wedtug dystrybuant jest najstabszym z typéw zbieznosci
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Podsumowanie

X1, X2, X3, ... — ciag niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkfadzie z wartoécia oczekiwang EX; = j i wariancja D?(X;) = o2

_ 10
Definiujemy X, = ;ZX,-
i=1

e Prawo Wielkich Liczb

e Centralne Twierdzenie Graniczne

X,—EX, X
DX,

"l n Bou~ N, 1)
g
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Funkcja tworzagca momenty

[ Funkcje tworzaca momenty zmiennej losowej X definiujemy jako:

Mx(t) = E(e™)

Dziedzing Mx jest zbiér t € R dla ktérych wyrazenie po prawej stronie

istnieje (tzn. jest skonczone)
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Funkcja tworzagca momenty

[ Funkcje tworzaca momenty zmiennej losowej X definiujemy jako:
Mx(t) = E(e™)

Dziedzing Mx jest zbiér t € R dla ktérych wyrazenie po prawej stronie
istnieje (tzn. jest skonczone)

e Dla dyskretnych zmiennych losowych:

Mx(t) = > e™P(X = x)
e Dla ciggtych zmiennych losowych:

Mx(t) = / 7 (e dx

—00
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Przyktady

e Rozktad dwupunktowy: dla X ~ B(p)
Mx(t) = E(e™) = pe't +(1—p)e™® = pef +1—p

Dziedzina funkcji: R
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Przyktady

e Rozktad dwupunktowy: dla X ~ B(p)
Mx(t) = E(e™) = pe't +(1—p)e™® = pef +1—p
Dziedzina funkcji: R

e Rozkfad dwumianowy: dla X ~ B(n, p)

i = Fetroco = § (2w
k=0
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Przyktady

e Rozktad dwupunktowy: dla X ~ B(p)
Mx(t) = E(e™) = pe't +(1—p)e™® = pef +1—p

Dziedzina funkgji: R Wynika ze wzoru:
e Rozktad dwumianowy: dla X ~ B( (x f"y)n = > k=0 (Z)Xkyn_k

Mx() = e PX = k) = i(n\efkpku—pw
k=0

k=0 k

- & (D“’et)k(l—p)” ~ (pet +1—p)"

k=0
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Przyktady

e Rozktad dwupunktowy: dla X ~ B(p)
Mx(t) = E(e™) = pe't +(1—p)e™® = pef +1—p

Dziedzina funkcji: R
e Rozkfad dwumianowy: dla X ~ B(n, p)

i = Fetroco = § (2w
k=0

k=0

Dziedzina funkcji: R
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Przyktady

e Rozkfad jednostajny: dla X ~ Unif[0, 1]:

00 1
Mx(t) — / F(x)e™ dx = /Oefde
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Przyktady
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00 1
Mx(t) — / F(x)e™ dx — /Oefde

{foleodx =1 da t=0
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Przyktady

e Rozkfad jednostajny: dla X ~ Unif[0, 1]:

00 1
Mx(t) — / F(x)e™ dx — /Oefde

{foleodx =1 da t=0
- 1

= el dla t#0

tx
e
0 t

t

Dziedzina: R
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Przyktady

e Rozkfad jednostajny: dla X ~ Unif[0, 1]:

00 1
Mx(t) — / F(x)e™ dx — /Oefde

{foleodx =1 da t=0
- 1

= el dla t#0

tx
e
0 t

t
Dziedzina: R
e Rozktad wyktadniczy: dla X ~ Exp(})

Mx(t) :/ f(x)e™dx = /\/0 e et

—00
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Przyktady

e Rozkfad jednostajny: dla X ~ Unif[0, 1]:

00 1
Mx(t) — / F(x)e™ dx — /Oefde

{foleodx =1 da t=0
- 1

= el dla t#0

tx
e
0 t

t
Dziedzina: R
e Rozktad wyktadniczy: dla X ~ Exp(})

Mx(t) = / f(x)eXdx =\ [ e e
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Przyktady

e Rozkfad jednostajny: dla X ~ Unif[0, 1]:

00 1
Mx(t) — / F(x)e™ dx — /Oefde

{foleodx =1 da t=0
- 1

= el dla t#0

tx
e
0 t

t
Dziedzina: R
e Rozktad wyktadniczy: dla X ~ Exp(})

Mx(t) = / f(x)eXdx =\ [ e e

—00 0
o [T aex L e
0 t— A 0
Powyzsze wyrazenie istnieje tylko dla t < A\, wtedy Mx(t) = ﬁ

Dziedzina: (—o0, \)
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/Zadania

Niech X ~ Pois(\) ma rozktad Poissona z parametrem \. Pokaz, ze:
Mx(t) = exp{A(ef—1)}

Niech X ~ N(0,1) ma standardowy rozktad normalny. Pokaz, ze:

Mx(t) = e/
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Funkcja tworzaca momenty tworzy momenty

o Mx(0)=E(e™) =E(1)=1
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Funkcja tworzaca momenty tworzy momenty

o Mx(0)=E(e?X) =E(1)=1

e Wyznaczmy pierwsza pochodna:

Mi(t) = (E@9) = E((eX)
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Funkcja tworzaca momenty tworzy momenty

o Mx(0)=E(e?X) =E(1)=1

e Wyznaczmy pierwsza pochodna:

Mi(t) = (E@9) = E((eX)

Wchodzimy z pochodng do Srodka wartosci oczekiwanej,

co wynika z liniowosci wartosci oczekiwanej:
/

(E) = (Z e P(X = )) = () PX =)

Dla zmiennych ciagtych réwniez zachodzi (przy zatozeniach)
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Stad M (0) = E(Xe®) = E(X)
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Funkcja tworzaca momenty tworzy momenty

o Mx(0)=E(e?X) =E(1)=1

e Wyznaczmy pierwsza pochodna:
Mi(t) = (E@9) = E((eX)) = E(xeX)

Stad M (0) = E(Xe®) = E(X)
e Wyznaczamy druga pochodna:

Mi(t) = (EXeX)) = E(X(eX)) = E(x2eX)
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Funkcja tworzaca momenty tworzy momenty

o Mx(0)=E(e?X) =E(1)=1

e Wyznaczmy pierwsza pochodna:
Mi(t) = (E@9) = E((eX)) = E(xeX)

Stad M (0) = E(Xe®) = E(X)
e Wyznaczamy druga pochodna:

Mi(t) = (EXeX)) = E(X(eX)) = E(x2eX)

Stad MY(0) = E(X2e%) = E(X?)
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Funkcja tworzaca momenty tworzy momenty

o Mx(0)=E(e?X) =E(1)=1
e Wyznaczmy pierwsza pochodna:

Mi(t) = (E@9) = E((eX)) = E(xeX)

Stad M (0) = E(Xe®) = E(X)
e Wyznaczamy druga pochodna:

Mi(t) = (EXeX)) = E(X(eX)) = E(x2eX)

Stad M%(0) = E(X2e%) = E(X?)
e Ogdlniej: k-ta pochodna w zerze I\/I)(<k)(0) daje k-ty moment E(X¥)
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Funkcja tworzaca momenty tworzy momenty

Mx(0) = E(e®X) = E(1) =1

Wyznaczmy pierwsza pochodna:
Mi(t) = (E@9) = E((eX)) = E(xeX)

Stad M (0) = E(Xe®) = E(X)
Wyznaczamy druga pochodna:

Mi(t) = (EXeX)) = E(X(eX)) = E(x2eX)

Stad M%(0) = E(X2e%) = E(X?)

Ogdlniej: k-ta pochodna w zerze I\/I)(<k)(0) daje k-ty moment E(X¥)
Jedli Mx(t) istnieje w okolicy zera (tzn na przedziale (—e¢,€) dla
pewnego € > 0), to wszystkie momenty zmiennej X s3a skoiczone
(E(|X|*) < codla k=1,2,...)
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Przyktad

e Rozktad dwupunktowy X ~ B(p): Mx(t) = pet +1—p

M (t) = pet, Myx(0)=p,  Mx(t)=pe’, Mx(0)=p
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Przyktad

e Rozktad dwupunktowy X ~ B(p): Mx(t) = pet +1—p
My (t) = pe',  Mx(0)=p,  Mx(t) =pe’, Mx(0)=p

Stad EX = p oraz D?(X) = E(X?) — (EX)?> = p—p?> = p(1 — p)
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Przyktad

e Rozktad dwupunktowy X ~ B(p): Mx(t) = pet +1—p
My (t) = pe',  Mx(0)=p,  Mx(t) =pe’, Mx(0)=p
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Przyktad

e Rozktad dwupunktowy X ~ B(p): Mx(t) = pet +1—p
My (t) = pe',  Mx(0)=p,  Mx(t) =pe’, Mx(0)=p

Stad EX = p oraz D?(X) = E(X?) — (EX)? = =p(1-—p)

e Rozktad wyktadniczy X ~ Exp(\): Mx(t) %

M) = o MO =T M= o MO = 5

Stad EX =} oraz D}(X) = % — 5 = &
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Przyktad

e Rozktad dwupunktowy X ~ B(p): Mx(t) = pet +1—p
Mx(t) = pe’, Mx(0)=p,  Mx(t)=pe', Mx(0)=p

Stad EX = p oraz D?(X) = E(X?) — (EX)? = =p(1-—p)

e Rozktad wyktadniczy X ~ Exp(\): Mx(t) %

V() = o MO = 5 MK = s MO =

—_
N
>
N

Stad EX =} oraz D}(X) = % — 5 = &

Zadanie 5

Wyznacz w ten sposéb warto$¢ oczekiwang i wariancje dla rozktadéw:
dwumianowego, Poissona i standardowego normalnego
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Funkcje tworzagce momenty sumy niezalezne zmiennych

Niech X i Y — niezalezne, oraz Z = X + Y. Wtedy:

Mz(t) = Mx(t) . My(t)
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Funkcje tworzagce momenty sumy niezalezne zmiennych

Niech X i Y — niezalezne, oraz Z = X + Y. Wtedy:

Mz(t) = Mx(t) . My(t)

Dowdd:
Mz(t) = E(etz) = E(et(X+Y)> = E(etxety)
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Funkcje tworzagce momenty sumy niezalezne zmiennych

Niech X i Y — niezalezne, oraz Z = X 4+ Y. Wtedy:

Mz(t) = Mx(t) . My(t)

Mz(t) = E(etz) = E(et(x+y)) = E(etxety)

= E(e™)E(e) = Mx(t)- My(2)

Jesli X1 i X5 sa niezalezne
to E(X1X2) = E(Xl)E(Xz)
Podstaw X; = etX i X, = et
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Funkcje tworzagce momenty sumy niezalezne zmiennych

Niech X i Y — niezalezne, oraz Z = X 4+ Y. Wtedy:

Mz(t) = Mx(t) . My(t)

Mz(t) = E(etz) = E(et(x+y)) = E(etxety)

= E(e™)E(e) = Mx(t)- My(2)

Funkcja tworzaca sumy zmiennych niezaleznych jest iloczynem funkgcji
tworzacych poszczegdlnych zmiennych
(splot rozktadéw <= mnozenie funkgji tworzacych)
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Funkcje tworzagce momenty sumy niezalezne zmiennych

Niech X i Y — niezalezne, oraz Z = X 4+ Y. Wtedy:

Mz(t) = Mx(t) . My(t)

Mz(t) = E (etz) = E (et(X+Y)) = E (etxety)
= E(e™)E(e) = Mx(t)- My(2)
Funkcja tworzaca sumy zmiennych niezaleznych jest iloczynem funkgcji

tworzacych poszczegdlnych zmiennych
(splot rozktadéw <= mnozenie funkgji tworzacych)

Whiosek: Jesli Xi,...,X, — niezalezne zmienne losowe o tym samym
rozktadzie z funkcja tworzaca momenty Mx(t), todla Y = X;+...+ Xy

My (t) = (Mx(t))"
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Translacja i skalowanie

Dla zmiennej losowej X zdefiniujmy Y = aX + b. Wtedy:

My (t) = eP*My(at)
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Translacja i skalowanie

Dla zmiennej losowej X zdefiniujmy Y = aX + b. Wtedy:

My (t) = eP*My(at)

Dowdéd:

My(t) _ E(etY) _ E(eatX+bt) — eth (e(at)X> _ ethX(at)
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Translacja i skalowanie

Dla zmiennej losowej X zdefiniujmy Y = aX + b. Wtedy:

My (t) = eP*My(at)

Dowdéd:

My(t) _ E(etY) _ E(eatX+bt) — eth (e(at)X> _ ethX(at)

Whiosek: Funkcja tworzaca momenty zmiennej Y ~ N(u, %) ma postac:

My(t) _ eut+%a2t2
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Translacja i skalowanie

Dla zmiennej losowej X zdefiniujmy Y = aX + b. Wtedy:

My (t) = eP*My(at)

Dowdéd:

My(t) _ E(etY) _ E(eatX+bt) — eth (e(at)X> _ ethX(at)

Whiosek: Funkcja tworzaca momenty zmiennej Y ~ N(u, %) ma postac:

My(t) _ eut+%a2t2

Dowéd: Y = o X + 1, gdzie X ~ N(0,1) i Mx(t) = e2®’

27/32



Rozktad prawdopodobienstwa a funkcja tworzaca

Z definicji funkcja tworzaca momenty jest jednoznacznie zdefiniowana
przez rozktad prawdopodobienstwa

Zachodzi réwniez wtasno$¢ odwrotna: rozktad jest jednoznacznie
zdefiniowany przez funkcje tworzaca momenty
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Rozktad prawdopodobienstwa a funkcja tworzaca

Z definicji funkcja tworzaca momenty jest jednoznacznie zdefiniowana
przez rozktad prawdopodobienstwa

Zachodzi réwniez wtasno$¢ odwrotna: rozktad jest jednoznacznie
zdefiniowany przez funkcje tworzaca momenty

Twierdzenie: Jesli funkcje tworzace momenty zmiennych X i Y s3 réwne
w okolicy zera (tzn. na przedziale (—¢, €) dla pewnego € > 0), to X i Y
maj3a ten sam rozktad

Dowdd pomijamy (zgrubnie: jesli funkcje tworzace sa réwne, to wszystkie
momenty dowolnego rzedu s3 réwne, co determinuje rozktad)
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Rozktad prawdopodobienstwa a funkcja tworzaca

Z definicji funkcja tworzaca momenty jest jednoznacznie zdefiniowana
przez rozktad prawdopodobienstwa

Zachodzi réwniez wtasno$¢ odwrotna: rozktad jest jednoznacznie
zdefiniowany przez funkcje tworzaca momenty

Twierdzenie: Jesli funkcje tworzace momenty zmiennych X i Y s3 réwne
w okolicy zera (tzn. na przedziale (—¢, €) dla pewnego € > 0), to X i Y
maj3a ten sam rozktad

Dowdd pomijamy (zgrubnie: jesli funkcje tworzace sa réwne, to wszystkie
momenty dowolnego rzedu s3 réwne, co determinuje rozktad)

Whiosek: Suma niezaleznych zmiennych o rozktadzie normalnym ma roz-
kfad normalny

Dowéd: X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,o%) niezalezne, Z = X + Y
Mz(t) = Myx(t) - My(t) = etxta0xt ehvthaoyt® — olmxtuy)tta(ok+o7)e

Jest to funkcja tworzaca rozktadu N(ux + py,o0% + 0%)
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Twierdzenie o zbieznosci

Niech X, X1, X2, ... bedzie ciagiem zmiennych losowych, ktérych funkcje
tworzace momenty s3 okreslone na przedziale (—¢, €) dla pewnego ¢ > 0.

Jedli Ve € (—e€) lim My, (t) = Mx(t), to X, X
— 00

Zbieznos$¢ w sensie funkcji tworzagcym momenty implikuje zbiezno$¢ w
sensie rozktadéw

(pozostawiamy bez dowodu)
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Dowdd Centralnego Twierdzenia Granicznego

Twierdzenie Lindeberga-Levy'ego

Niech X1, X5, X3... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o
tym samym rozktadzie z EX; = p i D?(X;) = 0. Wtedy:

X, — 1

g

U, = vn 2 X~ No0,1)

Uwaga: Dowdd przy zatozeniu, ze zmienne X; maja funkcje tworzaca
momenty zdefiniowana w w pewnym otoczeniu zera (—e, €)
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Dowdd Centralnego Twierdzenia Granicznego

Twierdzenie Lindeberga-Levy'ego

Niech X1, X5, X3... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o
tym samym rozktadzie z EX; = p i D?(X;) = 0. Wtedy:

Xn

Up = 2" Bm 2 X~ N, 1)

g

Uwaga: Dowdd przy zatozeniu, ze zmienne X; maja funkcje tworzaca
momenty zdefiniowana w w pewnym otoczeniu zera (—e, €)
Xt 3 stad EZ; = 0,D(Z;) = 1. Wtedy

g
Xo—p = . . , .
sE = Z,, a wigc musimy pokazac, ze:

Dowdd: Zdefiniujmy Z; =

— Z1+...+ 7 D
Up = Znpv/n = % 2 X~ N(0,1)
Pokazemy, ze ciag funkgcji tworzacych My, (t) zbiega do funkcji tworzacej
1.2
Mx(t) = e2t
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Dowdd Centralnego Twierdzenia Granicznego

Niech Mz(t) bedzie funkcja tworzaca momenty zmiennych 71, 75, . ..
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Dowdd Centralnego Twierdzenia Granicznego

Niech Mz(t) bedzie funkcja tworzaca momenty zmiennych 71, 75, . ..

Z rozwiniecia w szereg Taylora wokét zera:

Ma(t) = Mz(0) + M3(0)t + s MAO) + o)
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Dowdd Centralnego Twierdzenia Granicznego

Niech Mz(t) bedzie funkcja tworzaca momenty zmiennych 71, 75, . ..
Z rozwiniecia w szereg Taylora wokét zera:
/ 1 " 2 2 1 2 2
Mz(t) = Mz(0) + Mz(0)t + SMZ(0)¢* + o(t?) = 1+ 5t°+ o(t?)

=1 =EZ=0 = E(Z%) =D*(Z2) - (EZ2)*>=1
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Dowdd Centralnego Twierdzenia Granicznego

Niech Mz(t) bedzie funkcja tworzaca momenty zmiennych 71, 75, . ..

Z rozwiniecia w szereg Taylora wokét zera:

1 1
Mz(t) = Mz(0) 4+ M (0)t + E/\/Ig(o)t2 +o(t?) = 1+ 51&2 + o(t?)

Z niezaleznosci i skalowania:

Merr.2,(6) = (M2())" . Mo (6) = Mz (0) = (Mz(2) )
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Dowdd Centralnego Twierdzenia Granicznego

Niech Mz(t) bedzie funkcja tworzaca momenty zmiennych 71, 75, . ..

Z rozwiniecia w szereg Taylora wokét zera:
1
Mz(t) = Mz(0) 4+ M%(0)t + 5/\/1}(0)t2 +o(t?) = 1+ =t? + o(t?)
Z niezaleznosci i skalowania:
n t "
Mz z(t) = (M(8))". Mu(6) = Maeoaa(1) = (Mz( )

Stad:
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Dowdd Centralnego Twierdzenia Granicznego

Niech Mz(t) bedzie funkcja tworzaca momenty zmiennych 71, 75, . ..

Z rozwiniecia w szereg Taylora wokét zera:

1 1
Mz(t) = Mz(0) 4+ M (0)t + E/\/Ig(o)t2 +o(t?) = 1+ 51&2 + o(t?)

Z niezaleznosci i skalowania:

Merr.2,(6) = (M2())" . Mo (6) = Mz (0) = (Mz(2) )

t2 2\\" e 1p
MUn(t): 1+£+O Z — €2,

poniewaz lim,_ s (1 +%+o0 (1>)n = e

n

Stad:
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Funkcje charakterystyczne

Funkcja tworzaca momenty moze nie istnie¢ w otoczeniu zera (gdy wyzsze
momenty zmiennej losowej s3 nieskorczone)
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Funkcje charakterystyczne

Funkcja tworzaca momenty moze nie istnie¢ w otoczeniu zera (gdy wyzsze
momenty zmiennej losowej s3 nieskorczone)

Funkcja charakterystyczna: zamien t na liczbe urojona i - t w definicji
funkcji tworzacej momenty:

¥x(t) = E(eitx)
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Funkcje charakterystyczne

Funkcja tworzaca momenty moze nie istnie¢ w otoczeniu zera (gdy wyzsze
momenty zmiennej losowej s3 nieskorczone)

Funkcja charakterystyczna: zamien t na liczbe urojona i - t w definicji
funkcji tworzacej momenty:

wx(t) — F (eitX)
Funkcja charakterystyczna ma zupetnie analogiczne wtasnosci do funkgji

tworzacej momenty, a réwnoczesnie jest okreslona dla dowolnego t € R

Funkcja charakterystyczna jest transformata Fouriera gestosci
prawdpodobienstwa

W podrecznikach teorii prawdopodobienstwa udowadnia sie Centralne
Twierdzenie Graniczne za pomoca funkcji charakterystycznych (brak
zatozenia o istnieniu wszystkich momentéw)
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