Metody probabilistyczne
Rozwigzania zadan

11. Twierdzenia graniczne
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Zadanie 1. (Slabe prawo wielkich liczb Czebyszewa) Niech X1, Xa, ... bedzie ciggiem niezaleinych
zmiennych losowych z wartosciami oczekiwanymi EX; = u; i warianciami D*(X;) = o2, wspdlnie ogra-
niczonymi przez o2 (tzn. o2 < 0% dla wszystkich i). Pokaz, Ze:

gdzie X, = LY X, oraz @, = 2300 i

Odpowied?: Zgodnie z definicja zbieznosci wedtug prawdopodobiefistwo, X, — i, Lo oznacza, ze dla
dowolnego ¢ > 0: o
lim P(|X, -z, >¢€¢ =0, (1)

co musimy teraz udowodni¢. Wyznaczamy warto$é oczekiwang i wariancje zmiennej losowej X,
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przy czym przy liczeniu wariancji wykorzystaliémy niezaleznoéé zmiennych X1, Xo, . ... Stosujemy do X,
nieréwnos$é¢ Czebyszewa:
— _ D*(X
P(|X, —EX,| >¢€) < #

€
co po podstawieniu wartosci oczekiwanej i wariancji daje:
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P(| X, —H,>€¢) < —,
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Biora n — oo, prawa strona dazy do 0, co implikuje (1) i koficzy dowdd.

Zadanie 2*. Pokaz, Ze zbieinosc¢ z prawdopodobienstwem jeden implikuje zbiezno$é wedtug prawdopo-

dobienstwa:
X, it x — X, 2x

Odpowiedz: Zacznijmy od przypomnienia definicji zbieznosci:

P (Ji_)rrolo X, = X) — 1 (Xn 2 pr; 1 X) (2)
Ve>0 lim P(X,—X|>¢) = 0 (Xnix) (3)

Musimy wykazadé, ze jesli (2) jest spelnione, to réwniez spelnione jest (3). Zbieznosé (3) mozna przepisaé
w réwnowazny sposob jako:
Ve>0 lim P(|X,—X|<e¢ = 1.
n—oo



Rozwazmy zdarzenie losowe:
A, = {we: |X,(w) — X(w)| <€}
Aby udowodnié¢ (3) wystarczy wiec pokazaé, ze dla kazdego € > 0:

lim P(4,) = 1, (4)

n—oo

W tym celu rozwazymy jeszcze jeden rodzaj zdarzenia:
B, = {weQ: Vm >n|X,(w) — X(w)] <€}

Zdarzenie B,, jest silniejsze od A,, tzn. jesli w € B,, to réwniez w € A,, a wiec B, C A,. Wynika
to z faktu, ze w zdarzeniu B,, warunek |X,,(w) — X(w)| < € musi zaj$¢ nie tylko dla m = n (jak w
zdarzeniu A,,), ale réwniez dla wszystkich m > n. Pokazemy, ze zbiezno$¢ z prawdopodobienstwem jeden
(2) implikuje:
lim P(B,) = 1. (5)
n—oo
Poniewaz B,, C A,,, z monotonicznos$ci miary prawdopodobienstwa mamy P(B,,) < P(A,), a wigc skoro
lim,, oo P(By) = 1, to réwniez lim,,_, P(A,) = 1; tym samym zajdzie (4) i udowodnimy (3). Pozostaje
wiec nam pokazaé, ze zachodzi (5).
W tym celu zauwazmy, ze ciag zdarzen By, Ba, Bs, ... jest ciagiem wstepujgcym, tzn:

B CB,CBsC ...

Wynika to z tego, ze jedli np. w € By (,dla wszystkich m > 1 zachodzi | X,,, (w) — X (w)| < €”), to réwniez
w € By (,dla wszystkich m > 2 zachodzi | X,,(w) — X(w)| < €”), itp. Definiujac teraz zdarzenie:

B = G B,,
n=1

z ciaglodci miary prawdopodobienistwa dla ciagéw wstepujacych (patrz: wyklad II o aksjomatycznej
definicji prawdopodobiefistwa) wynika, ze:

lim P(B,) = P(B). (6)
n—oo
Czy jest zdarzenie B? Naleza do niego zdarzenia elementarne w, ktore znajduja sie w ktorymkolwiek ze
zdarzen B,, (z definicji sumy zdarzen). Innymi stowy w € B, jesli istnieje takie n, ze dla wszystkich
m > n zachodzi |X,,(w) — X(w)| < €. Ale z definicji granicy, to sa dokiadnie te zdarzenia, dla ktérych
mamy lim, .o X, (w) = X (w):

B={weQ: lim X,(w)=Xw)}.
Poniewaz zbieznosé z prawdopodobienstwem jeden (2) méwi, ze P(B) = 1, z (6) wynika, ze lim,, o, P(By,)
1, a wiec pokazalisSmy, ze zachodzi (5), co kohczy dowdd.

Zadanie 3. Rozwaz spacer losowy po prostej, w ktéorym w kazdym kroku idziemy o jeden w prawo z
prawdopodobienstwem p lub o jeden w lewo z prawdopodobienistwem 1 — p, rozpoczynajgc od zera. Niech
S 0znacza poloZenie spacerowicza w chwili n (So = 0). Innymi stowy, S, = X1 + ... X, gdzie X; sq
niezaleznymi zmiennymi losowymi z P(X; = 1) = p i P(X; = —1) = 1 — p. Udowodnij, ze jesli p > 3,
to z prawdopodobienstwem 1 zajdzie lim, ., S, = 00, natomiast jesli p < %, to z prawdopodobienstwem
1 zajdzie lim,_,~ S, = —o0.

Odpowied?: Dla kazdego zmiennej X;,i = 1,...,n, obliczmy warto$é¢ oczekiwang p i wariancje o2:

p=EX;=p1+(1-p)-(-1)=2p—1,
o = D*X;)=E(X}) - (EX;)’=(p- P+ (1—p)- (-1)*) =2 - 1) =1— (2p—1)* < cc.



Z mocnego prawa wielkich liczb (Chinczyna) wynika, ze z prawdopodobienstwem 1 zachodzi:
lim X, = p = 2p— 1.
Wystarczy teraz zauwazyé, ze X, = 2na wiec:
lim S, = lim (Yn-n) = ( lim Yn) ( lim n) = 2p—1)- o0,
n—00 n—oo n—oo n—oo

czyli granica jest codla2p—1>0 <= p> %,oraz —ocodla2p—-1<0 <= p< %



