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Motywacja

#ortéw

Rzucamy wielokrotnie uczciwa monetg i zliczamy czestos¢ ortow: Hrzuton

Obserwujemy zmiany tej czestoéci w miare zwiekszania liczby rzutéw:
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Motywacja

#ortéw

Rzucamy wielokrotnie uczciwa monetg i zliczamy czestos¢ ortow: Hrzuton

Obserwujemy zmiany tej czestoéci w miare zwiekszania liczby rzutéw:

czestos¢ ortow

0 2000 4000 6000 8000 10000

liczba rzutéw monetg

Whiosek: Czesto$¢ ortéw zbiega do % czyli prawdopodobienstwa
wyrzucenia ortal
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Motywacja

Podobna obserwacja dla wynikéw rzutu kostka (zliczamy czestos¢ kazdego
wyniku {1,2,3,4,5,6})
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Motywacja

Podobna obserwacja dla wynikéw rzutu kostka (zliczamy czestos¢ kazdego
wyniku {1,2,3,4,5,6})
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Czestos¢ kazdego wyniku zbiega do jego prawdopodobienstwa % ~ 0.167.
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Prawo wielkich liczb (nieformalnie)

Sformutowane przez Jakuba Bernoulliego w
wydanej posmiertnie Ars Conjectandi (1713):

Przy dostatecznie duzej liczbie powtdrzen
doswiadczenia losowego czestos¢ zajscia danego
zdarzenia losowego bedzie dowolnie blisko jego
prawdopodobienstwu

Jakub Bernoulli
(1654-1705)



Prawo wielkich liczb (nieformalnie)

Sformutowane przez Jakuba Bernoulliego w
wydanej posmiertnie Ars Conjectandi (1713):

Przy dostatecznie duzej liczbie powtdrzen
doswiadczenia losowego czestos¢ zajscia danego
zdarzenia losowego bedzie dowolnie blisko jego
prawdopodobienstwu

Jakub Bernoulli
(1654-1705)
Czesto myslimy o prawie wielkich liczb jako metodzie definiowania
prawdopodobienstw!

e ,Szansa zachorowania na grype w danym roku wynosi 15%"
e ,Szansa awarii urzadzenia w danym miesigcu wynosi 0.1%"
e ,Szansa wygrania w tej grze wynosi 50%"

e ,Szansa, ze bedzie jutro padaé wynosi 80%"



Czestosci zdarzen a schemat Bernoulliego

Zajscie/niezajscie danego zdarzenia losowego mozna zakodowaé za
pomoca zmiennej losowej o rozktadzie dwupunktowym:
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Czestosci zdarzen a schemat Bernoulliego

Zajscie/niezajscie danego zdarzenia losowego mozna zakodowaé za
pomoca zmiennej losowej o rozktadzie dwupunktowym:
e Rozwazmy n niezaleznych doswiadczen losowych, w ktérych
obserwujemy zajscia danego zdarzenia losowego A
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e Zdefiniujmy zmienne losowe X1, Xo, ..., X, dotyczace poszczegdlnych
dodwiadczen, okreslone jako:

' B 1 jedli weA (,A zaszto")
Xi(w) = {O jesli weg A (A nie zaszto")
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e Zdefiniujmy zmienne losowe X1, Xo, ..., X, dotyczace poszczegdlnych
dodwiadczen, okreslone jako:

' B 1 jedli weA (,A zaszto")
Xi(w) = {O jesli weg A (A nie zaszto")

e Zmienne te s3 niezalezne i maja rozktad dwupunktowy B(p) z
parametrem p = P(X; = 1) = P(A) (schemat Bernoulliego)
> Rzuty moneta: X; koduje reszke/orta (p = 1)
> Rzut kostka: X; koduje ,wypadto 6" / ,nie wypadto 6" (p = %)
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o ,Czesto$¢ zajscia zdarzenia A" = ,czestos¢ sukcesow” = % gdzie
S, = X1+ ...+ X, to liczba sukceséw
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Czestosci zdarzen a schemat Bernoulliego

Zajscie/niezajscie danego zdarzenia losowego mozna zakodowaé za
pomoca zmiennej losowej o rozktadzie dwupunktowym:

Rozwazmy n niezaleznych do$wiadczen losowych, w ktérych
obserwujemy zajscia danego zdarzenia losowego A

Zdefiniujmy zmienne losowe Xi, X5, ..., X, dotyczace poszczegdlnych
dodwiadczen, okreslone jako:

' B 1 jedli weA (,A zaszto")
Xi(w) = {O jesli weg A (A nie zaszto")

Zmienne te s3 niezalezne i maja rozktad dwupunktowy B(p) z
parametrem p = P(X; = 1) = P(A) (schemat Bernoulliego)

> Rzuty moneta: X; koduje reszke/orta (p = 1)

> Rzut kostka: X; koduje ,wypadto 6" / ,nie wypadto 6" (p = %)
»Czesto$¢ zajscia zdarzenia A" = ,czestos¢ sukcesow” = % gdzie
S, = X1+ ...+ X, to liczba sukceséw
Prawo wielkich liczb: dla dostatecznie duzych n, % (czesto$¢ zajscia

A) bedzie dowolnie blisko p (prawdopodobienstwu zajscia A)
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Schemat Bernoulliego

Xi,...,Xn — niezalezne zmienne o rozktadzie B(p)
Liczba sukceséw S, = X1 + ... + X, ma rozktad dwumianowy B(n, p)
ES, =
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Schemat Bernoulliego

Xi,..., X, — niezalezne zmienne o rozktadzie B(p)

Liczba sukceséw S, = X1 + ...+ X, ma rozktad dwumianowy B(n, p)
ES, = np, D?(S,) = np(1 - p)
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Schemat Bernoulliego

Xi,...,Xn — niezalezne zmienne o rozktadzie B(p)
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Schemat Bernoulliego

Xi,...,Xn — niezalezne zmienne o rozktadzie B(p)
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D*(X)
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Schemat Bernoulliego

Xi,...,Xn — niezalezne zmienne o rozktadzie B(p)
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Schemat Bernoulliego

Xi,...,Xn — niezalezne zmienne o rozktadzie B(p)
Liczba sukceséw S, = X1 + ... + X, ma rozktad dwumianowy B(n, p)
ES, = np, D?(S,) = np(1—p)

Zmieniamy skale: czesto$¢ sukceséw (érednia arytmetyczna) X, = 1

DZ(YH) _ D2 (S,;n) _ D2,$fn) _ p(ln—p)
D(X,) = P(lnP)
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Rozkfad zmiennej X, (dla p = %)

P(X, =x)

D(X.) n—6 DXo) . h=16
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Prawo wielkich liczb dla rozktadu dwupunktowego

Nieréwnos¢ Czebyszewa — przypomnienie

Dla zmiennej losowej o skonczonej wartosci oczekiwanej i wariancji:

D*(X)

Ve>0  P(X—EX|>¢) <

€
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Prawo wielkich liczb dla rozktadu dwupunktowego

Nieréwnos¢ Czebyszewa — przypomnienie

Dla zmiennej losowej o skonczonej wartosci oczekiwanej i wariancji:

D*(X)

Ve>0  P(X—EX|>¢) <

€

Stosujemy twierdzenie do X ,:

p(1—p)

P, —pl > g < 20

EX,=p D2(X,) = £1=p)
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Prawo wielkich liczb dla rozktadu dwupunktowego

Nieréwnos¢ Czebyszewa — przypomnienie

Dla zmiennej losowej o skonczonej wartosci oczekiwanej i wariancji:

D*(X)

Ve>0  P(X—EX|>¢) <

€

Stosujemy twierdzenie do X ,:

p(1—p)

P([Xn—p|>e€) < e

Szansa odchylenia sie czestosci o wiecej niz €
od prawdopodobienstwa sukcesu maleje z n

8/26



Prawo wielkich liczb dla rozktadu dwupunktowego

Nieréwnos¢ Czebyszewa — przypomnienie

Dla zmiennej losowej o skonczonej wartosci oczekiwanej i wariancji:

D*(X)

Ve>0  P(X—EX|>¢) <

€

Stosujemy twierdzenie do X ,:

p(1—p)

P([Xn—p|>e€) < e

— P(Xn—pl<e)>1-

Szansa odchylenia sie czestosci o co najwyzej €
od prawdopodobienstwa sukcesu rosnie z n
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Prawo wielkich liczb dla rozktadu dwupunktowego

Nieréwnos¢ Czebyszewa — przypomnienie

Dla zmiennej losowej o skonczonej wartosci oczekiwanej i wariancji:

D2(X)

Ve>0  P(X—EX|>¢) <

Stosujemy twierdzenie do X ,:

p(1—p)

P([Xn—p|>e€) < e

Prawo wielkich liczb Bernoulliego

Dla dowolnego € > O:

lim P(|X,—p|<e) =1

n—oo

Zmienna losowa X, zbiega ,wedtug prawdopodobiefistwa” do p.
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Prawo wielkich liczb Bernoulliego (p = 3)

Ve >0 lim P(|IX,—p|<e) = 1
n—oo

P(IXa—pl<e) = Plp—e<Xa<p+e)




Prawo wielkich liczb Bernoulliego (p = 3)
Ve >0 nIi_}ng()P(]Y,,—p|<e) =1

P(IXo—pl<e) = Plp—e<Xn<p+te)

n=16
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Prawo wielkich liczb Bernoulliego (p = 3)
Ve >0 nIi_}ng()P(]Y,,—p|<e) =1

P(IXo—pl<e) = Plp—e<Xn<p+te)

n=30
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Prawo wielkich liczb Bernoulliego (p = 3)
Ve >0 nILngoP(]Y,,—p|<e) =1

P(IXo—pl<e) = Plp—e<Xn<p+te)

n =100
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Prawo wielkich liczb Bernoulliego (p = 3)
Ve >0 nILngOP(]Y,,—p|<e) =1

P(IXo—pl<e) = Plp—e<Xn<p+te)

n =500
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Prawo wielkich liczb ogdlniej

e PokazaliSmy, ze czesto$¢ zajscia zdarzenia losowego zbiega do jego

prawdopodobienstwa

o Wykorzystalismy fakt, ze z duzym prawdopodobienstwem $rednia
arytmetyczna z n zmiennych dwupunktowych (,,czestos¢ sukceséw")
jest bliska wartosci oczekiwanej (prawdopodobienstwa sukcesu). . .
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e PokazaliSmy, ze czesto$¢ zajscia zdarzenia losowego zbiega do jego
prawdopodobienstwa

o Wykorzystalismy fakt, ze z duzym prawdopodobienstwem $rednia
arytmetyczna z n zmiennych dwupunktowych (,,czestos¢ sukceséw")
jest bliska wartosci oczekiwanej (prawdopodobienstwa sukcesu). . .

... ale to zjawisko zachodzi réwniez dla innych zmiennych losowych!

e Uogdlnimy prawo wielkich liczb na stwierdzenie:

»Dla dostatecznie duzych n, érednia arytmetyczna z n realizacji
zmiennej losowe] jest dowolnie blisko jej wartosci oczekiwanej”
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Prawo wielkich liczb ogdlniej

PokazaliSmy, ze czestos$¢ zajscia zdarzenia losowego zbiega do jego
prawdopodobienstwa

Wykorzystali§my fakt, ze z duzym prawdopodobienstwem $rednia
arytmetyczna z n zmiennych dwupunktowych (,,czestos¢ sukceséw")
jest bliska wartosci oczekiwanej (prawdopodobienstwa sukcesu). . .
... ale to zjawisko zachodzi réwniez dla innych zmiennych losowych!

Uogdlnimy prawo wielkich liczb na stwierdzenie:
»Dla dostatecznie duzych n, érednia arytmetyczna z n realizacji
zmiennej losowe] jest dowolnie blisko jej wartosci oczekiwanej”
» Dla duzych n, $rednia z n wynikéw rzutéw kostka jest blisko 3.5
» Dla duzych n, $rednia warto$¢ wygranej w n niezaleznych grach jest
blisko wartosci oczekiwanej wygranej
» Dla duzych n, érednia z n liczb wylosowanych z rozktadu jednostajnego
na odcinku [0, 1] jest blisko 0.5
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Ciag niezaleznych zmiennych losowych

X1,...,X, — niezalezne zmienne losowe o tym samym rozktadzie, a wiec

tej samej wartosci oczekiwanej EX; = y i wariancji D?(X;) = o2.

_ 1
Definiuj X==) X
efiniujemy n;
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Ciag niezaleznych zmiennych losowych

X1,...,X, — niezalezne zmienne losowe o tym samym rozktadzie, a wiec

tej samej wartosci oczekiwanej EX; = y i wariancji D?(X;) = o2.

_ 1
Definiujemy: X = =% " X;
n
i=1
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Ciag niezaleznych zmiennych losowych

X1,...,X, — niezalezne zmienne losowe o tym samym rozktadzie, a wiec

tej samej wartosci oczekiwanej EX; = y i wariancji D?(X;) = o2.
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Prawo wielkich liczb

Stabe prawo wielkich liczb Chinczyna

Niech Xi, Xo, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie, majacych wartoéé oczekiwana p i wariancje 0 < oo.
Wtedy dla dowolnego € > 0:

lim P(|Xp,—pl<e) =1

n—oo
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Prawo wielkich liczb

Stabe prawo wielkich liczb Chinczyna

Niech Xi, Xo, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie, majacych wartoéé oczekiwana p i wariancje 0 < oo.
Wtedy dla dowolnego € > 0:

lim P(|Xp,—pl<e) =1

n—oo

Prawo wielkich liczb Bernoulliego jest szczegdlnym przypadkiem tego
twierdzenia, jesli zmienne Xi, X5, ... maja rozktad dwupunktowy.
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Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa

Niech X, = (X1, X2, ...) bedzie ciagiem zmiennych losowych.

Mowimy, ze ciag X, dazy do zmiennej losowej X wedtug
prawdopodobienstwa, jesli dla dowolnego € > 0:

lim P(|[X,—X|>¢€) =0
n—oo

Oznaczamy X, LY

13/26



Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa

Niech X, = (X1, X2, ...) bedzie ciagiem zmiennych losowych.

Mowimy, ze ciag X, dazy do zmiennej losowej X wedtug
prawdopodobienstwa, jesli dla dowolnego € > 0:

lim P(|[X,—X|>¢€) =0
n—oo

Oznaczamy X, LY

W szczegdlnosci, jesli X ma rozktad jednopunktowy, tzn. P(X = ¢) =1,

zapisujemy X, L
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Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa

Niech X, = (X1, X2, ...) bedzie ciagiem zmiennych losowych.

Mowimy, ze ciag X, dazy do zmiennej losowej X wedtug
prawdopodobienstwa, jesli dla dowolnego € > 0:

lim P(|[X,—X|>¢€) =0
n—oo

Oznaczamy X, LY

W szczegdlnosci, jesli X ma rozktad jednopunktowy, tzn. P(X = ¢) =1,

zapisujemy X, L

Korzystajac z powyzszej réwnosci mozemy przepisaé prawa wielkich liczb
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Prawo wielkich liczb

Stabe prawo wielkich liczb Chinczyna

Niech Xi, Xo, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie, majacych warto$¢ oczekiwang 4 i wariancje 02 < oo.
Witedy:

X, & ou
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Prawo wielkich liczb

Stabe prawo wielkich liczb Czebyszewa

Niech X1, X, ... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych z war-
toéciami oczekiwanymi EX; = p; i wariancjami D?(X;) = 0?2, wspdl-

nie ograniczonymi przez o2 (tzn. 0? < o2 dla wszystkich i). Niech
Tin = 7 >foq pi- Weedy

15/26



Prawo wielkich liczb

Stabe prawo wielkich liczb Czebyszewa

Niech X1, X, ... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych z war-
toéciami oczekiwanymi EX; = p; i wariancjami D?(X;) = 0?2, wspdl-

nie ograniczonymi przez o2 (tzn. 0? < o2 dla wszystkich i). Niech
Tin = 7 >foq pi- Weedy

Zadanie 1
Udowodnij to twierdzenie
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Zbieznos¢ ,,z prawdopodobienstwem jeden”

Rozwazmy wyrazenie:
lim X, = X

n—oo
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Zbieznos¢ ,,z prawdopodobienstwem jeden”

Rozwazmy wyrazenie:
lim X, = X

n—oo

Ta réwnos¢ tyczy sie zmiennych losowych,
powyzsze wyrazenie jest wiec zdarzeniem losowym!
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Zbieznos¢ ,,z prawdopodobienstwem jeden”
Rozwazmy wyrazenie:

Yw € Q lim Xp(w) = X(w)

n—oo
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Yw € Q nIer;OXn(w) = X(w)
To stwierdzenie nazywa sie zbieznoscia ,,na pewno": zbiezno$¢ zachodzi
dla wszystkich w € Q.

Zwykle zbyt silne, poniewaz musi zaj$¢ dla w, dla ktérych P({w}) =0
(np. dla schematu Bernoulliego moze sie zdarzy¢ (z prawd. 0), ze
zaobserwujemy same porazki)
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To stwierdzenie nazywa sie zbieznoscia ,,na pewno": zbiezno$¢ zachodzi
dla wszystkich w € Q.

Zwykle zbyt silne, poniewaz musi zaj$¢ dla w, dla ktérych P({w}) =0
(np. dla schematu Bernoulliego moze sie zdarzy¢ (z prawd. 0), ze
zaobserwujemy same porazki)

[ Méwimy, ze cigg X, dazy do zmiennej losowej X z prawdopodobiefistwem ]
jeden (,,prawie na pewno") jedli:

P(Iim anx) —1

n—oo

Zapisujemy X, 2ot x
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Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa a zbieznosé z
prawdopodobienstwem jeden

P(nm X,,:X) —1 <anﬂlx)

n—oo

¥e>0 lim P(IX,~ X|>¢€) = 0 (X% 5 X)
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x, "t x = x,Px

17/26



Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa a zbieznosé z
prawdopodobienstwem jeden

P(lim X,=X) =1 (X,,Zﬂlx)
Ye>0  lim P(IX,~ X|>¢) = 0 (X% 5 X)

Zbiezno$¢ z prawdopodobienstwem jeden implikuje zbiezno$¢ wedtug
prawdopodobienstwa:

x, "t x = x,Px

Zadanie 2*

Udowodnij te implikacje.
Wskazoéwka: mozna uzy¢ twierdzenia o wstepujacym ciagu zdarzen.
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prawdopodobienstwem jeden

P(lim X,=X) =1 (X,,Zﬂlx)
Ye>0  lim P(IX,~ X|>¢) = 0 (X% 5 X)

Zbiezno$¢ z prawdopodobienstwem jeden implikuje zbiezno$¢ wedtug
prawdopodobienstwa:

x, "t x = x,Px

Zadanie 2*

Udowodnij te implikacje.
Wskazoéwka: mozna uzy¢ twierdzenia o wstepujacym ciagu zdarzen.

Pokazemy kontrprzyktad, ze implikacja w druga strone nie zachodzi
17/26



Kontrprzyktad: losowanie punktéw z odcinka
Q =[0,1], P — rozkfad jednostajny na [0, 1].
Badamy zbiezno$¢ ciagu Xi, X2, ... do zmiennej X(w) =0 Vw € [0, 1]

X(w)y
1 <+

0 0.25 0.5 0.75 1
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Kontrprzyktad: losowanie punktéw z odcinka
Poniewaz X, € {0,1} i X =0, mamy:
Vee (0,1) |X,—X|>e <= X,=1

X(w)y
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Kontrprzyktad: losowanie punktéw z odcinka
Poniewaz X, € {0,1} i X =0, mamy:
Vee (0,1) |X,—X|>e <= X,=1

X(w),
1

kXS

P(|1Xs — X| > €)| = 0.125
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Kontrprzyktad: losowanie punktéw z odcinka

Poniewaz X, € {0,1} i X =0, mamy:
Vee (0,1) |X,—X|>e <= X,=1

X(w) 4
1 —+
Whiosek: limp_o P(|X, — X| >€) = 0
X, £ X
X
O 1 1 1 !
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Kontrprzyktad: losowanie punktéw z odcinka

Ale:

X(w),
1A

nlingo Xn(w) = X(w) nie zachodzi dla zadnego w!
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Kontrprzyktad: losowanie punktéw z odcinka

Ale: nlingo Xn(w) = X(w) nie zachodzi dla zadnego w!

Xn(w()) — 15 17 07

X(w)
1+ ] ]
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Kontrprzyktad: losowanie punktéw z odcinka

Ale: nlingo Xn(w) = X(w) nie zachodzi dla zadnego w!

Xn(wo) = 1,1,0,1,

X(w)y
1 N | 1
| | X(wo) =0
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Kontrprzyktad: losowanie punktéw z odcinka

Ale: nlingo Xn(w) = X(w) nie zachodzi dla zadnego w!

Xp(wo) = 1,1,0,1,0,0,0,1,...

X(w)y — .
1 Ten ciag nie ma granicy!
X X(wo) =0
| Xg(wo) =1
0 l ‘ l l l l > W
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Kontrprzyktad: losowanie punktéw z odcinka

Ale:

X(w),
lA

nIirr;O Xn(w) = X(w) nie zachodzi dla zadnego w!

Xp(wo) = 1,1,0,1,0,0,0,1,...

Ten cigg nie ma granicy!

Whiosek: zachodzi X, LA X, ale

P(limp_oo Xp(w) = X(w)) =0'!
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Mocne prawo wielkich liczb

Pokazalismy, ze:
x,Bx = x,*%'x
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Mocne prawo wielkich liczb

Pokazalismy, ze:

zpr. 1l
—

X, L x = x, X

. . . . . ., zpr. 1
Mimo to prawa wielkich liczb mozna wzmocni¢ do warunku X, " — "~ X
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Mocne prawo wielkich liczb

Pokazalismy, ze:

zpr. 1l
—

X, L x = x, X

. . . . . ., zpr. 1
Mimo to prawa wielkich liczb mozna wzmocni¢ do warunku X, " — "~ X

Mocne prawo wielkich liczb Chinczyna

Niech X1, Xo, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie, z warto$¢ oczekiwang i i wariancja 02 < co. Wtedy:

n
Mocne prawo wielkich liczb Czebyszewa
Niech Xi, Xo,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych

zEX; = p; i wariancjami D?(X;) = 0,-2, wspoélnie ograniczonymi przez
o?. Niech i, = 2 327, ji;. Wtedy:

56n - lln ‘ Eﬁ;l 0

Twierdzenia pozostawiamy bez dowodu.
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Czestosciowa interpretacja prawdopodobienstwa

Dotyczy powtarzalnych doswiadczen losowych.
Powtérzmy n razy doswiadczenie losowe.

Dla dowolnego zdarzenia A, niech na oznacza liczbe doswiadczen w
ktérych A zaszto.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest graniczng wartoscia czestosci:

P(A) = lim ™4

n—oo n
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Czestosciowa interpretacja prawdopodobienstwa

Dotyczy powtarzalnych doswiadczen losowych.
Powtérzmy n razy doswiadczenie losowe.

Dla dowolnego zdarzenia A, niech na oznacza liczbe doswiadczen w
ktérych A zaszto.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest graniczng wartoscia czestosci:

P(A) = lim ™4

n—oo n

Z mocnego prawa wielkich wnioskujemy wiemy, ze powyzsze zachodzi
z prawdopodobienstwem jeden

Uzasadnia to czestoSciowa interpretacje prawdopodobienstwa
(cho¢ niektérzy twierdza, ze to btedne koto w rozumowaniu)
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Przykfad: metoda Monte Carlo

W kwadrat o boku 1 wpisano nieregularna
figure A.

Wyznacz pole powierzchni figury (ozn. |Al),
jesli fatwo mozna sprawdzié, czy dany punkt
w kwadracie nalezy do figury.
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X; € {0,1} okresla czy i-ty punkt trafit w figure (X; = 1) czy nie (X; = 0)
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Przykfad: metoda Monte Carlo

W kwadrat o boku 1 wpisano nieregularna
figure A.

Wyznacz pole powierzchni figury (ozn. |Al),
jesli fatwo mozna sprawdzié, czy dany punkt
w kwadracie nalezy do figury.

Rozwigzanie: losujemy jednostajnie n punktéw z kwadratu; niech

X; € {0,1} okresla czy i-ty punkt trafit w figure (X; = 1) czy nie (X; = 0)
Al _
1-1

Z prawa wielkich liczb czesto$¢ trafien zbiega do pola figury:

~ 1 a zpr. 1l
X==> X A
n; = A

EX; = P(X;=1) = P(trafieniew A) = |A|
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Majac zadana funkcje g: RY — R, wyznacz catke na pewnym
(ograniczonym) zbiorze A C R9

C = /Ag(x)dx
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Majac zadana funkcje g: RY — R, wyznacz catke na pewnym
(ograniczonym) zbiorze A C R?

C = /Ag(x)dx

Rozwiazanie:
e Losujemy punkty X;,i = 1,...,n jednostajnie na zbiorze A
e Definiujemy zmienne losowej Y; = g(X;) (i=1,...,n)
e / prawa wielkich liczb:

1 n
Y==> "5 EY

=]

Czym jest EY;?

24 /26



Przykfad: metoda Monte Carlo

Majac zadana funkcje g: RY — R, wyznacz catke na pewnym
(ograniczonym) zbiorze A C R?

C = /Ag(x)dx

Rozwiazanie:
e Losujemy punkty X;,i = 1,...,n jednostajnie na zbiorze A
e Definiujemy zmienne losowej Y; = g(X;) (i=1,...,n)
e / prawa wielkich liczb:

n
y=1y ml gy,

i=1

=]

Czym jest EY;?

EY, = Eg(X) = [ g(x)fx,(x)dx

24 /26
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Majac zadana funkcje g: RY — R, wyznacz catke na pewnym
(ograniczonym) zbiorze A C R?

C = /Ag(x)dx

Rozwiazanie:
e Losujemy punkty X;,i = 1,...,n jednostajnie na zbiorze A

smt \/ VA VAR NS =\
* Definiujemy zmienne losc Ggstosc prawdopodob|enstwa zmiennej
e / prawa wielkich liczb:

o rozktadzie jednostajnym na A:

i L xeA
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Majac zadana funkcje g: RY — R, wyznacz catke na pewnym
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Majac zadana funkcje g: RY — R, wyznacz catke na pewnym
(ograniczonym) zbiorze A C R?

C = /Ag(x)dx

Rozwiazanie:
e Losujemy punkty X;,i = 1,...,n jednostajnie na zbiorze A
e Definiujemy zmienne losowej Y; = g(X;) (i=1,...,n)
e / prawa wielkich liczb:

n
y=1y ml gy,

i=1

=]

Czym jest EY;?
EY, — Eg(X;) — /g(x)fxi(x)dx _ l/g(x)dx _ <
|A| Ja |A|

Skuteczna metoda przyblizania catek gdy wymiar d jest duzy
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Oszacuj (przez wielokrotne losowanie) rozktad dyskretnej zmiennej losowe;
X przyjmujacej K mozliwych wartosci (X € {1,...,K})
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Oszacuj (przez wielokrotne losowanie) rozktad dyskretnej zmiennej losowe;
X przyjmujacej K mozliwych wartosci (X € {1,...,K})

Rozwigzanie: Losujemy n niezaleznych realizacji tej zmiennej, X1, ..., Xy,
a nastepnie dla kazdego k = 1,..., K, zliczamy liczbe wystapien ny
wartosci k

. . . zpr. 1l
Z prawa wielkich liczb 7« =" P(X = k)
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Oszacuj (przez wielokrotne losowanie) rozktad dyskretnej zmiennej losowe;
X przyjmujacej K mozliwych wartosci (X € {1,...,K})

Rozwigzanie: Losujemy n niezaleznych realizacji tej zmiennej, X1, ..., Xy,
a nastepnie dla kazdego k =1,..., K, zliczamy liczbe wystapien ny
wartosci k

Z prawa wielkich liczb 2 51 P(X = k)
Przyktad: Niech X ma rozkfad jednostajny na {1,2,3,4,5,6}

prawdopodobiefstwa P(X = k)
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Przyktad: Niech X ma rozkfad jednostajny na {1,2,3,4,5,6}
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Oszacuj (przez wielokrotne losowanie) rozktad dyskretnej zmiennej losowe;
X przyjmujacej K mozliwych wartosci (X € {1,...,K})

Rozwigzanie: Losujemy n niezaleznych realizacji tej zmiennej, X1, ..., Xy,
a nastepnie dla kazdego k =1,..., K, zliczamy liczbe wystapien ny
wartosci k

Z prawa wielkich liczb 2 51 P(X = k)
Przyktad: Niech X ma rozkfad jednostajny na {1,2,3,4,5,6}

stosci &, n = 50
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Oszacuj (przez wielokrotne losowanie) rozktad dyskretnej zmiennej losowe;
X przyjmujacej K mozliwych wartosci (X € {1,...,K})

Rozwigzanie: Losujemy n niezaleznych realizacji tej zmiennej, X1, ..., Xy,
a nastepnie dla kazdego k =1,..., K, zliczamy liczbe wystapien ny
wartosci k

Z prawa wielkich liczb 2 51 P(X = k)
Przyktad: Niech X ma rozkfad jednostajny na {1,2,3,4,5,6}

czestosci
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Oszacuj (przez wielokrotne losowanie) rozktad dyskretnej zmiennej losowe;
X przyjmujacej K mozliwych wartosci (X € {1,...,K})

Rozwigzanie: Losujemy n niezaleznych realizacji tej zmiennej, X1, ..., Xy,
a nastepnie dla kazdego k =1,..., K, zliczamy liczbe wystapien ny
wartosci k

Z prawa wielkich liczb 2 51 P(X = k)
Przyktad: Niech X ma rozkfad jednostajny na {1,2,3,4,5,6}

czestosci %, n = 1000
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Przykfad: metoda Monte Carlo

Oszacuj (przez wielokrotne losowanie) rozktad dyskretnej zmiennej losowe;
X przyjmujacej K mozliwych wartosci (X € {1,...,K})

Rozwigzanie: Losujemy n niezaleznych realizacji tej zmiennej, X1, ..., Xy,
a nastepnie dla kazdego k =1,..., K, zliczamy liczbe wystapien ny
wartosci k

Z prawa wielkich liczb 2 51 P(X = k)
Przyktad: Niech X ma rozkfad jednostajny na {1,2,3,4,5,6}

czestosci, n = 10000
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/Zadanie

Rozwaz spacer losowy po prostej, w ktérym w kazdym kroku idziemy o
jeden w prawo z prawdopodobienstwem p lub o jeden w lewo z prawdopo-
dobienstwem 1 — p, rozpoczynajac od zera. Niech S, oznacza potozenie
spacerowicza w chwili n (Sp = 0). Innymi stowy, S, = X1 + ... X,

gdzie X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi z P(X; = 1) = p i
P(X; = —1) = 1 — p. Udowodnij, ze jesli p > % to z prawdopo-
dobienstwem 1 zajdzie lim,_. S, = oo, natomiast jesli p < % to z
| prawdopodobienstwem 1 zajdzie lim,_ o, S, = —o0.
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