Metody probabilistyczne
Rozwigzania zadan

10. Ciagte zmienne losowe II

13.01.2021

Zadanie 1. Rozwaz zmienne (X,Y) o gestoéci lgcznej:
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Oblicz stalq c, gestosci brzegowe i warunkowe.

Odpowiedz: Korzystajac z warunku normalizacji gestosci obliczamy stala c:
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z czego wynika, ze ¢ = 1, a wiec f(z,y) = v +y dla z,y € [0, 1]. Wyznaczmy teraz gestosci brzegowe:
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fx(x) = / flz,y)dy = /(x+y)dy=:v/ dy+/ ydy = z+5y°| = z+3.
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Z symetrii gestosci ze wzgledu na x i y otrzymujemy réwniez fy (y) = y + % Wyznaczamy na koniec
gestosci warunkowe:
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Z symetrii zagadnienia mamy réwniez fx |y (z|y) =

Zadanie 2. Losujemy punkt jednostajnie z kota o promieniu 1. Innymi stowy mamy pare zmiennych
(X,Y) o gestodci tgczney:

c 224+ y? <1
fla,y) = -
0 w przeciwnym przypadku

Oblicz stalg c i gestosci brzegowe.

Odpowiedz: Obliczenie stalej ¢ nie jest trudne, jesli zauwazymy, ze calka gestosci to po prostu c razy pole
kota o promieniu 1, czyli mc. Poniewaz musi to by¢ réwne jeden, otrzymujemy ¢ = %
Poniewaz rozklad jest calkowicie symetryczny ze wzgledu na x i y, wystarczy policzy¢ jeden z roz-

ktadéw brzegowych, np. po z. Z definicji:
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Dla zadanego x, funkcja gestosci jest niezerowa (i réwna %) tylko wtedy, gdy 2% + 32 < 1. Nieré6wnogé
ta jest spelniona dla y z przedziatu [—v/1 — 22, v/1 — 2?], a wiec:
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Podobnie fy (y) = 2y i_yQ.

Dygresja: Zauwazmy, ze sprawdzenie normalizacji rozkladu brzegowe fx (z) nie jest latwe! Trzeba
wykonaé calke na przedziale [—1, 1] (wartosci, ktére moze przyjaé ), tzn.:
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Zadanie 3. Niech X1,...,X,, bedqg niezaleznymi zmiennymsi losowymi o tym samym rozkladzie opisa-

nym dystrybuantg Fx . Wyznacz dystrybuanty zmiennychY = max{Xy,..., X,} oraz X = min{X;,..., X, }.
OdpowiedZ:

1. Dystrybuanta Fy zmienne Y:

Fy(y) = P < y) P(max{Xy,...,X,} <y)
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= PXi<y)- P(X2<y)-~~-P(Xn<y) = Fx(y)",
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gdzie w (%) wykorzystaliémy niezaleznosé¢ X, ..., X,,.
2. Dystrybuanta Fz zmienne Z:

Fz(z) = P(Z<z) =1-P(Z>z2) = 1-Pmin{Xy,...,X,} > 2)
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gdzie w (%) wykorzystaliémy niezaleznosé¢ X, ..., X,,.

Zadanie 4. Zmienne losowe X 1Y sq niezalezne, o rozkladzie wykladniczym, tzn. X ~ Exp(Ax) oraz
Y ~ Exp(Ay). Wyznacz rozklad zmiennej Z = min{X,Y}. Wskazéwka: trzeba wpierw uogdlnié wzdr na
minimum zmiennych niezaleznych, ale o roznym rozkladzie.

OdpowiedZ: Rozpoczniemy od wyznaczenia wzoru na dystrybuante minimum dwéch zmiennych losowych
niezaleznych (ale niekoniecznie o tym samym rozkladzie). Jest to bardzo podobne wyprowadzenie do
tego w poprzednim zadaniu. Niech Z = min{X,Y}, gdzie X i Y s niezalezne. Mamy:

P(Z>z2) = Pmin{X,Y}>z2) = P(X>2Y >2) = P(X>2)PY >2)
 (1-P(X <2)(1- P(Y <2) = (1-Fx(:)(1 - Fy (=),



a stad:
Fyz(z) = P(Z<z2) = 1-P(Z>2z)=1—(1-Fx(2)(1 - Fy(2)).

Jesli X ~ Exp()), to dystrybuanta Fx dana jest wzorem:
Fx(z) =1—e ?x%,
Podobnie Fy (y) =1 — e Y, a wiec:

Fz(z) = 1—e X2 Mv2 = 1 — e~ OxHAv)z,

Ale to jest dystrybuanta rozkladu wykladniczego o parametrze Ax +Ay. Tym samym Z ~ Exp(Ax +Ay).

Zadanie 5*.  Rozwaz dwie niezalezne zmienne losowe X ~ N(ux,0%) orazY ~ N(uy,o0%). Wyznacz

gestosé zmiennej Z = X +Y.

Odpowiedz: Gesto$¢ fy zmiennej Z jest splotem gestosci fx i fy:
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Aby policzy¢ te calke, sprobujemy uprosci¢ wykladnik (wyrazenie w exp) w (2):
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Zauwazmy, ze w liczniku w (3) mamy wyrazenie kwadratowe (ze wzgledu na t) postaci:
at®> — 2tb + ¢,

gdzie:
a = ox+oy, b= pxoy+(z—py)ox, ¢ = pxoy+(z—py)’ok

ok +oy) — 2t(uxoy + (2 — py)oX) + ukod + (2 — py)’o%

(4)

Chcielibyémy je zamienié na bardziej zwarta postaé¢ a(t — d)? + r. Jak znalezé d i r? Wystarczy oba

wyrazenia przyréwnac:
at? —2tb+c = a(t —d)*> +r = at® — 2tad + ad® +r.

Poniewaz wyrazenia przy kolejnych potegach ¢t musza by¢ sobie réwne, dostaniemy:
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Ulamek po prawej stronie réwnania (3) ma wiec postaé:
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a tym samym catka w (2) wyglada nastepujaco:

> t —d)? e t—d)?
/ eXp{W}dt/ exp{a(zz)}exp{ zrz}dt
oo 20505 oo 20% 0% 20505
T o a(t —d)?
= - ————7F— ¢ dt. 6
ool -gtar ) oo~ ©

Majac dowolny rozklad normalny o parametrach p i o2, gestosé rozkladu musi sie normalizowaé do 1,
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z czego wynika:

/Oo exp{(t;a‘;)z}dt = V2ro? (7)
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Zauwazmy teraz, ze calka po prawej stronie (6) jest doktadnie postaci (7), jesli przyréwnamy p = d oraz
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gdzie w ostatniej réwnosci podstawiliémy wartosé a z (4). Wykorzystujac definicje r z (5), dostajemy:
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Mozemy wiec zapisaé prawa strone (6) jako:
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Podstawiajac to do (2) dostajemy:
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Ale to ostatnie wyrazenie ma postaé gestosci rozkladu normalnego z parametrami g = ux + py i

0? = 0% +oi. Czyli:

ZNN(/Jx-I-My,Jg(-I-J%/).



