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Przypomnienie: rozktad taczny

[ tacznym rozktadem prawdopodobienstwa wektora losowego:
X:Q— R X =(X1,...,X,)
nazywamy miare okredlong dla zbioréw borelowskich A C R” jako:

Px(A) = P({weQ:X(w)eA}) = P(X*l(A))

Czesciej zapisujemy P(X € A)
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Rozktad taczny ciagtego wektora losowego

Wektor losowy X: Q — R” nazywamy ciagtym, jedli istnieje funkcja
f:R" — Ry, taka ze dla dowolnego (borelowskiego) A C R" zachodzi:

P(X € A) = /A F(x) dx

Funkcje f nazywamy taczng gestoscig prawdopodobienstwa wektora X.

Uwaga: catka w definicji jest wielowymiarowa:

dx = dx;dxp...dx,
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Rozktad taczny ciagtego wektora losowego

Wektor losowy X: Q — R” nazywamy ciagtym, jedli istnieje funkcja
f:R" — Ry, taka ze dla dowolnego (borelowskiego) A C R" zachodzi:

P(X € A) = /A F(x) dx

Funkcje f nazywamy taczng gestoscig prawdopodobienstwa wektora X.

Uwaga: catka w definicji jest wielowymiarowa:

dx = dx;dxp...dx,

W szczegdlnosci, dla X = (X, Y) mamy funkcje gestosci f(x, y).

/ / f(x,y)dxdy =1
—00 J —00

Normalizacja:
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Gestos$¢ brzegowa i warunkowa (dwie zmienne)

Majac taczna gestos$¢ f(x,y) zmiennych X i Y definiujemy

e Gestosci brzegowe:

fx(x) = /oo f(x,y)dy, fr(y) = /OO f(x,y)dx

—0 —00

e Gestosci warunkowe, np:

fY|X(y’X) = ;X(X)

e Warunkowa warto$¢ oczekiwang, np:

o0

yfv|x()”x) dx

E(YIx=x)= [

Powyzsze definicje uogélniaja sie na wiele zmiennych losowych.
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Wzér na prawdopodobienstwo catkowite

Majac taczna gestos¢ f(x,y) zmiennych X i Y

fr(y) = /_o:o f(x,y)dx
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Wzér na prawdopodobienstwo catkowite

Majac taczna gestos¢ f(x,y) zmiennych X i Y

M) = [ fxy)dx

= [m fyix (v [x) fx (x) dx <bo Frix(y]x) = f)g(,:/))>
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j:

f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1] =,

Wyznacz gestosci brzegowe i
warunkowe

6/27



Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j:

f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1] =,

Wyznacz gestosci brzegowe i
warunkowe

Sprawdzamy normalizacje:

1 41 1 1
/ / dxydxdy = / (/ 4xydx) dy
o Jo 0 0
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j:

f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1]
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warunkowe

Sprawdzamy normalizacje'

1,1
/ / 4xydxdy =
0o Jo
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j:

f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1] =,

Wyznacz gestosci brzegowe i
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Gestosci brzegowe:
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j:

f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1] =,

Wyznacz gestosci brzegowe i
warunkowe

Gestosci brzegowe:

fx(x) = /OO f(x,y)dy = 4X/01ydy

—00
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j:

f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1] =,

Wyznacz gestosci brzegowe i
warunkowe

Gestosci brzegowe:

o0
fx(x) = / f(x,y)dy = 4x/ ydy = 4X y = 2x

—00
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j:

f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1] =,

Wyznacz gestosci brzegowe i
warunkowe

Gestosci brzegowe:

oo 1
fx(x) = / f(x,y)dy = 4x/ ydy = 4X y = 2x

—00

Podobnie mozna pokazaé, ze fy(y) = 2y
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j:

f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1] =,

Wyznacz gestosci brzegowe i
warunkowe

Gestosci warunkowe:

fY\X(Y‘X) = fX(X)
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j:

f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1] =,

Wyznacz gestosci brzegowe i
warunkowe

Gestosci warunkowe:

frix(ylx) = ffix(:i/)) = 42):/ = 2y = fy(y)
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j:

f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1] =,

Wyznacz gestosci brzegowe i
warunkowe

Gestosci warunkowe:
fix,y) _ 4xy

f pu— pu— pu—

Y\X(Y‘X) fX(X) 2%

Podobnie mozna pokazac¢, ze fx|y(x|y) = 2x
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o

gestosci taczne;j:

C

f(Xv.y) = {0

x,y 20, x+y<1
W przeciwnym przyp.

Oblicz staty c, gestosci brzegowe i

warunkowe.
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Przyktad

f(x,y)
Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j: c |
> < ‘ l
f(x,y)Z{S oysxtysl ‘
przeciwnym przyp. | |
Oblicz staty c, gestosci brzegowe i 3 o "1 'X
warunkowe. V-
y

Normalizacja: musimy scatkowaé po ,tréjkacie”

/ / (x,y)dxdy
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Przyktad

f(x,y)
Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j: c |
> < ‘ l
f(x,y)Z{S oysxtysl ‘
przeciwnym przyp. | |
Oblicz staty c, gestosci brzegowe i 3 o "1 'X
warunkowe. V-
y

Normalizacja: musimy scatkowaé po ,tréjkacie”

// xydxdy:/xlz(J(/y;cdy)dx
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Przyktad

f(x,y)
Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j: c |
> < ‘ l
f(x,y)Z{S oysxtysl ‘
przeciwnym przyp. | |
Oblicz staty c, gestosci brzegowe i 3 o "1 'X
warunkowe. V-
y

Normalizacja: musimy scatkowaé po ,tréjkacie”
00 00 1 1—x
1 = / / f(x,y)dxdy = / (/ cdy) dx
—o0 J —00 x=0 y=0
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Przyktad

Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j: c

B C X,y > O7X +y < 1
f(x,y) = {0 W przeciwnym przyp.

Oblicz staty c, gestosci brzegowe i
warunkowe. L/ -~

Normalizacja: musimy scatkowaé po ,tréjkacie”

00 00 1 1—x
1 = / / f(x,y)dxdy = / (/ cdy) dx
—00 J —00 x=0 y=0

= /Olc(l—x)dx
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Przyktad

f(x.y)
Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j: c |
> < ‘ l
f(x,y)Z{S oysxtysl ‘
przeciwnym przyp. | |
Oblicz staty c, gestosci brzegowe i 3 o "1 'X
warunkowe. V-
y
Normalizacja: musimy scatkowaé po ,tréjkacie”
00 00 1 1—x
1 = / / f(x,y)dxdy = / (/ cdy) dx
—o0 J —00 x=0 y=0
1 1 1 c
/0 c(1—x)dx c(x 2x )’O 5 .



Przyktad

f(x.y)
Rozwazmy zmienne (X, Y) o
gestosci taczne;j: c |
> < ‘ l
f(x,y)Z{S oysxtysl ‘
przeciwnym przyp. | |
Oblicz staty c, gestosci brzegowe i 3 o "1 'X
warunkowe. V-
y
Normalizacja: musimy scatkowaé po ,tréjkacie”
00 00 1 1—x
1 = / / f(x,y)dxdy = / (/ cdy) dx
—o0 J —00 x=0 y=0
1 1 1 c
= 1—x)dx = —2XP)| =2 =c=2
/0 c(1—x)dx c(x 2x )’O 5 c .



Przyktad

f(x,y) =2 dla x, y>0,x+y<1
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Przyktad

f(x,y) =2 dla x, y>0,x+y<1

Gestos¢ brzegowa:

5 = [ fxy)dy
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Przyktad

f(x,y) =2 dla x, y>0,x+y<1

Gestos¢ brzegowa:

) = [ fendy = [ 2ay

—00
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Przyktad

f(x,y) =2 dla x, y>0,x+y<1

Gestos¢ brzegowa:

fx(x) = /oo f(x,y)dy = /01_X2dy = 2(1-x)

—00
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Przyktad

f(x,y) =2 dla x, y>0,x+y<1

Gestos¢ brzegowa:

fx(x) = /oo f(x,y)dy = /01_X2dy = 2(1-x)

—00

Przez symetrie fy(y) =2(1 —y)
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Przyktad

f(x,y) =2 dla x, y>0,x+y<1

Gestos¢ brzegowa:
[e's) 1—x
() = [ fxndy = [ 2dy = 21-%)
—o0 0
Przez symetrie fy(y) =2(1 —y)

Gestos$¢ warunkowa:

fY|x(}/|X) =
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Przyktad

f(x,y) =2 dla x, y>0,x+y<1

Gestos¢ brzegowa:
e’} 1—x
() = [ fxndy = [ 2dy = 21-%)
—o0 0
Przez symetrie fy(y) =2(1 —y)
Gestos¢ warunkowa:

Axb) = S = 2 day e
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Przyktad

f(x,y) =2 dla x, y>0,x+y<1

Gestos¢ brzegowa:
e’} 1—x
() = [ fxndy = [ 2dy = 21-%)
—o0 0

Przez symetrie fy(y) =2(1 —y)

Gestos¢ warunkowa:

Axb) = S = 2 day e

Przez symetrie fx|y(x]y) = ﬁ dla x € [0,1—y]
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Rozwaz zmienne (X, Y) o gestosci facznej:

_Jelx+y) x,ye]0,1]
f(x,y) = { 0 w przeciwnym przypadku

Oblicz statg ¢, gestosci brzegowe i warunkowe.

Losujemy punkt jednostajnie z kota o promieniu 1. Innymi stowy mamy
pare zmiennych (X, Y) o gestosci facznej:

Flx,y) = c xX?+y’<1
Y70 w przeciwnym przypadku

Oblicz stata c i gestosci brzegowe.
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Niezalezne zmienne losowe

Definicja — przypomnienie

Zmienne losowe X i Y nazywamy niezaleznymi jesli:

P(X €A, Y €B) = P(X e AP(Y € B)
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Niezalezne zmienne losowe

Definicja — przypomnienie

Zmienne losowe X i Y nazywamy niezaleznymi jesli:

P(X €A, Y €B) = P(X e AP(Y € B)

Niezalezno$¢ zmiennych ciggtych

Ciagte zmienne losowe X i Y s3 niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy:

f(x,y) = fx(x)fy (y)
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Niezalezne zmienne losowe

Definicja — przypomnienie

Zmienne losowe X i Y nazywamy niezaleznymi jesli:

P(X €A, Y €B) = P(X e AP(Y € B)

Niezalezno$¢ zmiennych ciggtych

Ciagte zmienne losowe X i Y s3 niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy:

f(x,y) = fx(x)fy (y)

Uogdlnienie:
Ciagte zmienne Xi, ..., X, s3 niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy:

f(X1y...yxn) = fx,(x1) - ... - fx,(xn)
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Przyktad

Rozwazaliémy zmienne (X, Y') opisane gestoscia:
f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1]

Pokazalismy, ze fx(x) = 2x i fy(y) = 2y. Czy X i Y s3a niezalezne?
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Przyktad

Rozwazaliémy zmienne (X, Y') opisane gestoscia:
f(x,y)=4xy  dlax,y€]0,1]

Pokazalismy, ze fx(x) = 2x i fy(y) = 2y. Czy X i Y s3a niezalezne?

Tak:
fix,y) =4xy = (2x)-(2y) = x(x) - fv(y)
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

e X ~ Unif[0, 1] czas przyjscia Jasia (w godz.) liczony od 10:00
e Y ~ Unif[0, 1] czas przyjscia Matgosi (w godz.) liczony od 10:00
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

e X ~ Unif[0, 1] czas przyjscia Jasia (w godz.) liczony od 10:00
e Y ~ Unif[0, 1] czas przyjscia Matgosi (w godz.) liczony od 10:00
flxy)=&x(x)fv(y)=1  0<xy<l1
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
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e X ~ Unif[0, 1] czas przyjscia Jasia (w godz.) liczony od 10:00

e Y ~ Unif[0, 1] czas przyjscia Matgosi (w godz.) liczony od 10:00
flxy)=&x(x)fv(y)=1  0<xy<l1

Czas oczekiwania na siebie: Z = | X — Y|
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

e X ~ Unif[0, 1] czas przyjscia Jasia (w godz.) liczony od 10:00

e Y ~ Unif[0, 1] czas przyjscia Matgosi (w godz.) liczony od 10:00
flxy)=&x(x)fv(y)=1  0<xy<l1

Czas oczekiwania na siebie: Z = | X — Y|

11 1/ 01
EZ = / / |x —yldxdy = / (/ \X—y\dX)dy
o Jo 0o \Jo
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

1/ 1
EZ = / (/ ]x—y]dx)dy
o \Jo

Liczymy wewnetrzna catke:
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

1/ 1
EZ = / (/ ]x—y]dx)dy
o \Jo

Liczymy wewnetrzna catke:

1 y 1
/ |x —yldx = / ‘X*y’dX+/ |x — y|dx
0 0 S—\— Y N——

—x+y x—y
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

1/ 1
EZ = / (/ ]x—y]dx)dy
o \Jo

Liczymy wewnetrzna catke:

1 y 1
/ |x —yldx = / ‘X*y’dX+/ |x — y|dx
0 0 >~ y S~
—x+y x—y

y y 1 1
:—/de—i—y/dx—i—/xdx—y/dx
0 0 y y
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

1/ 1
EZ = / (/ ]x—y]dx)dy
o \Jo

Liczymy wewnetrzna catke:

1 y 1
/ |x —yldx = / ‘X*y’dX+/ |x — y|dx
0 0 S—\— Y N——

—x+y x—y

y y 1 1
:—/de—i—y/dx—i—/xdx—y/dx

0 0 y y
- 1,y y 1,1 1
- ‘o +yx’o * §X‘ ‘

2 — yx

y y
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

1/ 1
EZ = / (/ ]x—y]dx)dy
o \Jo

Liczymy wewnetrzna catke:

1 y 1
/|xfy\dx = /‘X*y’dX+/ |x — y|dx
0 0 S>—— y ~——"
—x+y x=y
y y 1 1
:—/de—i—y/dx—i—/xdx—y/dx
0 0 y y
1 2‘)/ . ’y n 1 2‘1 ‘1
= —=x X =X — yx
2 0 Y 0 2 y Y y
_ 1 2 2 1 1 2 ) 1
= 5V + ¥y + 5 Y y+ty =y Y+2
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

1/ /1 1 1
EZ = / (/ IX—yIdX>dy, /Ix—yldx =y —y+:
o \Jo 0 2
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

1/ /1 1 1
EZ = / (/ IX—yIdX>dy, /Ix—yldx =y —y+-
0 0 0 2
1 1
EZ = /<y2—y+)dy
0 2
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

1/ /1 1 1
EZ = / (/ IX—yIdX>dy, /IX—yIdX=y2—y+f
0 0 0 2
1 1
EzZz = /(y -y+ )dy
0

1 1 1
= 3% 2+ 2l -
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Przyktad

Jas i Matgosia przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00
a 11:00 (czasy przyjécia zamodeluj jako niezalezne zmienne o rozktadzie
jednostajnym). Wyznacz oczekiwang warto$¢ czasu oczekiwania na siebie.

1/ 1 1 1
EZ = / (/ IX—yIdX>dy, /IX—yIdX=y2—y+f
o \Jo 0 2
1 1
EzZz = /(y -y+ )dy
0

= y’ 1y21

+,‘1_E_1+1_E
Yl T 37272 T

,

Czyli $rednio Jas i Matgosia beda na siebie czeka¢ 20 minut.
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Ponizsze wtasnosci zachodzg réwniez dla zmiennych
ciggtych

e Dla dowolnych zmiennych losowych:

E(X+Y) = EX+EY
D2(X +£Y) = D*(X)+2C(X,Y)+ DY)

e Dla niezaleznych zmiennych losowych:

E(XY) = (EX)(EY)
C(X,Y) =0
D*(X £ Y) = D*(X)+ D?(Y)

Wszystkie te wtasnosci uogélniaja sie na n > 2 zmiennych losowych
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Maksimum i minimum niezaleznych zmiennych losowych

e Xi,Xp,..., X, — niezalezne zmienne losowe o tym samym
rozktadzie opisanym dystrybuanty Fx.

e Zdefiniujemy Y = max{Xi,..., X,} oraz Z = min{Xy,..., X,}
e Wyznacz dystrybuante Fy i F7

14 /27
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e Xi,Xp,..., X, — niezalezne zmienne losowe o tym samym
rozktadzie opisanym dystrybuanty Fx.

e Zdefiniujemy Y = max{Xi,..., X,} oraz Z = min{Xy,..., X,}
e Wyznacz dystrybuante Fy i F7

Rozwiazanie:

14 /27



Maksimum i minimum niezaleznych zmiennych losowych

e Xi,Xp,..., X, — niezalezne zmienne losowe o tym samym
rozktadzie opisanym dystrybuanty Fx.

e Zdefiniujemy Y = max{Xi,..., X,} oraz Z = min{Xy,..., X,}
e Wyznacz dystrybuante Fy i F7

Rozwiazanie:

Fy(y) = P(Y

14 /27



Maksimum i minimum niezaleznych zmiennych losowych

e X1, X5,...,X, — niezalezne zmienne losowe o tym samym
rozktadzie opisanym dystrybuanty Fx.

e Zdefiniujemy Y = max{Xi,..., X,} oraz Z = min{Xy,..., X,}
e Wyznacz dystrybuante Fy i F7

Rozwigzanie:

Fy(y) = P(Y<y) = P(max{Xi,..., Xa} <)
= PXi<y,Xo<y,...,Xn<y)
D PG <y) e PXa<y) = Fx()
gdzie w (x) wykorzystaliSmy niezaleznos¢ Xi, ..., X,.
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Maksimum i minimum niezaleznych zmiennych losowych

e X1, X5,...,X, — niezalezne zmienne losowe o tym samym
rozktadzie opisanym dystrybuanty Fx.

e Zdefiniujemy Y = max{Xi,..., X,} oraz Z = min{Xy,..., X,}
e Wyznacz dystrybuante Fy i F7

Rozwigzanie:

Fy(y) = P(Y<y) = P(max{Xi,..., Xa} <)
= P(X1<y7X2<y¢' 7Xn<y)
D PG <y) e PXa<y) = Fx()
gdzie w (x) wykorzystaliSmy niezaleznos¢ Xi, ..., X,.

Zadanie 3
Pokaz, ze dystrybuanta minimum ma postaé:

Fz(z) = 1—(1— Fx(2))"
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Maksimum i minimum niezaleznych zmiennych losowych

Xi,...,Xn — niezalezne zmienne o rozktadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gestos¢ Y = max{Xi,..., X} oraz Z = min{Xy,..., X}
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Maksimum i minimum niezaleznych zmiennych losowych

Xi,...,Xn — niezalezne zmienne o rozktadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gestos¢ Y = max{Xi,..., X} oraz Z = min{Xy,..., X}

Dla kazdego X; dystrybuanta ma postaé Fx(x) = x, stad:

Fy(y) = Fx(y)" = y"
Fz(z)=1—-(1—-Fx(2))" = 1—-(1—-2)"
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Maksimum i minimum niezaleznych zmiennych losowych

Xi,...,Xn — niezalezne zmienne o rozktadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gestos¢ Y = max{Xi,..., X} oraz Z = min{Xy,..., X}

Dla kazdego X; dystrybuanta ma postaé Fx(x) = x, stad:

Fy(y) = Fx(y)" = y"
Fz(z)=1—-(1—-Fx(2))" = 1—-(1—-2)"

Wyznaczamy gesto$¢ rézniczkujac dystrybuante:

Ar(y) = (Fy(y)") = (y") = ny"?
fz(z) = (1-(1-2)" = n(l-2)""
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/Zadanie

Zadanie 4

Zmienne losowe X i Y s3 niezalezne, o rozkfadzie wyktadniczym,
tzn. X ~ Exp(Ax) oraz Y ~ Exp(Ay). Wyznacz rozktad zmiennej
Z = min{X, Y}. Wskazdwka: trzeba wpierw uogdIni¢ wzér na minimum
zmiennych niezaleznych, ale o réznym rozktadzie.
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Rozktad sumy niezaleznych zmiennych losowych

X, Y — niezalezne ciggte zmienne losowe opisane gestosciami fx i fy.
Wyznacz gestos¢ Z = X + Y.
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Rozktad sumy niezaleznych zmiennych losowych

X, Y — niezalezne ciggte zmienne losowe opisane gestosciami fx i fy.
Wyznacz gestos¢ Z = X + Y.

Wyznaczamy dystrybuante Z i rézniczkujemy:

Fz(z) = P(Z<z) = P(X+Y<2)
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Wyznaczamy dystrybuante Z i rézniczkujemy:

Fz(z) = ) = P(X+Y<z2)

= // y)dxdy
{X+y<z}
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Wyznaczamy dystrybuante Z i rézniczkujemy:

Fz(z) = ) = P(X+Y<z2)

= // y)dxdy
{x+y<z}
= / (/ f(x,y)dy) dx
X=—00 y=—00
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Rozktad sumy niezaleznych zmiennych losowych

X, Y — niezalezne ciggte zmienne losowe opisane gestosciami fx i fy.
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Rozktad sumy niezaleznych zmiennych losowych

X, Y — niezalezne ciggte zmienne losowe opisane gestosciami fx i fy.
Wyznacz gestos¢ Z =X + Y.

Wyznaczamy dystrybuante Z i rézniczkujemy:

Fz(z) = <z) = PX+Y<2)

— //{X+y<z} y)dxdy
- /x:_oo (/y—; Px(x)fy (v) dy) dx

= /:X) fx(x)Fy(z — x)dx

22) = (Fz2) = [ ) (Fr(z = x) dx

—00
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Splot

Splotem funkgji f: R — R i g: R — R nazywamy funkcje:

oo

(Fre)x) = | (el 1)de

—00
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Splot

[ Splotem funkgji f: R — R i g: R — R nazywamy funkcje:

(Fre)x) = | (el 1)de
[ Whiosek: Gestos¢ f7 zmiennej Z = X + Y jest splotem gestosci fx i fy: ]
f£(2) = (Fc* fy)(z) = / fe(t)fr(z — t) dt
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Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozkfadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.
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Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozkfadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.

flt) = f(t) = {3 o]
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Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozkfadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.

~J1 te]o,1]
flt) = {0 £ ¢ [0.1]
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Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozktadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.

~J1 te]o,1]
flt) = {0 £ ¢ [0.1]

f(z) = /OO F(£)F(z — t)dt = /Olf(z—t)dt
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u =z—t
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Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozktadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.

~J1 te]o,1]
flt) = {0 £ ¢ [0.1]

f(z) — /_o:of(t)f(z—t)dt— /Olf(z—t)dt
= /zz_lf(u)du =

u =z—t
du = —dt
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Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozktadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.
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Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozkfadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.
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Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozkfadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.

1 te]0,1]
flt) = {o t¢[0,1]

o) = [T r0fe-nd = [ fe- o
u =z—t z
= lqu— —de | = /Z_lf(u)du =
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Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozkfadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.
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flt) = {0 t¢[0,1]

o) = [T r0fe-nd = [ fe- o
u =z—t z
= lqu— —de | = /Z_lf(u)du:
f(u)

20/27



Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozkfadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.

~J1 te]o,1]
flt) = {o £ ¢ [0.1]
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Przyktad

[ X, Y — niezalezne zmienne o rozkfadzie jednostajnym Unif[0, 1].

Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.

~J1 te]o,1]
flt) = {o £ ¢ [0.1]

f(z) = /o:of(t)f(z—t)dt— /Olf(z—t)dt

u =z—t z z
du=—dt | — /Z,lf(“)d” - {2—2
f(u),
0 I u
z—1 z
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Przyktad

X, Y — niezalezne zmienne o rozkfadzie jednostajnym Unif[0, 1].
Wyznacz gesto$¢ zmiennej Z =X+ Y.

1 te]0,1]
flt) = {o t¢[0,1]

f7(z)

/Z F()F(z—t)dt = /01 f(z — t)dt




Przyktad

Rozwaz dwie niezalezne zmienne losowe:

X ~ FV(;L)(,(TEQ), Y ~ A/(;Ly/,CT%/)

Wyznacz gestos¢ zmiennej Z = X + Y
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Przyktad

Rozwaz dwie niezalezne zmienne losowe:
X~ N( %) Y ~ N( )
UX,0x), Hy, 0y

Wyznacz gestos¢ zmiennej Z = X + Y

Pokaz, ze Z ~ N(pz,0%), gdzie:

Mz = px -+ py, 0% = ox+oy
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Przyktad

Rozwaz dwie niezalezne zmienne losowe:
X ~ N(ux,0%). Y ~ N(uy,o%)
Mx,0x), ny,oy

Wyznacz gestos¢ zmiennej Z = X + Y

Pokaz, ze Z ~ N(pz,0%), gdzie:

Mz = px -+ py, 0% = ox+oy

Whiosek (bardzo wazny!)

Suma niezaleznych zmiennych o rozktadzie normalnym ma rozktad nor-
malny
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Zmienne o rozkfadzie normalnym

Rozwazmy niezalezne zmienne Xy, ..., X,, gdzie:

X,' ~ N(,u,',d,?), i:1,...,n

Wyznacz rozktad Z = Za,-X,- dla dowolnych liczb as, ..., a,.
i=1
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Zmienne o rozkfadzie normalnym

Rozwazmy niezalezne zmienne Xy, ..., X,, gdzie:

X,' ~ N(,u,',d,-z), i:1,...,n

Wyznacz rozktad Z = Za,-X,- dla dowolnych liczb as, ..., a,.
i=1

Rozwiazanie: Jedli X; ~ N(u,-,a,-z), to Y; = a;jX; ~ N(aju;, a,?o'-z)

1
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Zmienne o rozkfadzie normalnym

Rozwazmy niezalezne zmienne Xy, ..., X,, gdzie:

X,' ~ N(,u,',d,?), i:1,...,n

Wyznacz rozktad Z = Za,-X,- dla dowolnych liczb as, ..., a,.
i=1

Rozwiazanie: Jesli X; ~ N(u;,0?), to Vi = a;Xi ~ N(ajpu;, a?0?)

n n n
Z=>Y = ZNN(Zai,Ui:Za%J?>
i—1 i=1 i=1
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Zmienne o rozkfadzie normalnym

~

Rozwazmy niezalezne zmienne Xy, ..., X,, gdzie:

X,' ~ N(,u,-,a,?), i:1,...,n

Wyznacz rozktad Z = Za,-X,- dla dowolnych liczb as, ..., a,.
i=1

Rozwigzanie: Jesli X; ~ N(u,-,a,-z), to Y; = a;jX; ~ N(aju;, a,zo',-z)

n n n
Z=>Y = ZNN(ZaiMi:Za%Jiz>
i—1 i=1 i=1

Dowolna kombinacja liniowa niezaleznych zmiennych o rozktadzie nor-
malnym ma rozkfad normalny
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Rozktad 2

N\

[ Zmienna Z ma rozktad »chi-kwadrat” z k stopniami swobody, jesli Z

mozna przedstawi¢ jako sume kwadratéw k niezaleznych zmiennych o
rozktadzie N(0,1):

Z = ZX?, Xi ~ N(0,1), niezalezne

Zapisujemy Z ~ x?(k)
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Rozktad 2

[ Zmienna Z ma rozktad »chi-kwadrat” z k stopniami swobody, jesli Z |
mozna przedstawi¢ jako sume kwadratéw k niezaleznych zmiennych o
rozktadzie N(0,1):

k
Z = ZXg, Xi ~ N(0,1), niezalezne

i
i=1

Zapisujemy Z ~ x?(k)

Rozktad x? ma istotne zastosowanie w statystyce matematyczne;j
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Rozktad x?(k)

0.5
— k=1
04 — k=2
— k=4
— k=6
03
f(x)
0.2
0.1
0
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Rozktad x?(k)

| Pokaz, ze jedli Z ~ x*(k), to EZ = k ]
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Rozktad x?(k)

| Pokaz, ze jesli Z ~ x*(k), to EZ = k ]

Rozwiazanie: Zgodnie z definicja Z = Y.k ; X? dla X; ~ N(0,1).

25 /27



Rozktad x?(k)

[ Pokaz, ze jesli Z ~ x(k), to EZ = k ]

Rozwiazanie: Zgodnie z definicja Z = Y.k ; X? dla X; ~ N(0,1).

k
Tym samym: EZ = ZE(X,?) = kE(X?)
i=1
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Rozktad x?(k)

[ Pokaz, ze jesli Z ~ x(k), to EZ = k ]

Rozwiazanie: Zgodnie z definicja Z = Y.k ; X? dla X; ~ N(0,1).
k
Tym samym: EZ = Z E(X?) = kE(X?)
i=1

Mamy: EX;i=pu =0, D*(X;) =0% =1
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Rozktad x?(k)

[ Pokaz, ze jesli Z ~ x(k), to EZ = k ]

Rozwiazanie: Zgodnie z definicja Z = Y.k ; X? dla X; ~ N(0,1).
k
Tym samym: EZ = Z E(X?) = KkE(X})
i=1
Mamy: EX;i=pu =0, D*(X;) =0% =1
Ze wzoru skréconego mnozenia dla wariancji:

DA(X) = E(X?) — (EX)2 = E(Q) = E(XD) =1
0
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Rozktad t-Studenta

[ Zmienna T ma rozkfad t-Studenta z k stopniami swobody, jesli T mozna ‘
przedstawi¢ jako:

X
7= ﬁﬁ,
gdzie:
e X ~ N(0,1)
o Z~x?(k)

e X i Z s3 niezalezne

Zapisujemy T ~ t(k)
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Rozktad t-Studenta

[ Zmienna T ma rozkfad t-Studenta z k stopniami swobody, jesli T mozna ‘
przedstawi¢ jako:

X
7= ﬁﬁ,
gdzie:
e X ~ N(0,1)
o Z~x?(k)

e X i Z s3 niezalezne

Zapisujemy T ~ t(k)

Rozktad t-Studenta ma réwniez istotne zastosowanie w statystyce
matematycznej
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0.4

0.3

f(x)
0.

0.1 -

Rozktad

t-Studenta
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Rozktad t-Studenta

Dla k — oo rozktad t zbiega do rozktadu N(0, 1)
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