Metody probabilistyczne
Rozwigzania zadan
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Zadanie 1. Rozwaz zmienng X o gestosci:

rm={3" e

0
Wyznacz ¢ i oblicz P(a < X <b) dla0<a<b<2

Odpowiedz: 7 warunku normalizacji musimy mie¢:

/O:of(x)dx = /020552 de = 1.

2 2
/ cx? dz = clx?" = % =1,
0 3

Wyznaczamy catke:

0 3

z czego wynika, ze ¢ = 2. Dla dowolnego [a,b] C [0,2] mamy:

b 1
a 8

b
Pla< X <)) = / gzzdx = géx?’

Zadanie 2. Rozwaz cigglq zmienng losowq, ktorej rozklad zdefiniowany jest za pomocq dystrybuanty:

1—(H)* z>1
Flz) = {0 (T) r<l1

dla pewnego o > 0. Wyznacz gestosé prawdopodobieristwa f(x).

Odpowiedz:
Aby otrzymadé gesto$é wystarczy zrézniczkowaé F(z). Dla 2 < 1 mamy F(z) = 0, a wiec F'(x) = 0.

Dla z > 1: N
F'(z) = (1— (i) ) = — (@) = azon.

1\a+1
fo) = { g7 2

Rozkltad ten nazywany jest rozktadem Pareto.

Tym samym:

Zadanie 3. Niech X bedzie ciggla zmienng losowq o gestosci fx(x), przyjmujgcq wartodci w przedziale
[a, b], natomiast Y = g(X) bedzie funkcjq zmiennej losowej X przyjmujece wartosci w przedziale [c, d],
przy czym g: [a,b] — [c,d] jest funkcjg réiniczkowalng i odwracalng. Pokaz, ze gestos$é fy(y) zmiennej
losowej Y dana jest poprzez:

frw) = fx(h) W), dayeled
gdzie h = g1 jest funkcjq odwrotng do g.

Odpowiedz: Jedli funkcja g jest odwracalna, to znaczy, ze musi by¢ albo $cisle rosngca, albo Scisle male-
jaca. Dowoéd wykonamy osobno dla obu przypadkéw.



(a) Funkcja g jest $cisle rosngea. Oznacza to, ze jej odwrotno$é h = g~! jest réwniez Scisle rosngca.
Dowdd przeprowadzimy poprzez policzenie dystrybuanty Fy zmiennej losowej Y, a nastepnie jej
zrozniczkowanie, aby otrzymac gestos¢ fy. Z definicji dystrybuanty mamy:

Fy(y) = P <y = Pg(X)<y)
Y P <g W) = Fx(h).
=h

gdzie w () uzyliémy faktu, ze warunek g(X) < y jest rownowazny warunkowi X < f~1(y); zachodzi
to, poniewaz g jest funkcja $cidle rosnaca. Wykorzystujac wzor na pochodna funkcji ztozone;j:

frly) = Fy(y) = (Fx(h(y)))/ = Fx(h)W'(y) = fx(h®)h' ).

Na koniec zauwazmy, ze skoro h jest $cidle rosnaca to jej pochodna h'(y) > 0, a wiec |h/(y)| = h'(y).
To koniczy dowdd dla funkeji $cisle rosnacej.

(b) Funkcja g jest Scisle malejgca. Oznacza to, ze jej odwrotnosé h = g1 jest réwniez $cisle malejgca.
Postepujemy podobnie jak w poprzednim przypadku:

Fy(y) = P <y = PyX)<y)

2 P(X=g'(y)
~—~

—~
=

[

=

D 1-P(X <h(y) = 1-Fx(h(y),
gdzie w () uzyliémy faktu, ze warunek g(X) < y jest rownowazny warunkowi X > f~1(y); zachodzi
to, poniewaz g jest funkcja $cile malejaca (uwaga: zmienia sie znak nieréwno$é!). Z kolei w (})
uzyliSmy faktu, ze P(X < a) + P(X > a) = 1 (dwukrotnie zliczamy tutaj co prawda zdarzenie
P(X = a), ale ma ono prawdopodobienstwo réwne 0 z powodu ciagltosci zmiennej X). Wykorzystujac
wz6r na pochodna funkcji zlozonej:

W) = Fw) = (1-Fx(h)) = — fx (b)) w).

Na koniec zauwazmy, ze skoro h jest $cisle malejaca, to jej pochodna h'(y) < 0, a wiec |h/(y)| =
—h/(y), co koficzy dowdd dla funkeji $cisle malejacej.

Zadanie 4. Niech X ~ Unif[0, 1], tzn. zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na [0,1]: fx(z) =1
dla 0 < z < 1. Wyznacz gestosé fy zmiennej Y = —In X.

Odpowiedz: Jesli x € [0,1] to g(z) € [0,00), poniewaz funkcja g(z) = —Inz mapuje przedzial [0,1] na
przedzial [0, 00). Poniewaz:
y=—lnzx = r=e",

funkcja odwrotna ma postac:

a stad:

)l = |

Tym samym:
fr(y) = fx(h@) I ()] = e dlaye0,00).

Y ma wiec rozktad wykladniczy z parametrem A = 1.



Zadanie 5. Pokaz, ze jesli U ~ Unif[0, 1] ma rozklad jednostajny na [0,1], to zmienna
X =F Y U)

dla $cisle rosngcej funkcji F' o wartoéciach z przedziatu [0, 1] ma rozklad opisany za pomocq dystrybuanty

Fxy =F.
Odpowiedz: Wyznaczamy dystrybuante X:
Fx(z) = PX<z) = PF'U)<z)

Y P <F@)

P
=  Fy(F(z)),

gdzie w (%) uzylidmy faktu, ze F jest funkcja rosnaca. Zauwazmy, ze skoro U ma rozklad jednostajny,
to jej dystrybuanta na odcinku [0,1] (uwaga: F(z) € [0,1] dla dowolnego x zgodnie z zalozeniem) ma
postaé Fy(u) = u. Czyli:

Zadanie 6. Niech X ~ Exp(X) bedzie zmienng losowg o rozkladzie wykladniczym z parametrem \:
f(z) = Xe™7, x € [0, 00).
Wyznacz EX.
Odpowiedz: 7 definicji:
EX = /Oooxf(:r)dz = )\/Oooxemdx.
Dokonujemy zamiany zmiennej pod catka:

y=-Ar = dy=-A\dz,

e’} - —0o0 o *dy 1 0
X = )\/ re Mdr = )\/ (y) e’ <> = —f/ ye¥ dy.
0 0 A A Ao

Musimy wiec tylko pokazaé, ze wa ye¥Ydy = —1. W tym celu policzymy wpierw catke nieoznaczong
uzywajac metody catkowania przez czesci:

/yeydy _ | fw=y fly=1
g'(y)=e’ g(y) =e¥

co daje:

= yey—/eydy = ye¥ —eY.

Tym samym:

0 0
/ ye! dy = (ye¥ —e”)

—00 — 00
Dla y = 0 mamy ye? — eV = 0e” — e’ = —1. Dla y = —0co mamy:
lim e¥ = e = 0,
y——00
oraz )
lim yeY = lim Y _ [E] lim ¥y _ lim ——— = 0,
y——00 y——oo e Y y——oo (e7Y)’ y——oo e~ Y

gdzie w jednej z réwnosci uzyliSmy twierdzenia de I’Hospitala. Tym samym:

0
(ye? —eY) = —-1-0 = —1,

— 00

co konczy dowdd.



Zadanie 7. Niech X ~ Exp()\) bedzie zmienng losowq o rozkladzie wykladniczym z parametrem A:
f(x) = Xe™®, z € [0, 00).

Pokaz, ze D*(X) = 35.

Odpowiedz: Ze wzoru skréconego mnozenia na wariancje:
D*(X) = E(X* - (EX)? = B(X?) - =
musimy wiec tylko wyznaczyé E(X?). Mamy:
oo (o)
B(X?) = / 22 f(x)de = )\/ 2 e M dz.
0 0

Tak jak poprzednio, dokonujemy zamiany zmiennej pod catka:

y=-Xxr = dy=-—\dz,

2 002 A o _92 —dy 1 0 2
F(X = A “Mdr = A — vy —= = — Y dy.
) /o‘” v /o <A)<A) v/_oo“y

Policzymy wpierw calke nieoznaczong uzywajac metody catkowania przez czesci:

/yzey ay - | TV = v ) =2

g'(y) =e 9(y) =¥
gdzie w ostatniej réwnosci postuzyliSmy sie wynikiem z zadania na obliczenie wartosci oczekiwanej. Liczac
granice przy uzyciu twierdzenia de I’Hospitala, dostaniemy, ze:

co daje:

= y2ey72/yeydy = y’e¥ —2(ye? — ),

lim (y°e? —2(ye? —e¥)) = 0,

y——00

co daje:
0

0
/ yeldy = (y%e¥ —2(ye’ —e¥)) ‘ = 2,

—00 — 00
a wiec E(X?) = &. Stad:
1 1

D*(X) = E(Xz)fp = 3z

Zadanie 8. Kij o dlugosci 1 zlamano w punkcie wybranym z rozkladu jednostajnego. Wyznacz wartosé
oczekiwang 1 wariancje pola prostokgta o dlugosciach bokow rownych dwom otrzymanym kawatkom kija.

Odpowied?: Niech X ~ Unif[0, 1] bedzie zmienna okreslajaca punkt, w ktérym zostal ztamany kij. Zmien-
na X dzieli kij na odcinki X oraz 1 — X. Zdefiniujemy wiec zmienng ¥ = X (1 — X) okreslajaca pole
prostokata zlozonego z tych odcinkéw. Wyznaczamy wartosé oczekiwang Y':

EY = /OO 21— 2)fx(z)de = /le(l—a:)dm - (%xz_%zs)‘l _ %_% - =

o 0

Wariancje Y wyznaczymy korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia D?(Y) = E(Y?2)—(EY)?. Poniewaz
EY jest juz policzone, pozostaje policzyé E(Y?):

1 1
1, 2 1 1 1 1
E(Y?) = /0 (z(l—x))Qdm:/O (x2—2x3+x4)dx:(§x5—1z4+5x5>‘ :5—54-5:%.

Stad:

1 1\° 1
2 I -
by) = 30 <6> 180°



Zadanie 9. Pokaz, Ze:

R | (@=m)?
/ et dr = 1

—oo V2102

Wykorzystaj do tego wartosé tzw. calki Gaussa:

Odpowiedz: Podstawiamy nowa zmienng y = % Mamy:

1
dy = dz,
202
co po podstawieniu do calki daje:
> 1 (z—mw)? 1 > 2
e 22 dz = 202 eV dy = 1.
/_oo 2mo? V2mo? —0
—_——
=V

Zadanie 10*. Pokaz, ze:

Odpowiedz: Rozwazmy calke:

8

Podstawiamy y = 4/ 5:
dy = \/gdx,
co daje:
0 = 2 [ V2
G(B) = / e~ Fhdr = i eV dy = —77,
—o0 VB /- VB

gdzie uzyliSmy wartosci catki Gaussa (patrz poprzednie zadanie). Teraz zauwazmy, ze rézniczkujac po [3:

aGW) _ d (1 o\ _  lasp oo
dﬁ_dﬂ(ﬂm*) S8V

7 drugiej strony:

() - [

Tym samym:




Zadanie 11.  Niech X ~ N(u,0?). Oblicz:

(a) P(-1< X <3)jeslip=11i0?=4,

(b) P(|1X —3|>2) jeslip=—-1i02=09,

(c) P(|X +1| <5) jesli p=21i0? =16,

wynik przedstawiajge za pomocg wartosci funkcji ®(x) dla x > 0.
Odpowiedz:

(a) Jesli p=1102 =4, to:

Z = = = - ~N(0,1), awieX = 2Z+1.

Stad:

Poniewaz w przeszloéci uzywano tablic dla funkcji ®, przyjelo sie, aby w wyniku pozostawié¢ tylko
za pomocyg P(x) dla z > 0. Uzywajac ®(—z) = 1 — ®(x) mozemy dalej przeksztalcié:

P(-1<X<3) = o(1) —®(-1) = ®(1) — (1 - (1)) =20(1) — 1.

X — X+1
7 = Ho_ ;r ~ N(0,1), awiec X = 37 —1.
o

P(X —3|>2) = P(]3Z2—4] >2).

Poniewaz zdarzenie {|Y| > a} dla a > 0 mozna zapisaé¢ jako {Y > a} U{Y < —a} i oba zdarzenia sa
rozlaczne,
P(Y|>a) = PY >a)+ P > —a).

Czyli:

P(3Z —4]>2) = P(3Z-4>2)+P(3Z -4< -2)

2
P(Z>2)+P(Z<3)

2
1—P(Z<2)+P(Z<3>

1—®(2)+® (g)

(c) Jedli p=21i0%=16, to

X - X -2
7 = Ko T~ NO.1),  awiee X =47 +2.
g

P(X +1|<5) = P(|4Z+3| <5).

Poniewaz zdarzenie {|Y| < a} dla a > 0 mozna zapisa¢ jako {—a < Y < a}, mamy:

P(|4Z + 3| < 5)
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