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Motywacja: losowanie punktu z odcinka

Przestrzen zdarzen elementarnych Q C [0, 1]
Prawdopodobiefistwo zdarzenia A € [0, 1]:

_ Al

PA) = (g

gdzie |A| jest dtugoscia A

Zmienna losowa X(w) = w, (w € [0,1])
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Motywacja: losowanie punktu z odcinka

Przestrzen zdarzen elementarnych Q C [0, 1]
Prawdopodobiefistwo zdarzenia A € [0, 1]:

_ Al

PA) = (g

gdzie |A| jest dtugoscia A

Zmienna losowa X(w) = w, (w € [0,1])

A =1[0.2,0.5]
: —_—— . P(X€A)=03
0 0.2 0.5 1
Q=10,1]

lle wynosi P(X = x) dla dowolnego x € [0,1]? 0
e Mozemy przypisa¢ prawdopodobienstwa P(X € A)
e Wartosci P(X = x) nie maja sensu, bo stale wynosza zero!
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Motywacja: zmienne losowe ciggte

Czesto bedziemy mieli do czynienia ze zmiennymi losowymi przyjmujacymi
nieprzeliczalnie wiele wartosci
e Wartos$¢ napiecia w sieci

Czas oczekiwania na autobus

e (Czas zycia dysku twardego
e Wzrost losowo wybranej osoby z populacji

Prawdopodobienstwo przyjecia przez taka zmienna jednej konkretne;j
wartosci wynosi zero.

Jak mozemy okresli¢ rozktad prawdopodobienstwa takich zmiennych?
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Motywacja

0 02 0.5 1

Mamy metalowy pret o dtugosci 1 metra i gestosci p = 0.5 kg/m. lle
bedzie wazyt odcinek preta wyciety miedzy punktami 0.2 m a 0.5 m?
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Motywacja

0 02 0.5 1
Mamy metalowy pret o dtugosci 1 metra i gestosci p = 0.5 kg/m. lle
bedzie wazyt odcinek preta wyciety miedzy punktami 0.2 m a 0.5 m?
(0.5-0.2)p=0.15
lle bedzie wazyt jakikolwiek punkt preta x € [0,1]7 0

lle bedzie wazyt powyzszy odcinek [0.2,0.5] jesli pret ma niejednorodna
gestos¢ p(x) (x € [0,1])?
0.5
/ p(x) dx
Jo.2
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Zmienna losowa ciggta

'Zmiennq losowg X: Q — R nazywamy ciaggta, jesli istnieje funkcja‘
f: R — R4, taka ze dla dowolnego (borelowskiego) A C R zachodzi:

P(X € A) = /A F(x) dx

Funkcje f nazywamy gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej X.

f(x)
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Zmienna losowa ciggta

'Zmiennq losowg X: Q — R nazywamy ciaggta, jesli istnieje funkcja‘
f: R — R4, taka ze dla dowolnego (borelowskiego) A C R zachodzi:

P(X € A) = /A F(x) dx

Funkcje f nazywamy gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej X.

f(x)
P(X € A)
A X
Uwaga: Poniewaz P(X € R) = 1, musi zachodzi¢: / f(x)dx =1
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Gestosci prawdopodobienstwa

f(x)

P(X € A)

A X

e Nieujemno$¢é: f(x) > 0 (inaczej przeczytoby to aksjomatom
prawdopodobienistwa)
00
. Normalizacja:/ f(x)dx =1

J =00
e Gestos$¢ prawdopodobiefistwa moze przekracza¢ 1 (a nawet dazy¢ do
nieskonczonosci!), wazne, aby catka z gestosci nie przekroczyta 1
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Przyktad: losowanie punktu z odcinka

P(X € A) = |A]

Wyznacz gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej X.
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Przyktad: losowanie punktu z odcinka

, P(X € A) = |A]
0

Wyznacz gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej X.

P(XeA):/ldx:|A|
A
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Przyktad: losowanie punktu z odcinka

. P(X € A) = |A]
0
Wyznacz gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej X.

f(x)
1 ,,,,,,,,,,

1
P(XGR):/ ldx =1
0
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Rozktad jednostajny

[ Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny na odcinku [a, b]
(zapisujemy X ~ Unif|a, b]), jesli:
f(x)

c x€lab
f(X)_{o x ¢ [a, b]
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Rozktad jednostajny
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(zapisujemy X ~ Unif[a, b]), jesli:
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Rozktad jednostajny

[ Zmienna losowa X ma rozkfad jednostajny na odcinku [a, b]
(zapisujemy X ~ Unif[a, b]), jesli:

f(f)
B %a x € [a, b]
f) = { ] x ¢ [a, b]
0

lle wynosi c?

Dlaa<c<d<hb:

d 1 d—c
<X < = =
P(c < X < d) /C b—adx P

Uwaga: Aby gesto$¢ istniata, odcinek [a, b] musi mie¢ skonczona dtugos¢!
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Przyktad

[ Rozwazmy zmienng X o gestosci:
f(x)

) ex xe€]0,1]
f(x){o x ¢ [0,1]

0

0
Wyznacz c i oblicz P(a< X < b)dla0<a<bh<l1
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0
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oo 1 1 2 c
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Przyktad
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Przyktad
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0

Wyznacz c i oblicz P(a< X < b)dla0< a

1
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b b
Pla< X <b) = 2xdx = x?

a

_ b2_a2
a
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/Zadanie

Rozwaz zmienng X o gestosci:

f(X)Z{

cx?

0

x €[0,2]
x ¢ [0,2]

Wyznacz c i oblicz P(a< X < b)dla0<a<h<?2
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Rozktad wyktadniczy

[ Zmiennga losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0
(zapisujemy X ~ Exp())), jesli: £x)

e ™ x>0
f(x):{o x <0

x Y
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Rozktad wyktadniczy

[ Zmiennga losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0
(zapisujemy X ~ Exp())), jesli: £x)

e ™ x>0
f(X):{o x <0

0+

0

><V

Rozktad wyktadniczy bardzo dobrze modeluje czas oczekiwania na
zdarzenie, np:

e (Czas do momentu rozpadu czastki promieniotworcze;

e Czas oczekiwania na kolejnego klienta w sklepie

e (Czas nadejsécia kolejnego pakietu w sieci komputerowej
Jest ciagta wersja rozktadu geometrycznego
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Rozktad wyktadniczy

[ Zmiennga losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0
(zapisujemy X ~ Exp())), jesli: £(x)

e ™ x>0
f(X):{o x <0

0.5 0.5

Rozktad geometryczny Gl(%)

Rozktad wyktadniczy (A = %)
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Rozktad wyktadniczy

[ Zmiennga losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0
(zapisujemy X ~ Exp())), jesli: f(x)

de ™™ x>0
f(x):{o x <0

Wykorzystamy catke: /)\e"\x dx = —e ™
Normalizacja: / f(x)dx = e Mdx = —e_)‘xzo =1
—00 0
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Rozktad wyktadniczy

[ Zmiennga losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0
(zapisujemy X ~ Exp())), jesli: £x)

e ™ x>0
f(x):{o x <0

x Y

a

Wykorzystamy catke: /)\e_/\x dx = — e
Normalizacja: / f(x)dx = / e Mdx = _e—szo =1
Wyznaczamy P(a< X < b)dla0 < a< b< ox:
b b
/ e Mdx = —eM|T = era_ oAb
a
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Brak pamieci rozktadu wykftadniczego

| Dla X ~ Exp()\) i b > a, oblicz P(X > b|X > a) |
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Odpowiedz:

[ee]
_ e—)\t
t

P(X>t) = / Ae™Mdx = — e
t

P{X = b} Nn{X > a})

P(X > b|X > a) P({X > a})
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[ Dla X ~ Exp(\) i b > a, oblicz P(X > b|X > a) |

Odpowiedz:
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_ e—)\t
t

N A
= / e Mdx = —e ¥
t
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P(X > b)

P(X > a)
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Brak pamieci rozktadu wykftadniczego
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[ Dla X ~ Exp(\) i b > a, oblicz P(X > b|X > a)
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t

t

P({X > b} N{X > a})
P{X > a})
P(X>b) e

P(X >a) e
= e M3 — P(X>b—a)
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Dystrybuanta zmiennej losowe;j

Przypomnienie: Dystrybuantg zmiennej X nazywamy funkcje:

Dystrybuanta jest funkcja niemalejaca; F(—o0) =0, F(o0) =1
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Dystrybuanta zmiennej losowe;j

Przypomnienie: Dystrybuantg zmiennej X nazywamy funkcje:

Dystrybuanta jest funkcja niemalejaca; F(—o0) =0, F(o0) =1

Dla ciagtej zmiennej losowej:

F(x) jest wiec funkcja pierwotng (catka) f(x), tym samym f(x) = F'(x)
Dystrybuanta ciggtej zmiennej losowej jest funkcja ciggta
P(X>a) = 1-P(X<a) = 1-F(a)
b
Pla< X <b) = / f(x)dx
a
b a
- / f(x)dx — / f(x)dx = F(b)— F(a)

— 00 —00



Przyktad: rozktad jednostajny
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Przyktad: rozktad jednostajny

F(x)
,,,,,, 1 e
a b X 0 a
0
Fx) = [ flode = § 2 phyde = 522
1

><V
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Przyktad: rozktad wykfadniczy

f(x)
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Przyktad: rozktad wykfadniczy

F(x)
R

F(x)=1—e
. 0 R
0 X 0 X

Dla x > 0:
F(x) = / f(t)dt = Ne Mdi — e )\t: L] e
oo 0
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/Zadanie

Rozwaz ciggta zmienng losowa, ktérej rozktad zdefiniowany jest za po-
moca dystrybuanty:

F(x)
1
_ (1 >
Foy = (1) x=1
0 x <1
dla pewnego o > 0. 01
0

Wyznacz gesto$¢ prawdopodobienstwa f(x)
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Rozktad funkcji zmiennej losowej

X — ciagta zmienna o gestosci fx(x), przyjmujaca wartosci w [a, b]

Y = g(X) — funkcja zmiennej losowej, przyjmujaca wartosci w [c, d]
g: [a, b] — [c, d] jest rézniczkowalna i odwracalna

Wyznacz gesto$¢ fy(y) zmiennej Y
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fr(y) = &(h)IF ()l dlay€c,d]
gdzie h = g~ 1 jest funkcja odwrotna do g
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Rozktad funkcji zmiennej losowej

fr(y) = fx(h()IH(y)l  dlayeled, Y =g(X)
gdzie h = g1 jest funkcja odwrotna do g

Dowdd: Jedli g jest odwracalna — to jest albo rosnaca, albo malejaca.

Dowdd tylko dla rosnacej g (wtedy h jest réwniez rosnaca). Obliczymy
wpierw dystrybuante Fy zmiennej Y, a pdznigj ja zrézniczkujemy
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Dowdd: Jedli g jest odwracalna — to jest albo rosnaca, albo malejaca.

Dowdd tylko dla rosnacej g (wtedy h jest réwniez rosnaca). Obliczymy
wpierw dystrybuante Fy zmiennej Y, a pdznigj ja zrézniczkujemy

Fy(y) = P(Y <y)

18/41



Rozktad funkcji zmiennej losowej

fr(y) = fx(h()IH(y)l  dlayeled, Y =g(X)
gdzie h = g1 jest funkcja odwrotna do g

Dowdd: Jedli g jest odwracalna — to jest albo rosnaca, albo malejaca.

Dowdd tylko dla rosnacej g (wtedy h jest réwniez rosnaca). Obliczymy
wpierw dystrybuante Fy zmiennej Y, a pdznigj ja zrézniczkujemy

Fy(y) = P(Y<y) = P(gX)<y)

18/41



Rozktad funkcji zmiennej losowej

fr(y) = fx(h()IH(y)l  dlayeled, Y =g(X)
gdzie h = g1 jest funkcja odwrotna do g

Dowdd: Jedli g jest odwracalna — to jest albo rosnaca, albo malejaca.

Dowdd tylko dla rosnacej g (wtedy h jest réwniez rosnaca). Obliczymy
wpierw dystrybuante Fy zmiennej Y, a pdznigj ja zrézniczkujemy

Fy(y) = P(Y<y) = P(gX)<y)
= P(X<g'(y)

18/41



Rozktad funkcji zmiennej losowej

fr(y) = fx(h()IH(y)l  dlayeled, Y =g(X)
gdzie h = g1 jest funkcja odwrotna do g

Dowdd: Jedli g jest odwracalna — to jest albo rosnaca, albo malejaca.

Dowdd tylko dla rosnacej g (wtedy h jest réwniez rosnaca). Obliczymy
wpierw dystrybuante Fy zmiennej Y, a pdznigj ja zrézniczkujemy

Fy(y) = P(Y<y) = P(gX)<y)
= P(X<g y) = Fx(h(y))

18/41



Rozktad funkcji zmiennej losowej

fr(y) = fx(h()IH(y)l  dlayeled, Y =g(X)
gdzie h = g1 jest funkcja odwrotna do g

Dowdd: Jedli g jest odwracalna — to jest albo rosnaca, albo malejaca.

Dowdd tylko dla rosnacej g (wtedy h jest réwniez rosnaca). Obliczymy
wpierw dystrybuante Fy zmiennej Y, a pdznigj ja zrézniczkujemy

Fy(y) = P(Y<y) = P(gX)<y)
= P(X<g y) = Fx(h(y))

Stad: fy(y) = (Fx(h(y)))" =

18/41



Rozktad funkcji zmiennej losowej

fr(y) = fx(h()IH(y)l  dlayeled, Y =g(X)
gdzie h = g1 jest funkcja odwrotna do g

Dowdd: Jedli g jest odwracalna — to jest albo rosnaca, albo malejaca.

Dowdd tylko dla rosnacej g (wtedy h jest réwniez rosnaca). Obliczymy
wpierw dystrybuante Fy zmiennej Y, a pdznigj ja zrézniczkujemy

Fy(y) = P(Y<y) = P(gX)<y)
= P(X<g y) = Fx(h(y))

Stad: fy(y) = (Fx(h(y))) = fx(h(y)) H'(y) = fx(h(y))|H (¥)l

18/41



Rozktad funkcji zmiennej losowej

fr(y) = fx(h()IH(y)l  dlayeled, Y =g(X)
gdzie h = g1 jest funkcja odwrotna do g

Dowdd: Jedli g jest odwracalna — to jest albo rosnaca, albo malejaca.

Dowdd tylko dla rosnacej g (wtedy h jest réwniez rosnaca). Obliczymy
wpierw dystrybuante Fy zmiennej Y, a pdznigj ja zrézniczkujemy

Fy(y) = P(Y<y) = P(gX)<y)
= P(X<g y) = Fx(h(y))

Stad: fy(y) = (Fx(h(y))) = fx(h(y)) H'(y) = fx(h(y))|H (¥)l

Zadanie 3
Dokoncz dowédd dla g malejace;.
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Niech X ~ Unif[0, 1],

tzn. fx(x) =1dla0 < x < 1.

Wyznacz gesto$¢ fy zmiennej
Y = X2

Przyktad

g()i)j fffffffffffffffffffffff |
054 g(x)=x° |
0 T i >
0 05 1 X
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Przyktad

X))
8( 1)A fffffffffffffffffffffff
Niech X ~ Unif[0, 1],

tzn. fx(x) =1dla 0 < x < L.
x(x) h 051 g(x)=x2
Wyznacz gesto$¢ fy zmiennej
Y = X2

x Y

Rozwiazanie: g(x) = x2, stad h(y) = g~ (y) = /¥
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Przyktad
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Przyktad

X))
8( 1)A fffffffffffffffffffffff
Niech X ~ Unif[0, 1],

tzn. fx(x) =1dla 0 < x < L.
x() N 054 g(x)=x?
Wyznacz gesto$¢ fy zmiennej

%
0 0.5 1

Y = X2
0 T ;(
Rozwiagzanie: g(x) = x2, stad h(y) = g 1(y) = /¥
W) = 9 = 55
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Przyktad

g(X)A

1+------————

Niech X ~ Unif[0, 1],

tzn. fx(x) =1dla 0 < x < L.
x() N 054 g(x)=x?
Wyznacz gesto$¢ fy zmiennej

Y = X2
0 y o
0 0.5
Rozwigzanie: g(x) = x2, stad h(y) = g 1(y) = /¥
W) = 9 = 55
Tym samym:
, 1
fr(y) = Ix(h(y) [F)] = 2y dave [0,1]
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Przyktad

Niech X ~ Unif{0, 1],
tzn. fx(x) =1dla0 < x < 1.

Wyznacz gestos¢ fy zmiennej
Y =—InX.

Zadanie 4

Pokaz, ze Y ~ Exp(1), tzn. fy(y) = e dla y € [0, c0).
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Losowanie liczb

Jak wylosowa¢ liczbe z danego rozktadu dyskretnego Px majac do dys-
pozycji tylko generator liczb z zakresu [0, 1] (jednostajnie)?
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Wezmy zmienng X € {1,2,3,4}:
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Jak wylosowac liczbe z tego rozktadu?
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p3 = P(X=3)=0.3
ps = P(X=4)=0.4 2
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Jak wylosowac liczbe z tego rozktadu? 1 2 3 4
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Losowanie liczb

Jak wylosowac liczbe z danego rozktadu dyskretnego Px majac do dys-
pozycji tylko generator liczb z zakresu [0, 1] (jednostajnie)?

Wezmy zmienng X € {1,2,3,4}:
pr = P(X=1)=0.2
pp = P(X=2)=0.1
p3 = P(X=3)=0.3
ps = P(X=4)=0.4

Jak wylosowaé liczbe z tego rozktadu?
Majac zmienna U ~ Unif[0, 1], zmienna:

X = FY(U)

ma rozktad opisany dystrybuanta F.
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Losowanie liczb

Pokaz, ze jesli U ~ Unif[0, 1], to zmienna
X =F (V)

dla scisle rosnacej funkcji F o wartosciach z przedziatu [0, 1] ma rozktad
opisany za pomoca dystrybuanty Fx = F.
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Wartos$¢ oczekiwana

Dla zmiennej dyskretnej X:

EX = Y xP(X =x)
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Wartos$¢ oczekiwana

[ Dla zmiennej dyskretnej X:

EX = Y xP(X =x)

[ Dla zmiennej ciggte] X warto$¢ oczekiwana definiujemy jako:

EX = /oo x f(x)dx

—0o0

Uwaga: wystarczy catkowaé jedynie po zbiorze, dla ktérego f(x) > 0.
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Przyktad

[ Wyznacz warto$¢ oczekiwang zmiennej X ~ Unif[a, b] ]
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Przyktad

[ Wyznacz warto$¢ oczekiwang zmiennej X ~ Unif[a, b] ]
Odpowiedz:
i/ . 1
Gestos¢ prawdopodobienstwa: f(x) = 53 dla x € [a, b]
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Przyktad

[ Wyznacz warto$¢ oczekiwang zmiennej X ~ Unif[a, b] ]
Odpowiedz:
i/ . 1
Gestos¢ prawdopodobienstwa: f(x) = 53 dla x € [a, b]

0 b
EX = / xf(x)dx = bia/a x dx

—00
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Przyktad

[ Wyznacz warto$¢ oczekiwang zmiennej X ~ Unif[a, b] ]
Odpowiedz:
i/ . 1
Gestos¢ prawdopodobienstwa: f(x) = 53 dla x € [a, b]

0 b
EX = / xf(x)dx = bia/a x dx

—o0
1 1,6  1p-2°

b—a2X a 2 b—a
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Przyktad

[ Wyznacz warto$¢ oczekiwang zmiennej X ~ Unif[a, b] ]
Odpowiedz:
s . 1
Gestos$¢ prawdopodobienstwa: f(x) = 53 dla x € [a, b]

0 b
EX = / xf(x)dx = bia/a x dx

—00

1 1X2b_1b2—a2

 b—a2"la 2 b-a
1(b b— 1

_ 1(bta)(b-a) _ La+b)

2 b—a 2
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/Zadanie

Zadanie 6
Pokaz, ze dla zmiennej X ~ Exp(\)

EX
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Witasnosci wartosci oczekiwanej

Podobnie jak w przypadku dyskretnym zachodzi:
e Jedlia< X<btoa<EX<KDb
e Jedli Y = g(X) jest funkcja zmiennej losowej X to:

[e.9]
EY = / g(x) fx(x) dx
— 0o
e Wartos¢ oczekiwana jest funkcja liniowa:

E(aX +b) = aEX +b
E(Xi+...+X,) = EXy+...+ EX,
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Wariancja zmiennej losowej
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Wariancja zmiennej losowej

o

D¥(X) = E((X - EX)?) = / (x — EX)*f(x) dx

—00

[ Podobnie jak w przypadku dyskretnym, zachodzi:

D*(X) = E(X?) - (EX)?
D?(aX +b) = a’D?*(X)
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Przyktad

[ Wyznacz wariancje zmiennej X ~ Unif{a, b] ]
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Przyktad

[ Wyznacz wariancje zmiennej X ~ Unif{a, b]

Odpowiedz: Poniewaz D?(X) = E(X?)— (EX)?, mamy:

(a+ b)?

D*(X) = E(X?) - i

Musimy wiec tylko wyznaczy¢ E(X?).
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Przyktad

[ Wyznacz wariancje zmiennej X ~ Unif{a, b]

Odpowiedz: Poniewaz D?(X) = E(X?)— (EX)?, mamy:

5 oy (a+b)?
= E(X°)—
D(X) E(X?) 2
Musimy wiec tylko wyznaczy¢ E(X?).

2 1 b2
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Przyktad

[ Wyznacz wariancje zmiennej X ~ Unif{a, b]

Odpowiedz: Poniewaz D?(X) = E(X?)— (EX)?, mamy:

(a+ b)?

D*(X) = E(X?) - i

Musimy wiec tylko wyznaczy¢ E(X?).

1 1 14

b b 153 — 33
E(Xz) = E/a x?dx = b—a3X = = a

a 3 b—a
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Przyktad

[ Wyznacz wariancje zmiennej X ~ Unif{a, b]

Odpowiedz: Poniewaz D?(X) = E(X?)— (EX)?, mamy:

D2(X) _ E(X2)— (a+b)2

4
Musimy wiec tylko wyznaczy¢ E(X?).
1 b 1 1 4b 10— 23
E X2 — / 2d _ -3 -
(X%) b—a aX x b—a3Xa 3 b—a
1 (b— a)(b? + ba+ a?) 1 5 )
3 b—a 3(b"+bat )
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Przyktad

[ Wyznacz wariancje zmiennej X ~ Unif{a, b]

Odpowiedz: Poniewaz D?(X) = E(X?)— (EX)?, mamy:

D2(X) _ E(X2)— (a+b)2

4
Musimy wiec tylko wyznaczy¢ E(X?).
1 b 1 1 4b 10— 23
E X2 — / 2d _ -3 -
(X%) b—a aX x b—a3Xa 3 b—a
1 (b— a)(b? + ba+ a?) 1 5 )
3 b—a 3(b"+bat )

2
Stad:  DA(X) = L(b2+4bata?) — @FD)

3 4
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Przyktad

[ Wyznacz wariancje zmiennej X ~ Unif{a, b]

Odpowiedz: Poniewaz D?(X) = E(X?)— (EX)?, mamy:

D2(X) _ E(X2)— (a+b)2

4
Musimy wiec tylko wyznaczy¢ E(X?).
1 b 1 1 4b 10— 23
E X2 — / 2d _ -3 -
(X%) b—a aX x b—a3Xa 3 b—a
1 (b— a)(b? + ba+ a?) 1 5 )
3 b—a 3(b"+bat )

Stad:  D*(X) =

1, 5 (a+b)?> 1 5
§(b + ba+ a“) 2 = 12(b a)
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/Zadanie

Zadanie 7
Pokaz, ze dla zmiennej X ~ Exp()\) wariancja wynosi D?(X) =
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/Zadanie

Zadanie 7
Pokaz, ze dla zmiennej X ~ Exp(\) wariancja wynosi D?(X) = 3z

Zadanie 8

Kij o dtugosci 1 ztamano w punkcie wybranym z rozktadu jednostajnego.
Wyznacz warto$¢ oczekiwang i wariancje pola prostokata o dtugosciach
bokéw réwnych dwém otrzymanym kawatkom kija
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Rozktad normalny

Zmienna losowa X € R ma rozktad normalny (gaussowski), jesli:

1 _ x=w)?

f(x) = e 22 |

V2mo?

dla pewnych parametréw p € Ri o > 0.

Zapisujemy: X ~ N(p, 0?).
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Rozktad normalny

Zmienna losowa X € R ma rozktad normalny (gaussowski), jesli:

F(x) 1 _(x—gﬁ
— 20
X V2mo? ¢ ’

dla pewnych parametréw p € Ri o > 0.

Zapisujemy: X ~ N(p, 0?).

Rozktad normalny jest najwazniejszym rozktadem prawdopodobienstwa i
modeluje bardzo wiele zjawisk losowych w przyrodzie bedacych wynikiem
usredniania wielu niezaleznych czynnikéw

e Rozkfad pomiaréw wielkosci fizycznych (napiecie w sieci, predkosé
czastek w gazie, fluktuakcje temperatury)
Rozktad wzrostu w populacji
Rozktad liczby punktéw na egzaminie
lloraz inteligencji
i wiele, wiele innych ...
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Rozktad normalny — przyktady

F(x)y N(p=0.0"=1)

f(x)y Np=1,0°=1)

—4 -3 -2 -1 0 2 3 4% -4 -3 -2-10

f(x)4 N(-1,%) f(x), N(3,3)
/N ‘ -
-4 -3 -2 -1 0 2 3 4% -4 -3 -2-10 1 2 3 4%




Witasnosci rozktadu normalnego

Rozktad poprawnie normalizuje sie:

e dx =

00 1 =)
/ 202 1
—o0 V27o?
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Witasnosci rozktadu normalnego

[ Rozkfad poprawnie normalizuje sie:

00 1 =)
/ e 2?2 dx =1
—o0 V27o?

/ e dx = 7

—00

Udowodnij te wtasno$¢ korzystajac z wartosci tzw. catki Gaussa:
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Witasnosci rozktadu normalnego

[ Rozkfad N(0,1) opisany gestoscia:

1 X2
f(x) = ——e 7
() V2T

nazywamy standardowym rozktadem normalnym. Jedli X ~ N(0,1), to:
EX =0, D*X)=1
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Witasnosci rozktadu normalnego

[ Rozkfad N(0,1) opisany gestoscia:
1 X2
f(x) = ——e 7
() V2T

EX =0, D*X)=1

nazywamy standardowym rozktadem normalnym. Jedli X ~ N(0,1), to:

Dowdd:

1 o0 <2
EX = —/ xe~ 2 dx
\/27‘(’ —00
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Witasnosci rozktadu normalnego

[ Rozkfad N(0,1) opisany gestoscia:
1

f(x) = \/727776_

nazywamy standardowym rozktadem normalnym. Jesli X ~ N(0,1), to
EX =0, D*X)=1

N

Dowdd:

EX = _*dx—O

@/ xe

poniewaz funkcja podcatkowa jest nieparzysta
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Witasnosci rozktadu normalnego

[ Rozkfad N(0,1) opisany gestoscia:

f(x) = \/127_6_

N

nazywamy standardowym rozktadem normalnym. Jesli X ~ N(0,1), to

EX =0, D*X) =1

Dowdd:

EX = _*dx—O

@/ xe

poniewaz funkcja podcatkowa jest nieparzysta
D*(X) = E(X?) - (EX)* = e T dx = 1
——

0

e

33/41



Witasnosci rozktadu normalnego

[ Rozkfad N(0,1) opisany gestoscia:
1

f(x) = \/727776_

nazywamy standardowym rozktadem normalnym. Jesli X ~ N(0,1), to
EX =0, D*X)=1

N

Dowdd:

EX = _*dx—O

@/ xe

poniewaz funkcja podcatkowa jest nieparzysta

D*(X) = E(X?) - (EX)* = e T dx = 1

e

Zadanie 10*
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Witasnosci rozktadu normalnego

Jedli X ~ N(u,0?) to:

Y =aX +b marozktad N(ua+ b,02a%)
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Witasnosci rozktadu normalnego

Jedli X ~ N(p,0?) to:

Y =aX +b marozktad N(ua+ b,02a%)

Dowdéd: Wykorzystujemy wzdr na gesto$¢ funkgcji Y = g(X).

g(x) = ax+b = h(y) = g '(y) =
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Dowdéd: Wykorzystujemy wzdr na gesto$¢ funkgcji Y = g(X).

g(x) = ax+b = h(y) = g '(y) =

fr(y) = fx(h(y))|H (y)]
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Witasnosci rozktadu normalnego

Jedli X ~ N(p,0?) to:

Y =aX +b marozktad N(ua+ b,02a%)

Dowdéd: Wykorzystujemy wzdr na gesto$¢ funkgcji Y = g(X).

g(x) = ax+b = h(y) = g '(y) =

fr(y) = fxh)IH ) = e a?

34/41



Witasnosci rozktadu normalnego

Jedli X ~ N(p,0?) to:

Y =aX +b marozktad N(ua+ b,02a%)

Dowdéd: Wykorzystujemy wzdr na gesto$¢ funkgcji Y = g(X).

_ y—>b
g) = ax+b = hly) = g (y) = —
1 h»-w? 1
fy = fx(h H = e 202 —
1 _(y=b)/a—p)?
= ey _] 202

V2mo? a2
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Witasnosci rozktadu normalnego

Jedli X ~ N(p,0?) to:

Y =aX +b marozktad N(ua+ b,02a%)

Dowdéd: Wykorzystujemy wzdr na gesto$¢ funkgcji Y = g(X).

—b
g(x) = ax+b — h(y) = gly) =% .
1 h»-w? 1
fv(y) = fx(h(y)Ih(y)| = e 202
(v) (h(y) A" ()] Niro a
B 1 ,((y—b)/;—uﬁ B 1 7<y7b;a;)2
T V2r0222 y v V2710232 ¢

Jest to dokfadnie gestoé¢ rozktadu normalnego N(ua + b, 02a?).
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Witasnosci rozktadu normalnego

Jedli X ~ N(p,0?) to:

Y =aX +b marozktad N(ua+ b,02a%)

Dowdéd: Wykorzystujemy wzdr na gesto$¢ funkgcji Y = g(X).

—b
g(x) = ax+b = h(y) = g '(y) = ya
1 h»-w? 1
fr(y) = fx(h(y)IH(y) = e 2wt
(v) (h(y) A" ()] Noroes a
B 1 ((y—b)/;—u)z B 1 ,(y—b;a;)Z
N \/27702326 v N \/2#02326 e

Jest to dokfadnie gestoé¢ rozktadu normalnego N(ua + b, 02a?).

Whiosek: Funkcja liniowa zmiennej o rozktadzie normalnym ma rozktad
normalny
34/41



Witasnosci rozktadu normalnego

Whiosek: Jedli Z ~ N(0,1) to:
X =0Z+p marozktad N(u,0?)

Zmienna o rozkfadzie N(u,0?) jest przeskalowana (przez wartoéé o) i
przesuniety (o warto$¢ p) zmienng N(0, 1).
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Witasnosci rozktadu normalnego

Whiosek: Jedli Z ~ N(0,1) to:
X =0Z+p marozktad N(u,0?)

Zmienna o rozkfadzie N(u,0?) jest przeskalowana (przez wartoéé o) i
przesuniety (o warto$¢ p) zmienng N(0, 1).
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EX = p, D*(X) = o
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Witasnosci rozktadu normalnego

Whiosek: Jedli Z ~ N(0,1) to:
X =0Z+p marozktad N(u,0?)

Zmienna o rozkfadzie N(u,0?) jest przeskalowana (przez wartoéé o) i
przesuniety (o warto$¢ p) zmienng N(0, 1).

Whiosek: Jedli X ~ N(u,o?) to:

EX = p, D*(X) = o

Dowéd: Mozemy zapisaé, ze X = oZ 4+ pdla Z ~ N(0,1).

— _ 2 _ 2Pn2 _ 2
EX—UEO;—HL—/L, D(X) = 0°D(Z) = o
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Witasnosci rozktadu normalnego

Whiosek: Jedli Z ~ N(0,1) to:
X =0Z+p marozktad N(u,0?)

Zmienna o rozkfadzie N(u,0?) jest przeskalowana (przez wartoéé o) i
przesuniety (o warto$¢ p) zmienng N(0, 1).

Whiosek: Jedli X ~ N(u,o?) to:

EX = p, D*(X) = o

Dowéd: Mozemy zapisaé, ze X = oZ 4+ pdla Z ~ N(0,1).

— _ 2 _ 2Pn2 _ 2
EX_UEO;—HL—/L, D(X) = 0°D(Z) = o

2

Parametry 1 i 0 oznaczaja wiec warto$¢ oczekiwang i wariancje!
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Witasnosci rozktadu normalnego

Whiosek: Jeli X ~ N(u,o?) to:

_X-w
N g

V4

ma rozktad N(0,1)
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Rozktad normalny
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Rozktad normalny

1
n—30 n—20 n—0o H pto u+20 n+30

37/41



Rozktad normalny

n—o H u+o

u+20

1
pu+30

37/41



Rozktad normalny

P(|X — p| > 30) ~ 0.003

n—30 n—20 n—0o H pto u+20 n+30
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Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego

[ Niech X ~ N(0,1). Funkcje:

1 X t2
O(x) = P(X <x) = E/— e 7 dt

nazywamy dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego
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Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego

[ Niech X ~ N(0,1). Funkgcje:

O(x) = P(X < x) dt

1 X t2
= —_— e_7
vV 2T /—oo

nazywamy dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego

®(x) nie ma analitycznej postaci, aby ja wyznaczy¢, trzeba postuzy¢ sie
tablicami badz funkcjami numerycznymi

Console ~/ -

R version 3.2.3 (2015-12-16) -- "Wooden Christmas-Tree"
copyright (C) 2015 The R Foundation for statistical Computing
Platform: x86_64-pc-linux-gnu (64-bit)

R is free software and cones with ABSOLUTELY NO WARRANTY.
You are welcome to redistribute it under certain conditions.
Type 'license()' or 'licence()' for distribution details.

-

4 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636
0.2 | 0.5733 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.60256
03 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6523 0.6564 0.6700 0.6736 0.6772
05 | 0.6915 0.6950 0.6935 0.7019 0.7054 0.7038 0.7123
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7339 0.7422 0.7454
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7542 0.7673 0.7704 0.7734 0.7754

0.8 | 0.7881 0.7910 07938 0797  0.7995  0.8023  0.8051
T Y VSR P E Ve SR P #

Natural language support but running in an English locale

R is a collaborative project with many contributors.
Type *contributors()' for more infornation and
‘citation()' on how to cite R or R packages in publications.

Type ‘demo()' for some demos, 'help()' for on-line help, or
‘help.start()' for am HTML browser interface to help.
Type 'a()' to quit R.

%

cemoooooo

> pnorm(8)
[1] o.5
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Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego

®(x)
1

-4 -3 -2-10 1 2
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Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego

®(x)
1
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Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego

P(X < x)

1 x 2 q
— e 2dt
V2T /—oo

O(—x) =1—d(x)

Wynika z symetrii zmiennej
X ~ N(0,1) wzgledem zera:

d(—x) =
= P(X

—4 -3 -2 1 0

2 3 4%
f(x) s N(0,1)
P(X < —x) P(X = x)
-4 -3 -2-10 1 2 3 4%




Obliczanie prawdopodobienstw dla rozktadu normalnego

f(x)

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz
P(a < X < b), zapisujac
wynik za pomoca funkcji ®(x).

P(a< X <b)
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Obliczanie prawdopodobienstw dla rozktadu normalnego

f(x)

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz
P(a < X < b), zapisujac
wynik za pomoca funkcji ®(x).

P(a< X <b)

Jedli X ~ N(u,02) to Z =24 ~ N(0,1).
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Obliczanie prawdopodobienstw dla rozktadu normalnego

f(x)

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz
P(a < X < b), zapisujac
wynik za pomoca funkcji ®(x).

P(a< X <b)

Jedli X ~ N(u,02) to Z =24 ~ N(0,1).
Pla<X<b) = Pla—pu<X—-—pu<b—p)
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Obliczanie prawdopodobienstw dla rozktadu normalnego

f(x)

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz
P(a < X < b), zapisujac
wynik za pomoca funkcji ®(x).

P(a< X <b)

Jedli X ~ N(u,02) to Z =24 ~ N(0,1).
Pla< X<b) = Pla—u<
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Obliczanie prawdopodobienstw dla rozktadu normalnego

f(x)

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz
P(a < X < b), zapisujac
wynik za pomoca funkcji ®(x).

P(a< X <b)

a [ b X
Jedli X ~ N(u,02) to Z =24 ~ N(0,1).
Pla<X<b) = Pla—pu<X—-—pu<b—p)
_ P<a—u<X—u<b—u>
ag g g
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Obliczanie prawdopodobienstw dla rozktadu normalnego

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz
P(a < X < b), zapisujac

wynik za pomoca funkcji ®(x).

f(x)

P(a< X <b)

[\

=

o
x

Jedli X ~ N(u,02) to Z =24 ~ N(0,1).

Pla< X <b) =
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Obliczanie prawdopodobienstw dla rozktadu normalnego

f(x)

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz
P(a < X < b), zapisujac
wynik za pomoca funkcji ®(x).

P(a< X <b)

Jedli X ~ N(u,02) to Z =24 ~ N(0,1).
Lub odwrotnie: X =oZ + pdla Z ~ N(0,1)
Pla< X<b) = Pla<oZ+u<b)
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Obliczanie prawdopodobienstw dla rozktadu normalnego

f(x)

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz
P(a < X < b), zapisujac
wynik za pomoca funkcji ®(x).

P(a< X <b)

Jedli X ~ N(u,02) to Z =24 ~ N(0,1).
Lub odwrotnie: X =oZ + pdla Z ~ N(0,1)
Pla<X<b) = Pla<oZ+upu
= Pla—pu<oZ
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Obliczanie prawdopodobienstw dla rozktadu normalnego

f(x)

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz
P(a < X < b), zapisujac
wynik za pomoca funkcji ®(x).

Jedli X ~ N(u,02) to Z =24 ~ N(0,1).
Lub odwrotnie: X =oZ + pdla Z ~ N(0,1)
Pla<X<b) = Pla<oZ+upu
= Pla—pu<oZ

g g
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Obliczanie prawdopodobienstw dla rozktadu normalnego

f(x)

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz
P(a < X < b), zapisujac
wynik za pomoca funkcji ®(x).

Jedli X ~ N(u,02) to Z =24 ~ N(0,1).
Lub odwrotnie: X =oZ + pdla Z ~ N(O 1)

Pla< X <b) = aZ—i—
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/Zadanie

Zadanie 11

Niech X ~ N(u,c?). Oblicz:
L P(-1<X<3)jedlip=1i02%=4,
2. P(|X =3| >2) jeslip=—1io?=09,
3. P(IX+ 1| <5)jedli p=2io0?=16,

wynik przedstawiajac za pomoca wartosci funkcji ®(x) dla x > 0.
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