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Rozwigzania zadan

8. Wielowymiarowe zmienne losowe II
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Zadanie 1. Niech g(X) bedzie funkcjg wektora dyskretnych zmiennych losowych X = (Xi,...,X,).
Pokaz, Ze zachodzi:

E(9(X)) = > g(@)P(X = =)

Odpowied?: Zdefiniujmy zmienng losowa Z = ¢(X). Poniewaz z definicji rozkladu funkcji zmiennej
losowej:

to

E(g(X)) = EZ = Y 2P(Z=2)

zz:z( Z P(X:a:))

z: g(x)==2

-3 Y y@PX =a)

z x: g(x)==2

Y S g(@)P(X =),

gdzie w (*) zauwazyliSmy, ze »__ > . g(@)=2 jest po prostu suma po wszystkich «.

Zadanie 2. Pokaz, Ze dla dowolnych zmiennych losowych:
EXi+Xo+...+X,)=EX;1 +EXy+...+ EX,.

Mozesz wykorzystac¢ udowodniony na wyktadzie fakt, ze zachodzi to dla n = 2 zmiennych losowych.

Odpowiedz: Udowodnimy to przez indukcje po n, zaczynajac od n = 2. Przypadek bazowy dla n = 2
zostal pokazany na wykladzie. WeZmy teraz dowolne n i zalézmy (krok indukeyjny), ze twierdzenie
zachodzi dla n — 1, tzn. ze dla dowolnych zmiennych losowych X, Xo, ..., X,,_1 zachodzi:

EXi+Xo+..+X-1)=EX1+EXo+ ...+ EX, 1.

Pokazemy, ze zachodzi to réwniez dla dowolnych n zmiennych losowych X7, Xs,..., X,. W tym celu
definiujemy zmienna ¥ = X7 + Xo + ... + X,,—1. Mamy:
EXi+Xo+...+X,) EY +X,)

EY +EX,
= EXi+...+X,-1)+EX,

Y BEX,+...+EX, 1+ EX,,

gdzie w (%) uzyliSmy faktu, ze twierdzenie zachodzi dla n = 2, a w (f) uzyliSmy faktu, ze twierdzenie
zachodzi dla n — 1 zmiennych losowych. To konczy dowdd.



Zadanie 3. Zalozmy, ze 10 0s6b obecnych w restauracji zamowito w tym samym czaste 10 ré6znych
dan. Niestety roztrzepany kelner zapisal tylko nazwy dan, ale nie zapisal kto co zamawial. Po przygoto-
waniu potraw postanowil je wiec rozdaé gosciom restauracji w sposéb catkowicie losowy. Oblicz wartosé
oczekiwang liczby gosci, ktorzy otrzymali swoje wlasne dania.

Odpowied?: Niech X; € {0,1},i=1,...,10 oznacza zmienng losowa, ktéra przyjmuje wartosé 1 jesli i-ty
go$é otrzymal swoje wlasne danie i warto$é 0 w przeciwnym przypadku. Zauwazmy, ze P(X; = 1) = %
dla wszystkich 4, poniewaz dany (i-ty) go$¢ ma réwne szanse otrzymaé kazde z dan, a tylko jedno z
dziesigciu dan jest tym wlasciwym. Tym samym X; ~ B(p) gdzie p = 15, a wicc EX; = p = 15. Jesli
zdefiniujemy zmienna X = X; + X5 + ... 4+ Xy, to X bedzie okreslalo liczbe gosci, ktorzy otrzymali
swoje wiasne dania. Z addytywnosci wartoéci oczekiwanej:

1
EX:E(X1+...+X10):EX1+...+EX10:10-E:1.

Zadanie 4. W klasie jest 10 dziewczgt i 10 chlopcow, ktorym przydzielono arbitralnie i losowo miejsca
w 10 dwuosobowych tawkach. Oblicz wartosé oczekiwang liczby tawek z dwoma dziewczynkami.

Odpowiedz: Niech X; € {0,1}, i = 1,...,10 oznacza zmienna losowa, ktéra przyjmuje wartosé¢ 1 jesli w
i-tej lawce siedza dwie dziewczynki i warto$é 0 w przeciwnym przypadku. Policzmy P(X; = 1). Do danej
tawki mozemy wybraé (220) nieuporzadkowanych par oséb, ale tylko (120) z tych par to beda pary dwdch
dziewczynek. Mamy wigc:

10
9
PX;=1) = —22) = —.
(5) 38
Tym samym X; ~ B(p) gdzie p = 3%7 a wiec EX; =p = %. Jesli zdefiniujemy zmienna X = X; +

X5+ ... 4+ X0, to X bedzie okreslalo liczbe lawek z dwoma dziewczynkami. Z addytywnosci wartosci
oczekiwanej:

9 45
EX:E(X1+...+X10):EX1+...+EX10:10~£: Io°
Zadanie 5. Przy okrgglym stole z 20 krzestami rozsadzono 10 matzenstw w sposéb catkowicie losowy.
Oblicz warto$¢ oczekiwang liczby mezow siedzgcych obok swoich Zomn.

Odpowied?: Niech X; € {0,1}, i = 1,...,10 oznacza zmienng losowa, ktéra przyjmuje warto$¢ 1 jesli w
-ty maz siedzi obok swojej zony i wartos¢ 0 w przeciwnym przypadku. Policzmy P(X; = 1). Jest (129)
(nieuporzadkowanych) par oséb, ktére beda sasiad(k)ami i-tego meza. Jesli jednym z sasiadéw/sasiadek

ma by¢ zona i-tego meza, druga osobe mozemy dobraé¢ na (118) = 18 sposobéw. Mamy wiec:

Tym samym X; ~ B(p) gdzie p = 12—9, a wiec FX; = p = 1—29. Jedli zdefiniujemy zmienng X = X7 +
Xo+...4+ X490, to X bedzie okreslato liczbe mezZow siedzgcych obok swoich Zon. Z addytywnosci wartodci

oczekiwanej:
2 20
EX:E(X1+...+X10):EX1+...+EX10:10.E:1—9.

Zadanie 6. Pokaz, Ze ta nierownosé Cauchy’ego-Schwarza implikuje nastepujgcg nieréwnosé:
|C(X,Y)| < D(X)D(Y)

przy czym rownos$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy jedna ze zmiennych jest funkcjq liniowq drugiej, np.
Y =aX +0b.

Odpowiedz: Rozwazmy zmienne losowe:

Y' =Y - LY, X'=X - EX.



Mamy wtedy:
CX,Y) = E((X—EX)(Y—EY)) = EX'Y"),

D*(X) = B((X - EX)?) = E(X"),

D*Y) = E((Y —EY)*) = E(Y"?).
7 nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza wynika, ze:

(E(X'Y")? < E(X?)E(Y"),
CO oznacza, ze:
C(X,Y)* < D*(X)D*(Y).

Po wyciagnieciu pierwiastka z obu stron dostajemy nieréwno$¢, ktora chcieliSmy udowodnié. Na koniec
zauwazmy, ze nieréwnos¢ jest spelniona jako rownoéé wtedy i tylko wtedy gdy nieréwnosé¢ Cauchy’ego-
Schwarza jest spelniona jako réwno$é, tzn. X' jest wielokrotnoscig Y’ lub odwrotnie, np. Y’ = aX’.
Ale:

Y'=aX' <+ Y-EY=aX-EX) <= Y=aX-aEX+EY.

Ale to oznacza, ze Y jest dowolng funkcja liniowa X, tzn. Y = a X +b. Dlaczego? Poniewaz gdy przylozy-
my wartos¢ oczekiwang do obu stron, dostaniemy EY = aEX +0, z czego wyjdzie nam, ze b = FY —aFE X,
a tym samym Y =aX —aFEX + EY.

Zadanie 7. Udowodnij, ze jesli zmienne losowe X1, Xo, ..., X, $q¢ niezalezne to zachodzi:
EX1 - Xo-...-X,) = (EXy) - (EX2)-...- (EX,).

Mozesz wykorzystaé udowodniony na wyktadzie fakt, Ze zachodzi to dla n = 2 zmiennych losowych.

Odpowiedz: Udowodnimy to przez indukcje po n, zaczynajac od n = 2. Przypadek bazowy dla n = 2
zostal pokazany na wykladzie. WeZzmy teraz dowolne n i zalézmy (krok indukcyjny), ze twierdzenie

zachodzi dla n — 1, tzn. ze dla dowolnych niezaleznych zmiennych losowych X7, X5, ..., X,,_1 zachodzi:
EX) - Xo-...- X 1) =(EX1) (EX3) ... (EXpn-1).
Pokazemy, ze zachodzi to réwniez dla dowolnych n niezaleznych zmiennych losowych X1, Xo,..., X,,. W
tym celu definiujemy zmienng ¥ = X; - Xo - ...+ X,,_1. Mamy:
EXy-Xo-...-X,) = EY- X,
Y (BY)-(BX,)

E(X1 Xo-. ..  Xp 1) (EX,)

—~
—
=

D (BX) - (BX2) - (BX,),

gdzie w (%) uzyliSémy faktu, ze twierdzenie zachodzi dla n = 2, a zmienne Y i X,, sa niezalezne (poniewaz
Y jest funkcja X1, Xo, ..., X,—1, ktére wszystkie sa niezalezne od X,,), natomiast w () uzyliémy faktu,
ze twierdzenie zachodzi dla n — 1 zmiennych losowych. To konczy dowdd.

Zadanie 8. Udowodnij, ze jesli zmienne losowe X1, Xa, ..., X, sq niezalezne to zachodzi:
D*(Xy + Xo+ ...+ X,,) = D*(X1) + D*(X3) + ... + D*(X,,).

Mozesz wykorzystaé udowodniony na wyktadzie fakt, Ze zachodzi to dla n = 2 zmiennych losowych.

Odpowiedz: Udowodnimy to przez indukcje po n, zaczynajac od n = 2. Przypadek bazowy dla n = 2
zostal pokazany na wykladzie. WeZzmy teraz dowolne n i zalézmy (krok indukcyjny), ze twierdzenie
zachodzi dla n — 1, tzn. ze dla dowolnych zmiennych losowych X, Xo, ..., X,,_1 zachodzi:

D*( X1+ Xo+ ...+ X, 1) = D*(X;) + D*(X3) + ... + D*(X,,_1).



Pokazemy, ze zachodzi to réwniez dla dowolnych n zmiennych losowych X7, Xs,..., X,. W tym celu
definiujemy zmienna ¥ = X7 + Xo + ... + X,,—1. Mamy:

D*(X; +Xo+...+X,) = DY +X,)
Y DY)+ DA(X,)
= D}Xi+...4+X,_1)+ D*(X,)
@ DQ(X1)+D2(X2) e 4 DX(X1) + D2(X,0),

gdzie w (x) uzyliSémy faktu, ze twierdzenie zachodzi dla n = 2, a zmienne Y i X,, sa niezalezne (poniewaz
Y jest funkcja X, X, ..., X,—1, ktére wszystkie sa niezalezne od X,,), natomiast w (1) uzyliémy faktu,
ze twierdzenie zachodzi dla n — 1 zmiennych losowych. To konczy dowdd.

Zadanie 9. Pokaz, Ze jesli X 1Y sq niezalezne, to:

D*(aX +bY) = a’D*(X) +b*D*(Y)

Odpowiedz: Bierzemy zmienne losowe U = aX i V = bY. Poniewaz X i Y sa niezalezne, to niezalezne sa
réwniez U 1 V. Wykorzystujac w (*) ponizej twierdzenie o sumie zmiennych losowych:

—~

*

D*(aX +bY) = D*(U+V) = D*(U)+ D*(V) = D*aX)+ D*(bY) = a’D?*(X) + b>D*(Y),

N>

gdzie w ostatniej réwnosci wykorzystaliémy znane prawo skalowania wariancji (patrz wyklad).

Zadanie 10*. Pokaz, Ze jesli X i Y sq niezaleine i X ma rozklad Pois(\1), a Y ma rozklad Pois(Ag),
to Z =X +Y ma rozklad Pois(A1 + A2)

Odpowied?:

P(Z=n) = Y PX=kPY =10

pors K (n—k)!
e M zn: kyn—k
= >\ Ay~
= kl(n—k
—(A1+A2)
_ ¢ n kyn—Fk
B n! Z (k>>\ A
k=0
e~ (A1t+A2)
= T(Al—*—)@) ’

gdzie ostatnia réwnosé wynika z nastepujacego faktu: dla dowolnych a,b € R:

(a+b)" i( ) akpnk,



