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Funkcja zmiennych losowych

Twierdzenie

Niech g(X) bedzie funkcja wektora dyskretnych zmiennych losowych
X = (Xi,...,Xp). Zachodzi:

E(g(X)) = > _g(x)P(X =x)
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zmienng losowq).

Uwaga: W szczegdlnosci dla g(X, Y), gdzie X € X, Y € V:

E(g(X’Y)) = Z Zg(xvy) P(X:X’Y:y)

xeX ye)
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Addytywnos¢ wartosci oczekiwane]

Dla dowolnych zmiennych losowych X i Y zachodzi:

E(X+Y) = EX+EY
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E(X+Y) = EX+EY

Dowéd: Wezmy g(X,Y) =X + Y.
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Addytywnos¢ wartosci oczekiwane]

Dla dowolnych zmiennych losowych Xi, Xo, ..., X, zachodzi:

E(Xt+Xo+...+Xy) = EXy+ EXo + ...+ EX,
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Zadanie 2
Udowodnij to twierdzenie
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Przyktad

[ Rzucamy n razy kostka. Oblicz warto$¢ oczekiwang sumy oczek. ]
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Y = X1 + ...+ X, — sumaryczny wynik n rzutéw
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Y = X1 + ...+ X, — sumaryczny wynik n rzutéw
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Przyktad

Oblicz $rednig liczbe par oséb majacych urodziny tego samego dnia w
grupie n oséb.
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Przyktad

Wktadamy losowo n listéw do réznych adresatéw do n kopert. Znalezé
$rednig liczbe listéw wtozonych prawidtowo.
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Przyktad

Wktadamy losowo n listéw do réznych adresatéw do n kopert. Znalezé
$rednig liczbe listéw wtozonych prawidtowo.

X; € {0,1} — zmienna okreslajaca czy i-ty list zostat wtozony do
prawidfowej koperty (X; = 1)
Y = X1+ ...+ X, — liczba listéw wtozonych prawidtowo
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3
S|

EY = Y EXi = n-
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Przyktad

W klasie 30 uczniéw na kazdej lekcji jeden losowo wybrany uczen roz-
wigzuje zadanie przy tablicy. Wyznacz $rednia liczbe uczniéw, ktérzy ani
razu nie pojda do tablicy przez 30 lekgji.
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Przyktad

[ Wrzucamy losowo m kul do n urn. Wyznacz $rednia liczbe pustych urn. ]
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Przyktad

[ Wrzucamy losowo m kul do n urn. Wyznacz $rednia liczbe pustych urn. ]

X; € {0,1} — zmienna okre$lajaca czy i-ta urna jest pusta (X; = 1)
Y = X1 + ...+ X, — sumaryczna liczba pustych urn.

W przypadku gdy n = m,

(-3

Ok. 37% uczniéw nie pdjdzie ani razu do tablicy.

12

1
S stad EY ~ T ~ 037n
e e
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Przyktad

Matpa pisze na klawiaturze, za kazdym razem wciskajac losowo jedna z
26 liter alfabetu tacinskiego. Jaka jest oczekiwana liczba stéw MALPA w
ciggu n =1 000 000 liter?
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Przyktad

Matpa pisze na klawiaturze, za kazdym razem wciskajac losowo jedna z
26 liter alfabetu tacinskiego. Jaka jest oczekiwana liczba stéw MALPA w
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1 5
EY = EX{+...+ EXp5 = (n—4)(26> ~ 0.08
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Problem kolekcjonera kuponéw

Rzucamy kostka, dopdki nie wypadna co najmniej raz wszystkie mozliwe
wyniki. Jaka jest oczekiwana liczba rzutéw?
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Problem kolekcjonera kuponéw

Pudetko ptatkéw éniadaniowych zawiera jeden z n réznych kuponéw. lle
$rednio pudetek musimy kupi¢, aby skompletowaé wszystkie kupony?
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Pudetko ptatkéw éniadaniowych zawiera jeden z n réznych kuponéw. lle
$rednio pudetek musimy kupi¢, aby skompletowaé wszystkie kupony?

e X; — liczba préb do wylosowania pierwszego kuponu (X; = 1)

e X, — liczba dodatkowych (po wylosowaniu pierwszego kuponu) préb
do wylosowania kuponu réznego od pierwszego
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3,3,1,3,2,1,2,1,3,5,3,2,5,1,3,4,...
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X1 Xz X3 Xa Xs

Y — liczba préb do skompletowania wszystkich kuponéw
Y = X1 +Xo0+...+ X,
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Problem kolekcjonera kuponéw

Jaki jest rozktad zmiennej X;?7
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/Zadania

Zatézmy, ze 10 oséb obecnych w restauracji zamoéwito w tym samym cza-
sie 10 réznych dan. Niestety roztrzepany kelner zapisat tylko nazwy dan,
ale nie zapisat kto co zamawiat. Po przygotowaniu potraw postanowit
je wiec rozdaé gosciom restauracji w sposéb catkowicie losowy. Oblicz
warto$¢ oczekiwang liczby gosci, ktérzy otrzymali swoje wtasne dania.

W klasie jest 10 dziewczat i 10 chtopcédw, ktérym przydzielono arbitralnie i
losowo miejsca w 10 dwuosobowych tawkach. Oblicz warto$¢ oczekiwana
liczby tawek z dwoma dziewczynkami.

Przy okragtym stole z 20 krzestami rozsadzono 10 matzenstw w sposéb
catkowicie losowy. Oblicz warto$¢ oczekiwang liczby mezéw siedzacych
| obok swoich zon.
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Kowariancja

Wyrazenie:

C(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY))

nazywamy kowariancjg zmiennych losowych X i Y.
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e Jesli X i Y s3a czesto albo obie powyzej $redniej, albo obie ponizej
Sredniej, to kowariancja jest dodatnia
e Jedli X i Y s3 czesto po przeciwnych stronach Sredniej, to kowariancja
jest ujemna
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drugiej.

e Jesli X i Y s3a czesto albo obie powyzej $redniej, albo obie ponizej
Sredniej, to kowariancja jest dodatnia

e Jedli X i Y s3 czesto po przeciwnych stronach Sredniej, to kowariancja
jest ujemna

Uwaga:

C(X,X) = E((X - EX)?) = D*X)
C(X,—X) = —D3*(X)
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Kowariancja

Wyrazenie:

C(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY))

nazywamy kowariancjg zmiennych losowych X i Y.

Kowariancja okres$la jak zmienia sie jedna ze zmiennych w stosunku do
drugiej.
e Jesli X i Y s3a czesto albo obie powyzej $redniej, albo obie ponizej
Sredniej, to kowariancja jest dodatnia

e Jedli X i Y s3 czesto po przeciwnych stronach Sredniej, to kowariancja
jest ujemna

Uwaga:
C(X,X) = E((X - EX)?) = D*X)
C(X,—X) = —D3*(X)

Zmienne, dla ktérych C(X, Y) = 0 nazywamy nieskorelowanymi
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Wzér skréconego mnozenia dla kowariancji

Twierdzenie

C(X,Y) = E(XY)—(EX)(EY)
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Twierdzenie
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Dowdd:

C(X,Y) = E((X—EX)(Y—-EY))
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Wzér skréconego mnozenia dla kowariancji

Twierdzenie

C(X,Y) = E(XY)—(EX)(EY)

Dowdd:
C(X,Y) = E((X—EX)(Y —EY))
= E(XY = (EX)Y = X(EY) + (EX)(EY))
= E(XY) - (EX)(EY)— (EX)(EY)+ (EX)(EY)
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Wzér skréconego mnozenia dla kowariancji

Twierdzenie

C(X,Y) = E(XY)—(EX)(EY)

Dowdd:

C(X,Y)

= E
= E(X

E((X — EX)(Y — EY))

E(XY = (EX)Y = X(EY) + (EX)(EY))
(XY) = (EX)(EY) = (EX)(EY) + (EX)(EY)
(XY) = (EX)(EY)
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Kowariancja — przykfad

Wy | w2 | w3 | W | ws

P{w}) [02]02[02[02]02
Xw)|-1]-1]01]1]1
Yw)| 1 | 0] 0] 0]-1
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Kowariancja — przykfad

w1 w2 w3 W4 Ws

) 102102020202
Xw)|-1]-1]0|1]1
%

XY | -1 0 0 0| -1
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Kowariancja — przykfad

w1 w2 w3 W4 Ws
PH{w}) [02]02]02]02]02
Xw)|-1]-1]0] 1|1
Yw)| 1 0] 0| o0]-1
XY | -1 0 0 0 | -1
EX=0, EY=0 E(XY)=-04
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Kowariancja — przykfad

w1 w2 w3 W4 Ws
)| 02(02]02|02|0.2

Xw)|-1]-1]0] 1|1
)yl 1] 0 -1

XY | -1 0 0 0 | -1

o

EX=0, EY=0 E(XY)=-04

C(X,Y) = E(XY)—(EX)(EY) = —0.4
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Kowariancja — przykfad

Wy | w2 | w3 | W | ws

PH{w}) [02]02]02]02]02
Xw)| 0] 1] 2] 3] 4
Yw)| -3 | -2|-1]0]1
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Kowariancja — przykfad

w1 w2 w3 W4 Ws

02]02]02]02]02

(w) | -3]-2]|-1

o
—_
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Kowariancja — przykfad

Wi | w2 | w3 | wa | ws
02102020202

3 -2 -1 0 1
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Kowariancja — przykfad

w1 w2 w3 W4 Ws
)| 02(02]02|02|0.2

Xw)| 0|1 |2]3]|4
Yl 3] 2-1]0 |1

XY | 0 -2 | -2 0 4

EX=2 EY=-1, E(XY)=0

C(X,Y) = E(XY)—(EX)(EY) = 2
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Wariancja sumy i réznicy zmiennych losowych

Twierdzenie

D?*(X £ Y) = D*(X)£2C(X,Y)+ D?(Y)
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Dowdéd: Zdefiniujmy zmienne:
X' =X-EX, oraz Y=Y —-EY
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Wariancja sumy i réznicy zmiennych losowych

Twierdzenie

D?*(X £ Y) = D*(X)£2C(X,Y)+ D?(Y)

Dowdéd: Zdefiniujmy zmienne:
X' =X—-EX, oraz Y/ =Y —-EY

DX +Y) = E((X+Y-E(X+Y))?)

= E((X' + Y?)
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Wariancja sumy i réznicy zmiennych losowych

Twierdzenie

D?*(X £ Y) = D*(X)£2C(X,Y)+ D?(Y)

Dowdéd: Zdefiniujmy zmienne:
X' =X—-EX, oraz Y/ =Y —-EY

DX +Y) = E((X+Y-E(X+Y))?)
= E((X' + Y?)
E(X'?)+2E(X'Y") + E(Y"?)
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Wariancja sumy i réznicy zmiennych losowych

Twierdzenie

D?*(X £ Y) = D*(X)£2C(X,Y)+ D?(Y)

Dowdéd: Zdefiniujmy zmienne:
X' =X—-EX, oraz Y/ =Y —-EY

DX(X +Y) = E((X+Y - E(X+Y))?)
= E((X'+ Y)?)

_ E(X/2)+2E(X/Y/)+E(y/2)
= E((X—EX)?) + 2E((X—EX)(Y—EY)) + E(Y —EY)?)
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Wariancja sumy i réznicy zmiennych losowych

Twierdzenie

D?*(X £ Y) = D*(X)£2C(X,Y)+ D?(Y)

Dowdéd: Zdefiniujmy zmienne:
X' =X—-EX, oraz Y/ =Y —-EY

(X—EX)?) 42 E(X—EX)(Y—EY))+E((Y—EY)?

D2(X) C(X,Y) D2(Y)
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Wariancja sumy i réznicy zmiennych losowych

Twierdzenie

D?*(X £ Y) = D*(X)£2C(X,Y)+ D?(Y)

Dowdéd: Zdefiniujmy zmienne:

X' =X—-EX, oraz Y/ =Y —-EY

DX +Y) = E((X+Y-E(X+Y))?)
(

E((X + Y )

E(X"?) + 2E(X Y+ E(Y'?)
E(X—EX)?) 2E(X—EX)(Y—-EY))+E((Y-EY)?

D2(X) C(X,Y)
Dowdéd dla réznicy zmiennych losowych analogiczny.

D2(Y)
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Nieréwnos¢ Cauchy’'ego-Schwarza

Twierdzenie

(E(XY))* < E(X2)E(Y?)

Réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy X i Y sa swoimi wielokrot-
nosciami, tzn. Y =cX lub X =cY dlace R
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Dowdd znajduje sie w materiatach dodatkowych
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Nieréwnos¢ Cauchy’'ego-Schwarza

Twierdzenie

(E(XY))* < E(X2)E(Y?)

Réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy X i Y sa swoimi wielokrot-
nosciami, tzn. Y =cX lub X =cY dlace R

Dowdd
Dowdd znajduje sie w materiatach dodatkowych

Pokaz, ze ta nieréwnos$¢ implikuje nastepujaca nieréwnosc:

|C(X, V)| < D(X)D(Y),

przy czym réwnos$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy jedna ze zmiennych
jest funkcja liniowa drugiej, np. Y =aX + b
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Wspotczynnik korelacji

Wyrazenie:
C(X,Y)
D(X)D(Y)

nazywamy wspotczynnikiem korelacji zmiennych losowych X i Y.

p(X, Y) =
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Wspotczynnik korelacji

Wyrazenie:
C(X,Y)
D(X)D(Y)

nazywamy wspotczynnikiem korelacji zmiennych losowych X i Y.

p(X, Y) =

Poniewaz |C(X, Y)| < D(X)D(Y), mamy:
p(X7 Y) € [_17 1]7

przy czym p(X,Y) € {—1,1} wtedy i tylko wtedy gdy jedna zmienna jest
funkcja liniowa drugiej.
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Wspotczynnik korelacji

Wyrazenie:
C(X,Y)
D(X)D(Y)

nazywamy wspotczynnikiem korelacji zmiennych losowych X i Y.

p(X,Y) =

Poniewaz |C(X, Y)| < D(X)D(Y), mamy:
p(X7 Y) € [_17 1]7

przy czym p(X,Y) € {—1,1} wtedy i tylko wtedy gdy jedna zmienna jest
funkcja liniowa drugiej.

Wspédtczynnik korelacji jest wiec znormalizowana kowariancja mierzaca site
zaleznosci liniowej miedzy zmiennymi losowymi.
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Niezalezne zmienne losowe
Zmienne losowe X i Y nazywamy niezaleznymi jesli:
P(X € A ;Y € B) = P(X € A)P(Y € B)

Interpretacja: X i Y sa niezalezne, jesli dowolne zdarzenia zwigzane z

réznymi zmiennymi sg niezalezne
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P(X € A ;Y € B) = P(X € A)P(Y € B)

Interpretacja: X i Y sa niezalezne, jesli dowolne zdarzenia zwigzane z
réznymi zmiennymi sg niezalezne

Uwaga: Jesli P(Y € B) > 0 to

_ P(XeAYeB) PXecAP(YecB)
PXEAYEB) = =5 cr) ~ P(Y € B)

= P(X € A)

Podobnie, jedli P(X € A) > 0 to P(Y € B|X € A) = P(Y € B)
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Niezalezne zmienne losowe
Zmienne losowe X i Y nazywamy niezaleznymi jesli:
P(X € A ;Y € B) = P(X € A)P(Y € B)

Interpretacja: X i Y sa niezalezne, jesli dowolne zdarzenia zwigzane z
réznymi zmiennymi sg niezalezne

Uwaga: Jesli P(Y € B) > 0 to

_ P(XeAYeB) PXecAP(YecB)
PXEAYEB) = =5 cr) ~ P(Y € B)

= P(X € A)

Podobnie, jedli P(X € A) > 0 to P(Y € B|X € A) = P(Y € B)

Uwaga: Dla zmiennych niezaleznych rozktad taczny da sie odtworzy¢ z
rozktadéw brzegowych!
20/37



Niezalezne zmienne losowe

Twierdzenie

Dyskretne zmienne X i Y s3 niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy:

P(X=x,Y=y) = P(X=x)P(Y =y) dla dowolnych x,y
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Dowdéd:

— Poniewaz X i Y s3 niezalezne, korzystamy z def. niezaleznosci
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Niezalezne zmienne losowe

Twierdzenie

Dyskretne zmienne X i Y s3 niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy:

PX=xY=y) = P(X =

X)P(Y =y) dla dowolnych x,y

Dowdéd:

— Poniewaz X i Y s3 niezalezne, korzystamy z def. niezaleznosci
wybierajac A = {x} i B={y}

<= Dla dowolnych A, B mamy:
P(X e A YeB) =

Y PX=x,Y=y)

x€AyeB

SN P(X =x)P(Y =y)

xceAyeB
(Y Px=x)) (X P(Y=y)
XEA yeB

P(X € A)P(Y € B)
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Przyktady

e X — wynik na pierwszej kostce, Y — wynik na drugiej kostce
Dla dowolnych 7,j € {1,2,3,4,5,6}:
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Przyktady

e X — wynik na pierwszej kostce, Y — wynik na drugiej kostce
Dla dowolnych 7,j € {1,2,3,4,5,6}:

e Losujemy karte z talii. X — wartoé¢ karty (liczona od 1 do 13), Y -
kolor karty (numerowany od 1 do 4)
Dla dowolnych i € {1,...,13}, j € {1,2,3,4}:
1 1 1

PX=i,Y=)) = 5 = 37 = PX=DP(Y=))
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Niezalezne zmienne losowe

Zmienne losowe Xi, ..., X, nazywamy niezaleznymi jesli:

PX1 € AL Xo €AY = PXLEAL) ... P(Xn € Ap)

Dyskretne zmienne losowe s3 niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnego x = (x1,...,%n):

P(Xi=x1,....,Xn=xn) = P(X1=x1)...- P(Xh = xp)
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Przyktad

Rozwazmy schemat n préb Bernoulliego z prawd. sukcesu p
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Przyktad

Rozwazmy schemat n préb Bernoulliego z prawd. sukcesu p
X; € {0,1} — wynik losowania w i-tej prébie (i =1,...,n)

Zmienne Xi,..., X, sa niezalezne, np:

P(Xi=1,% =1,X =0) = p(1-p) = P(Xs = 1)P(X; = 1)P(Xs = 0)
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Niezalezne zmienne losowe

Twierdzenie

Jesli X i Y s3 niezalezne, to réwniez niezalezne s3 g(X) i h(Y) dla
dowolnych funkcji g i h.
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Twierdzenie

Jesli X i Y s3 niezalezne, to réwniez niezalezne s3 g(X) i h(Y) dla
dowolnych funkcji g i h.

Dowdd:

P(g(X) € A h(Y) € B) P(X cg }A),Y € h }(B))

—~
*
~

P(X €g7(A) - P(Y € h™(B))
P(g(X) € A)- P(h(Y) € B),

gdzie w (%) wykorzystaliSmy niezalezno$¢ zmiennych X i Y.
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Niezalezne zmienne losowe

Twierdzenie

Jesli Xi, ..., X, sa niezalezne, to zmienne:

Yi = a(X, ..., Xy)
Y2 — g2(Xf1+17"'7Xf2)

Ym = gm(Xim_1+1> s >Xm)

sq niezalezne.

Czyli dowolne funkcje roztacznych podzbioréw zmiennych niezaleznych
sg niezalezne
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Niezalezne zmienne losowe

Twierdzenie

Jesli Xi, ..., X, sa niezalezne, to zmienne:

Yl = gl(Xl,...,X,-l)
Y2 — g2(Xf1+17"'7Xf2)

Yn = gm(Xim_1+1> cee >Xm)

sq niezalezne.

Czyli dowolne funkcje roztacznych podzbioréw zmiennych niezaleznych
sg niezalezne

Przyktad: Jesli X1, Xa, X3, X4, X5 sa niezalezne, to niezalezne s3 réwniez:
Yl = g(Xla X27X3)a Y2 = h(X4,X5)

26 /37



Wartos¢ oczekiwana iloczynu zmiennych niezaleznych

Jesli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne to zachodzi:

E(XY) = (EX)(EY)
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Wartos¢ oczekiwana iloczynu zmiennych niezaleznych

Jesli zmienne losowe X i Y s3g niezalezne to zachodzi:

E(XY) = (EX)(EY)

Dowod: Wezmy g(X,Y) = XY.
Z niezaleznodci: P(X = x, Y =y) = P(X =x)P(Y =y)

E(XY) = E(g(X,Y)) = Zzg(xvy) PX=xY=y)
= ZZXyP (Y y)
= (ZXP =) (X yP(Y =)
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Wartos¢ oczekiwana iloczynu zmiennych niezaleznych

Jesli zmienne losowe X i Y s3g niezalezne to zachodzi:

E(XY) = (EX)(EY)

Dowod: Wezmy g(X,Y) = XY.
Z niezaleznodci: P(X = x, Y =y) = P(X =x)P(Y =y)

E(XY) = E(g(X,Y)) = Zzg(xvy) PX=xY=y)
= ZZXyP (Y y)
= (ZXP =) (X yP(Y =)

= (EX)(EY)
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Wartos¢ oczekiwana iloczynu zmiennych niezaleznych

Jesli zmienne losowe Xi, Xo, ..., X, sa niezalezne to zachodzi:

E(Xy-Xo-...-Xn) = (EX1)-(EX2)- ... (EX,)

Dowdd przez indukcje po n.
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Wartos¢ oczekiwana iloczynu zmiennych niezaleznych

Jesli zmienne losowe Xi, Xo, ..., X, sa niezalezne to zachodzi:

E(Xy-Xo-...-Xn) = (EX1)-(EX2)- ... (EX,)

Dowdd przez indukcje po n.

Zadanie 7
Udowodnij to twierdzenie
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Kowariancja zmiennych niezaleznych

Jedli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne to zachodzi:

C(X,Y) = 0
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Kowariancja zmiennych niezaleznych

Jedli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne to zachodzi:

C(X,Y) =0

Dowdd: Ze wzoru skréoconego mnozenia na kowariancje:

C(X,Y) = E(XY)—(EX)(EY)
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Kowariancja zmiennych niezaleznych

Jesli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne to zachodzi:

C(X,Y) = 0

Dowéd: Ze wzoru skréconego mnozenia na kowariancje:
C(X,Y) = E(XY) —(EX)(EY) =0
—
=(EX)(EY)
Uwaga: Z powyzszego wynika, ze:
zmienne niezalezne == zmienne nieskorelowane

W ogb6lnosci nie zachodzi to w druga strone:

zmienne nieskorelowane == zmienne niezalezne
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Wariancja sumy i réznicy zmiennych niezaleznych

Jesli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne to zachodzi:

D*(X £ Y) = D*(X)+ D?(Y)
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Wariancja sumy i réznicy zmiennych niezaleznych

Jedli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne to zachodzi:

D*(X £ Y) = D*(X)+ D?(Y)

Dowdéd: Udowodnilismy, ze:

D3>(X +£Y) = D*(X)+2C(X,Y)+ DY)

Poniewaz X i Y s3 niezalezne mamy C(X, Y) =0, co konczy dowdd.
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Wariancja sumy zmiennych niezaleznych

Jesli zmienne losowe Xi, Xo, ..., X, sa niezalezne to zachodzi:

D?(Xy + Xo 4 ...+ X,) = D?(X1)+ D*(Xo) + ...+ D*(X,)

Dowdd przez indukcje po n.
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Wariancja sumy zmiennych niezaleznych

Jesli zmienne losowe Xi, Xo, ..., X, sa niezalezne to zachodzi:

D?(Xy + Xo 4 ...+ X,) = D?(X1)+ D*(Xo) + ...+ D*(X,)

Dowdd przez indukcje po n.

Zadanie 8
Udowodnij to twierdzenie
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/Zadanie

Zadanie 9
Pokaz, ze jesli X i Y sa niezalezne, to:

D?(aX + bY) = a°D?*(X) + b2D?(Y)

dla dowolnych a, b € R.
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Podsumowanie

e Dla dowolnych zmiennych losowych:

E(X+Y) = EX+EY

D*(X £ Y) = D*(X)£2C(X,Y)+ DY)

e Dla niezaleznych zmiennych losowych:

E(XY)
C(X,Y)
D?*(X +£Y)

(EX)(EY)

=0

D?(X) + D*(Y)
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Rozktad sumy zmiennych niezaleznych

Zatézmy, ze X i Y sa niezalezne. Jaki rozktad ma Z = X + Y7?
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Rozktad sumy zmiennych niezaleznych

Zatézmy, ze X i Y sa niezalezne. Jaki rozktad ma Z = X + Y7?

P(Z=2) = Y PX=x,Y=y)
X,y X+y=z
= Y PX=x)P(Y=y)
X,y X+y=z

Przyktad: X — wynik na 1. kostce, Y — wynik na 2. kostce

P(Z=2) = Z P(X =) P(Y =)
rity=z =1/6 =1/6

34/37



Rozktad sumy zmiennych niezaleznych
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Rozktad sumy zmiennych niezaleznych
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X,y X+y=z
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P(Z=2) = Z P(X =) P(Y =)
Ig:it+j=z :1'/6 :1'/6

1.
= %H/JZH'J:ZH
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/Zadanie

Zadanie 10*

Pokaz, ze jesli X i Y sa niezalezne i X ma rozktad Pois(A1), a Y ma
rozktad Pois()\2), to Z = X + Y ma rozktad Pois(A; 4 A2).
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Rozktad dwumianowy

Rozwazmy schemat n préb Bernoulliego z prawd. sukcesu p
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e Zmienne X; maja rozktad dwupunktowy B(p) i sa niezalezne

e Y = Xi+...4+ X, —zmienna okreslajaca liczbe sukceséw w n prébach
e Y ma rozktad dwumianowy B(n, p)

EX; = p,  D*(X;) = p(1-p)
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Rozktad dwumianowy
Rozwazmy schemat n préb Bernoulliego z prawd. sukcesu p

e X; € {0,1} — wynik losowania w i-tej prébie (i =1,...,n)
e Zmienne X; maja rozktad dwupunktowy B(p) i sa niezalezne

e Y = Xi+...4+ X, —zmienna okreslajaca liczbe sukceséw w n prébach
e Y ma rozktad dwumianowy B(n, p)

EX; = p,  D*(X;) = p(1-p)

EY = EX1+EX2—|—...—|-EX,, = np
D*(Y) = D?*(X1)+D*(X) +...+D?*(X,) = np(1—p)

Otrzymalismy bezbole$nie wzory na wartos$¢ oczekiwang i wariancje
zmiennej o rozkfadzie dwumianowym
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Przyktad

[ Rzucamy n razy kostka. Oblicz wariancje sumy oczek. ]
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Przyktad

[ Rzucamy n razy kostka. Oblicz wariancje sumy oczek. ]
X; — wynik rzutu na i-tej kostce (i =1,...,n)
X1,...,X, sg niezalezne

Y = X1 + ...+ X, — sumaryczny wynik n rzutéw
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Przyktad

[ Rzucamy n razy kostka. Oblicz wariancje sumy oczek. ]
X; — wynik rzutu na i-tej kostce (i =1,...,n)
X1,...,X, sg niezalezne

Y = X1 + ...+ X, — sumaryczny wynik n rzutéw

D(Y) = D*(X))+ ...+ D*(X,) = nD*(X1) = ,,%
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