Metody probabilistyczne
Rozwigzania zadan

7. Wielowymiarowe zmienne losowe
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Zadanie 1*.  Pokaz, ze rozklad Px|p(A) = P(X € AlY € B) zdefiniowany jako

X eAYeB)
P(Y € B)

P(X € AlY e B) = il

dla P(Y € B) > 0, spelnia aksjomaty Kolmogorowa
Odpowied?:

1. Nieujemnos¢ Px|p(A) > 0: wynika wprost z definicji, poniewaz wszystkie wyrazenia po prawej
stronie (1) sa nieujemne.

2. Normalizacja Px|p(R) = 1. Wynika to z ponizszego:

_ P(XeRYeB) » PYeB)
Pxip(®) = P(Y € B) ~ P(YeB) L

gdzie w () uzyliSmy do$é¢ oczywistej réwnosci P(Y € B) = P(X € R, Y € B), wynikajacej z tego,
ze zdarzenia {Y € B} oraz {X € RAY € B} sg identyczne.

3. Addytywnosé: majac ciag Ai, As,... zdarzen rozlacznych, tj. takich, ze A; N A; = 0, musimy
pokazaé, ze P(U;‘;l A;|Y € B) =21 P(A;]Y € B). Mamy:
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gdzie w (%) wykorzystaliémy fakt, ze skoro zdarzenia {X € A;} (j = 1,2,...) sa rozlaczne (bo
zbiory Aj,j =1,2,... sy rozlaczne), to tym bardziej sa roztaczne sa zdarzenia {X € A; AY € B}
(j=1,2,...).



Zadanie 2*. Qwad sktada Y jajeczek zgodnie z rozkladem Poissona z parametrem X\, a potomek owada
wylega sie z jaja z prawdopodobienstwem p niezaleznie od innych. Wyznacz rozklad prawdopodobienstwa
liczby potomkow X

Odpowied?: Y ma rozktad Pois(\), tzn:

)\Tl
P(Y =n) = Hef)‘, n=20,1,2,... .
Zakladajac, ze Y = n (tzn. owad zlozyl n jajeczek), liczba potomkéw X dana jest rozkladem dwumia-
nowym (liczba ,sukceséw” w n prébach, gdzie ,sukces” oznacza wylegniecie sie potomka z danego jaja,
stad prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p):

P(X =k|Y =n) = (Z)pk(lp)nk, k=0,1,...,n

Zauwazmy tez, ze P(X = k|Y = n) = 0 dla n < k (nie moze si¢ wylegna¢ wiecej potomkéw niz jest
zlozonych jaj). Celem zadania jest policzenie ,bezwarunkowego” rozkladu X, tzn. wyznaczenie prawdo-
podobienstwa P(X = k), dla k =0,1,2,.... Ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:

P(X=k) = Y P(X=kY =n)P(Y =n) = Y (Z)p’“(l —p)F %e—k, (2)
n—=0 n=Fk '

gdzie mozemy sumowaé od n = k, poniewaz P(X = k|Y = n) = 0 dla n < k. Przeksztalcajac ostatnie
wyrazenie otrzymujemy:
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gdzie w (%) zmienili$my indeks sumowania z n na n — k, a w (1) uzyliémy znanego faktu: Y o0 / £+ = e”

ni
(patrz zadanie z poprzedniego wykladu) dla 2 = A\(1 — p), a nastepnie zauwazylismy, ze e 2er1=P) =
e~ AMA1-p) — =P,
A wiec P(X = k) ma rozklad Poissona z parametrem Ap. Mozemy z tego natychmiast wyznaczyé
warto$é oczekiwang EX = Ap.

Zadanie 3. Rozwazmy schemat n prob Bernoulliego z prawdopodobieristwem sukcesu p. Jaka jest Sred-
nia liczba sukcesow w pierwszej probie, jezeli wiemy, Ze {gcznie zaszlo k sukceséw?

Odpowiedz: Niech Y € {0,1,...,n} bedzie zmienna losowa o rozkladzie dwumianowym B(n, p) okresla-
jaca liczbe sukceséw w n probach. Niech X € {0, 1} bedzie binarna zmienna losowa okreslajaca czy w



pierwszej probie zaszed! sukces (X = 1) czy porazka (X = 0). Naszym celem jest policzenie E(X|Y = k).
Mamy:

E(X|Y =k) = 0-P(X=0Y =k)+1-P(X =1]Y =k) = P(X = 1Y = k).
Zgodnie ze wzorem na prawdopodobienstwo warunkowe:

P(X=1Y =k)

PX=1Y =k = P = F)

Mianownik jest po prostu réwny P(Y = k) = (Z)pk(l — p)" %, poniewaz jest to prawdopodobienstwo
uzyskania k sukceséw w n prébach.

Teraz skupimy sie na wyznaczeniu licznika. Od razu zauwazmy, ze licznik jest réwny 0, jesli k = 0
(poniewaz nie ma mozliwosci aby w pierwszej probie zaszedl sukces (X = 1), a jednoczeénie taczna liczba
sukceséw k byta réwna 0). Rozwazmy wiec tylko k& > 0. Prawdopodobiefistwo w liczniku P(X = 1,Y = k)
okresla szanse zajscia zdarzenia ,,k sukceséw w n prébach, przy czym w pierwszej probie nastapit sukces”.
Dla dowolnego n-elementowego ciagu binarnego z k jedynkami (sukcesami), prawdopodobienstwo tego
ciaggu wynosi p¥(1—p)"~F. Tle jest takich ciagéw, w ktoérych sukces nastapil w pierwszej probie? Jest ich
dokladnie (}~7), poniewaz na tyle sposobéw mozemy rozlozyé¢ k — 1 sukceséw wéréd pozostatych n — 1
préb (jeden sukees jest zarezerwowany dla pierwszej proby). Tym samym:
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Otrzymujemy wiec:
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Wynik ten zgadza sie réwniez dla k = 0 (jak zauwazyliSmy wczesniej, P(X = 1]Y = 0) = 0). Tym samym
EX|Y =k) = % Co zaskakujace, wynik ten w ogéle nie zalezy od prawdopodobienstwa sukcesu p!

Zadanie 4. Rozwazmy schemat n préb Bernoulliego z prawdopodobiernistwem sukcesu p. Jaka jest Sred-
nia liczba sukceséw w pierwszej probie? Wyznacz wynik na dwa sposoby:

e Bezposrednio (trywialne),

o Korzystajqc ze wzoru E(E(X|Y)) = EX i wyniku z zadania 3.

Odpowiedz: Niech zmienna X € {0,1} okresla liczbe sukceséw w pierwszej probie. Poniewaz X ma
rozklad dwupunktowy B(p), wiec oczywiscie EX = p.

Zobaczymy, czy ten sam wynik dostaniemy uzywajac wyniku z poprzedniego zadania. Niech Y €
{0,1,...,n} bedzie zmienng losowa o rozkladzie dwumianowym B(n,p) okreslajaca liczbe sukceséw w n

probach. Pokazalismy, ze:

BX|Y = k) = .
n

Traktujac warunkowa wartosé oczekiwana jako funkcje zmiennej Y dostajemy:

mmm:%

Stad:
EX = Euaan)E<Y> =y,

czego oczywiscie sie spodziewaliSmy.



