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Wiele zmiennych losowych

Bedziemy rozwazali wiele zmiennych losowych zdefiniowanych na tej samej
przestrzeni probabilistycznej Q2

Y:Q—-R X:Q—=R

X3 X
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Przyktad: rzut dwoma kostkami

e X — wynik rzutu na pierwszej kostce

e Y — wynik rzutu na drugiej kostce
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Przyktad: rzut dwoma kostkami

e X — wynik rzutu na pierwszej kostce

e Y — wynik rzutu na drugiej kostce

P(X=1) = 1/6
PR<Y<3) = 2/6
P(X>4) = 3/6
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Przyktad: rzut dwoma kostkami

e X — wynik rzutu na pierwszej kostce

e Y — wynik rzutu na drugiej kostce

1/6
2/6
3/6
1/36
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Przyktad: rzut dwoma kostkami

e X — wynik rzutu na pierwszej kostce

e Y — wynik rzutu na drugiej kostce

P(X=1) = 1/6
PR<Y<3) = 2/6
P(X>4) = 3/6
P(X=2AY =3) = 1/36
P(X=2lY=3) = 1/6
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Przyktad: rzut dwoma kostkami

e X — wynik rzutu na pierwszej kostce

e Y — wynik rzutu na drugiej kostce

P(X=1) = 1/6
PR<Y<3) = 2/6
P(X>4) = 3/6
P(X=2AY=3) = 1/36
P(X=2lY=3) = 1/6
P(X+Y=10) = 3/36
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Rozktad taczny

Niech X € X' i Y € Y beda dyskretnymi zmiennymi losowymi
zdefiniowanymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej.

Rozktad taczny okresla prawdopodobienstwa réwnoczesnego przyjecia
danych wartosci przez X i Y:

P(X =x,Y =y), xeX, ye)
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Rozktad taczny

Niech X € X' i Y € Y beda dyskretnymi zmiennymi losowymi
zdefiniowanymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej.

Rozktad taczny okresla prawdopodobienstwa réwnoczesnego przyjecia
danych wartosci przez X i Y:

P(X =x,Y =y), xeX, ye)

Interpretacja:
P{X=xAY =y})
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Rozktad taczny

Niech X € X' i Y € Y beda dyskretnymi zmiennymi losowymi
zdefiniowanymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej.

Rozktad taczny okresla prawdopodobienstwa réwnoczesnego przyjecia
danych wartosci przez X i Y:

P(X =x,Y =y), xeX, ye)

Interpretacja:
P{X=xAY =y})

Rozktad taczny pozwala wyznaczaé dowolne prawdopodobienstwa postaci:

P(X,Y)eA) = Y PX=xY=y), ACR?
(x,y)EA
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Przyktad: rzut kostka
() I D E
w1 wo w3 w4 ws Wwe

0 1 0
1 1 2 2 3

5/28



Przyktad: rzut kostka
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Rozktad taczny:
P(X=0,Y=1)=
PX=1Y=1)=

o= oo

~—
I
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Rozktad taczny:
P(X=0,Y=1)=
PX=1Y=1)=

o= oo
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I

P(X+Y=2)=
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Przyktad: rzut kostka

()6 CY D 6

Xw) 0 1 0 0

Y (w) 1 2 2 3
Rozktad taczny:
PX=0,Y=1)=2 PX=0Y=2)=% PX=0Y=3)=2
PX=1Y=1)=% PX=1LY=2=% PX=1Y=3)=1

2
P(X+Y=2) = P(X=0,Y=2) + P(X=1Y=1)= ¢
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Przyktad: rzut kostka

()6 CY D 6

X(w) 0 1 0 0
Y(w) 1 2 2 3
Rozkfad faczny:
P(X=0,Y=1)=2 P(X=0,Y=2)=1 P(X=0Y=3=2

P(X+Y =2) = P(X=0,Y=2)+ P(X=1,Y=1) :%
P(X =1) =
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Przyktad: rzut kostka

()6 CY D 6
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Rozktad taczny:
P(X=0,Y=1)=
PX=1Y=1)=

o= oo

~—
I

2
P(X+Y=2) = P(X=0,Y=2) + P(X=1Y=1)= ¢
P(X=1)=P(X=1,Y €R)

= P(X=1LY=1)+P(X=1,Y=2)+P(X=1,Y=3) = g
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Przyktad: rzut kostka

()6 CY D 6

Xw) 0 1 0 0

Y (w) 1 2 2 3
Rozktad taczny:
PX=0,Y=1)=2 PX=0Y=2)=% PX=0Y=3)=2
PX=1Y=1)=% PX=1LY=2=% PX=1Y=3)=1

2
P(X+Y=2) = P(X=0,Y=2) + P(X=1Y=1)= ¢

P(X =1)

P(X=1]Y=1)

P(X =1,Y € R)
P(X=1,Y=1)+ P(X=1,Y =2) + P(X=1,Y =3) = 2
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Przyktad: rzut kostka

()6 CY D 6
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Rozktad taczny:
P(X=0,Y=1)=
PX=1Y=1)=

o= oo

~—
I

P(X=1)=P(X=1Y €R)
= P(X=1Y=1)+P(X=1,Y=2)+ P(X=1,Y=3) :2
P(X=1Y=1 1 1
P(X=1]Y=1) = ( ’ ) _ L6 _ 1

P(Y:].) 3/6 3 5/28



Rozktad brzegowy

Majac rozktad taczny zmiennych X € X' i Y € ) definiujemy rozktady
brzegowe:

e Ze wzgledu na X jako:

PX=x) = > P(X=x,Y=y)
yey
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Rozktad brzegowy

Majac rozktad taczny zmiennych X € X' i Y € ) definiujemy rozktady
brzegowe:

e Ze wzgledu na X jako:

PX=x) = > P(X=x,Y=y)
yey

wynika z rozbicia na sume roztacznych zdarzen:
X=x} =Uyey{X =xAY =y}
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Rozktad brzegowy

Majac rozktad taczny zmiennych X € X' i Y € ) definiujemy rozktady
brzegowe:

e Ze wzgledu na X jako:

PX=x) = > P(X=x,Y=y)
yey

wynika z rozbicia na sume roztacznych zdarzen:
{X=x} =Uyey{X =xAY =y}
e Ze wzgledu na Y jako:

P(Y=y) = ZP(X:X,Y:y)
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Rozktad brzegowy

Majac rozktad taczny zmiennych X € X' i Y € ) definiujemy rozktady
brzegowe:

e Ze wzgledu na X jako:

PX=x) = > P(X=x,Y=y)
yey

wynika z rozbicia na sume roztacznych zdarzen:
{X=x} =Uyep{X =xAY =y}
e Ze wzgledu na Y jako:

P(Y=y) = ZP(X:X,Y:y)

Rozktad brzegowy okresla wiec rozktad prawdopodobienstwa jednej ze
zmiennych, gdzie wynik drugiej zmiennej jest dowolny
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Rozktad brzegowy a faczny

Y1

Y2

X1

P(X =x1,Y =)

P(X =x1,Y = y)

X2

P(X =x,Y =)

P(X =x,Y = y)

7/28



Rozktad brzegowy a faczny

Y1

Y2

X1

P(X =x1,Y =y1)

P(X =x1,Y = y)

P(X = x1)

X2

P(X = X2, Y = yl)

P(X =x,Y = y)

P(X = X2)

P(Y = 1)

P(Y = y2)

7/28



Rozktad brzegowy a faczny

51 ) )X
xi | PX=x,Y=x1)| PX=x1,Y=y) | P(X=x1)
x | PX=x,Y=y1) | PX=x,Y =y) | P(X =x)
2 P(Y =) P(Y = y») 1

Czy majac rozktady brzegowe jesteSmy w stanie odtworzy¢ rozktad taczny?
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Rozktad brzegowy a faczny

51 ) )X
xi | PX=x,Y=x1)| PX=x1,Y=y) | P(X=x1)
x | PX=x,Y=y1) | PX=x,Y =y) | P(X =x)
2 P(Y = y1) P(Y = y») 1

Czy majac rozktady brzegowe jesteSmy w stanie odtworzy¢ rozktad taczny?

W ogélnosci nie da sie:

n )2, >

X1

0.08 | 0.12 | 0.2

X2

0.32 | 0.48 | 0.8

r

04 | 0.6 1

Y1

2 | X

X1 0.2

0 |02

X2 0.2

0.6 | 0.8

> |04

06| 1

Rozktady brzegowe s3 takie same, rozktady taczne rézne.
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Rozktad warunkowy

Rozktadem warunkowym zmiennej X pod warunkiem Y € B, gdzie
P(Y € B) > 0, nazywamy rozktad prawdopodobieristwa zdefiniowany dla
dowolnego A C R jako:

P(X € A, Y € B)

P(X € Aly e B) = P(Y € B)
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Rozktad warunkowy

Rozktadem warunkowym zmiennej X pod warunkiem Y € B, gdzie
P(Y € B) > 0, nazywamy rozktad prawdopodobieristwa zdefiniowany dla
dowolnego A C R jako:

P(X € A, Y € B)

P(X € Aly e B) = P(Y € B)

Uwaga: Zwykle bedziemy zainteresowani tylko prawdopodobienstwami
postaci:

P(X=x,Y=y)

PX=xY =y) = =g,

da P(Y=y)>0
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Rozktad warunkowy

Rozktadem warunkowym zmiennej X pod warunkiem Y € B, gdzie
P(Y € B) > 0, nazywamy rozktad prawdopodobieristwa zdefiniowany dla
dowolnego A C R jako:

P(X € A, Y € B)

P(X € Aly e B) = P(Y € B)

Uwaga: Zwykle bedziemy zainteresowani tylko prawdopodobienstwami
postaci:

P(X=x,Y=y)

PX=xY =y) = =g,

dla P(Y=y)>0

Zadanie 1

Pokaz, ze rozktad Pxg(A) = P(X € A|Y € B) zdefiniowany w ten
sposob spetnia aksjomaty Kotmogorowa.
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Rozktad warunkowy: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

Y=0|Y=1|Y=2] %

X=0]| 1/4 | 1/a 0 |12
X=1] 0 1/4 | 1/4 |1)2
b /a4 | 172 | 1/4 | 1

P(X =0Y = 0)
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Rozktad warunkowy: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

Y=0|Y=1|]Y=2]| %
X=0]| 1/4 | 1/4 0 |1/2
X=1] 0 1/4 | 1/4 [1)2

by 14 | 12 | 1/4 | 1
P(X=0,Y =0 1/4
P(X =0]Y =0) = ( > ) _ VA,
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Rozktad warunkowy: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:
Y=0|Y=1|Y=2]| X
X=0| 1/4 1/4 0 1/2
X =1 0 1/4 1/4 | 1/2
PN 1/4 1/2 1/4 1
P(X=0,Y=0 1/4
P(X =0lY =0) = ( ’ ):L:

P(X=1]Y =0) =
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Rozktad warunkowy: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

y=0|vy=1|vy=2]| %

X=0]| 1/4 | 1/4 0 |12

X=1] 0 1/4 | 174 | 1)2

b 14 | 1/2 | 1/4 | 1
o P(X=0,Y=0) 1/4
P(X =0]Y =0) = Avoo - 1L

P(X=1,Y=0
P(X =1]Y =0) = ( : )
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Rozktad warunkowy: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

Y=0|Y=1|Y=2]| %

X=0] 1/4 | 1/4 0 [1/2

X=1] 0 1/4 | 1/4 |1)2

by /4 | 172 | 14 | 1
v PX=0Yy=0 1/4
PX=0ly=0) = P(Y=0)  1/4

P(X=1,Y=0
P(X=1]Y =0) = ( : )~ o

P(X=1Y=1) =
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Rozktad warunkowy: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

Yy=0|Y=1|Y=2]| %
X=0]| 1/4 | 1/4 0 [1/2
X=1] o0 1/4 | 1/4 |1/2
T 14 | 1/2 | 1/4 | 1
P(X =0lY =0) = P(XP(YO’:YO)_ 0 _ %j:l
P(X=1]Y =0) = P(XP(Yl’:YO)_ 9 _y
PX=1Y=1) = P(X:1,y:1):17/4:1/2

P(Y =1) 1/2
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Rozktad warunkowy: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

Yy=0|Y=1|Y=2]| %
X=0]| 1/4 | 1/4 0 [1/2
X=1] o0 1/4 | 1/4 |1/2
T 14 | 1/2 | 1/4 | 1
P(X =0lY =0) = P(XP(YO’:YO)_ 0 _ %j:l
P(X=1]Y =0) = P(XP(Yl’:YO)_ 9 _y
PX=1Y=1) = PX=1.Y =1) 17/4:1/2

P(Y=0X=0) =

1) 12
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Rozktad warunkowy: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisan

P(X =0]Y =0)
P(X =1]Y = 0)
P(X =1]Y =1)

P(Y = 0|X = 0)

y tabelka:
Y=0|Y=1|Y=2]| %
X=0| 1/4 | 1/4 0 |12
X=1] 0 1/4 | 1/4 [1)2
pS 1/4 | 12 | 1/4 | 1
_ Px=0Y=0) _ 14 _
N P(Y=0)  1/4
_ Px=1Y=0 _
B P(Y =0)
 P(X=1Y=1)  1/4
a P(Y =1) "i@‘lp
 P(X=0,Y=0) 1/4
B P(X = 0) "i@‘lp
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Wzér na prawdopodobienstwo catkowite

Dla dyskretnych zmiennych X € X' i Y € Y, gdzie P(Y =y) > 0 dla
wszystkich y € ), zachodzi:

P(Xe€A) = > P(XeAY =y)P(Y=y)
yey
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Wzér na prawdopodobienstwo catkowite

Dla dyskretnych zmiennych X € X' i Y € Y, gdzie P(Y =y) > 0 dla
wszystkich y € ), zachodzi:

P(Xe€A) = > P(XeAY =y)P(Y=y)
yey

Dowdéd: Rodzina zdarzen {Y = y} dla wszystkich y € ) tworzy uktad
zupetny (wzajemnie roztaczne i pokrywaja caty przestrzen
probabilistyczna).

Wz6ér wynika wiec bezposrednio ze wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite dla zdarzen.
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Przyktad

Rzucamy wpierw kostka (Y € {1,...,6}), a nastepnie tyle razy
(uczciwymi) monetami, ile wypadfo oczek na kostce. Oblicz
prawdopodobienstwo uzyskania k ortéw (k =0,...,6).
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Przyktad

Rzucamy wpierw kostka (Y € {1,...,6}), a nastepnie tyle razy
(uczciwymi) monetami, ile wypadfo oczek na kostce. Oblicz
prawdopodobienstwo uzyskania k ortéw (k =0,...,6).

X — liczba ortdow.

P(X =k|Y =n) =
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Przyktad

Rzucamy wpierw kostka (Y € {1,...,6}), a nastepnie tyle razy
(uczciwymi) monetami, ile wypadfo oczek na kostce. Oblicz
prawdopodobienstwo uzyskania k ortéw (k =0,...,6).

X = liczba ortéw.
0 jesli k>n

P(X =k|Y =n) = {(Z) (%) jesli k<n
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Przyktad

Rzucamy wpierw kostka (Y € {1,...,6}), a nastepnie tyle razy
(uczciwymi) monetami, ile wypadfo oczek na kostce. Oblicz
prawdopodobienstwo uzyskania k ortéw (k =0,...,6).

X — liczba ortéw.
POX — kY 0 jesli k>n
(X=KY=n =@ ()" jesi k<n

P(X =k) = ﬁjp(xz kY = n)P(Y = n)

n=1
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Przyktad

Rzucamy wpierw kostka (Y € {1,...,6}), a nastepnie tyle razy
(uczciwymi) monetami, ile wypadfo oczek na kostce. Oblicz
prawdopodobienstwo uzyskania k ortéw (k =0,...,6).

X = liczba ortéw.
0 jesli k>n

P(X =k|Y =n) = {(Z) (%) jesli k<n

P(X =k) = ﬁjp(xz kY = n)P(Y = n)

n=1

KO

n=max{1,k}
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Przyktad

Rzucamy wpierw kostka (Y € {1,...,6}), a nastepnie tyle razy
(uczciwymi) monetami, ile wypadfo oczek na kostce. Oblicz
prawdopodobienstwo uzyskania k ortéw (k =0,...,6).

X = liczba ortéw.
0 jesli k>n

P(X =k|Y =n) = {(Z) (%) jesli k<n

P(X =k) = zﬁjp(xzkw:n)P(Y:n)
n=1
5 1/n\ /1\"
N n_mg[l,k}(a(k) <2)

np. P(X=5) = é(g) (;)54-
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/Zadanie

Zadanie 2
Owad skfada Y jajeczek zgodnie z rozktadem Poissona z parametrem A,

a potomek owada wylega sie z jaja z prawdopodobienstwem p niezaleznie

od innych.
Wyznacz rozktad prawdopodobienstwa liczby potomkéw X
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana

Wyrazenie:

EX|]Y =y) = Y xP(X=x]Y =y)
xEX

nazywamy warunkowa wartoscia oczekiwang zmiennej losowej X pod wa-
runkiem Y = y.

Jest to warto$¢ srednia zmiennej X policzona na rozktadzie warunkowym
P(X =x|Y =y).
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana

Wyrazenie:

EX|]Y =y) = Y xP(X=x]Y =y)
xEX

nazywamy warunkowa wartoscia oczekiwang zmiennej losowej X pod wa-
runkiem Y = y.

Jest to warto$¢ srednia zmiennej X policzona na rozktadzie warunkowym
P(X =x|Y =y).

Uwaga: Poniewaz rozktad warunkowy jest rozktadem prawdopodobienstwa
(ze wzgledu na x), warunkowa wartos¢ oczekiwana ma te same wtasnosci
co zwykta warto$¢ oczekiwana, np:
E(gX)Y =y) = > g(x)P(X =xY =y)
XEX
E(aX+blY =y) = aE(X|Y =y)+b
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

Y=0|Y=1|Y=2] %
X=0]| 1/4 | 1/a 0 |12
X=1] 0 1/4 | 1/4 |1)2
b /a4 | 1/2 | 1/4 | 1

P(X=0Y=0)=1
P(X =0]Y =1)=1/2
P(X=0]Y =2)=0

P(X=1]Y =0)=0
P(X =1]Y =1)=1/2
PX=1]Y =2)=1

14 /28



Warunkowa warto$¢ oczekiwana: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

Y=0|Y=1|Y=2] %
X=0]| 1/4 | 1/a 0 |12
X=1] 0 1/4 | 1/4 |1)2
b /a4 | 1/2 | 1/4 | 1

P(X=0Y=0)=1
P(X =0]Y =1)=1/2
P(X=0]Y =2)=0

E(X|]Y =0) =

P(X=1]Y =0)=0
P(X =1]Y =1)=1/2
PX=1]Y =2)=1
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

Y=0|Y=1|Y=2]| %
X=0| 1/4 | 1/a 0 |12
X=1| 0 1/4 | 1/4 |1)2
b /a4 | 1/2 | 1/4 | 1
P(X=0Y=0)=1 P(X=1]Y =0)=0
P(X=0Y =1)=1/2 P(X =1]Y =1)=1/2
P(X=0]Y =2)=0 P(X =1y =2)=1

E(X|]Y=0) = 0-P(X=0]Y=0)+1-P(X=1|Y =0)
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

X=0] 1/4 | 1/4 0 |12

X =1 0 1/4 1/4 1/2

by 14 | 1/2 | 1/4 | 1
P(X=0]Y =0)=1 P(X=1]Y =0)=0
P(X=0Y =1)=1/2 P(X =1y =1)=1/2
P(X =0|Y =2) =0 P(X =1y =2)=1
E(X]Y=0) = 0-P(X=0Y=0)+1-P(X=1]Y=0)

= 0:-1+1-0 =0
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

X=0| 1/4 | 1/a 0 |12

X =1 0 1/4 1/4 1/2

by 14 | 1/2 | 1/4 | 1
P(X=0]Y =0)=1 P(X=1]Y =0)=0
P(X=0Y =1)=1/2 P(X =1y =1)=1/2
P(X =0|Y =2)=0 P(X =1]Y =2) =1
E(X|]Y=0) = 0-P(X=0]Y=0)+1-P(X=1|Y =0)

= 01410 =0
E(X|Y =1) =
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

X=0| 1/4 | 1/a 0 |12

X =1 0 1/4 1/4 1/2

by 14 | 1/2 | 1/4 | 1
P(X=0]Y =0)=1 P(X=1]Y =0)=0
P(X=0Y =1)=1/2 P(X =1y =1)=1/2
P(X =0|Y =2)=0 P(X =1]Y =2) =1
E(X|]Y=0) = 0-P(X=0]Y=0)+1-P(X=1|Y =0)

= 0:-141-0=0
1 1 1
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

Y=0|Y=1|Y=2]| X
X=0]| 1/4 | 1/4 0 |1/2
X=1] 0 1/4 | 1/4 [1)2
by 1/4 | 12 | 1/4 | 1
P(X =0]Y =0) =1 P(X =1]Y =0)=0
P(X=0]Y =1)=1/2 P(X =1y =1)=1/2
P(X=0]Y =2)=0 P(X=1]Y =2)=1
E(X|]Y=0) = 0-P(X=0]Y=0)+1-P(X=1]Y =0)
= 0-1+1-0 =0
1 1 1

E(X|Y =2) =

14 /28



Warunkowa warto$¢ oczekiwana: przyktad

Rozwazmy rozktad taczny opisany tabelka:

Y=0|Y=1|Y=2]| X
X=0]| 1/4 | 1/4 0 |1/2
X=1] 0 1/4 | 1/4 [1)2
by 1/4 | 12 | 1/4 | 1
P(X =0]Y =0) =1 P(X =1]Y =0)=0
P(X=0]Y =1)=1/2 P(X =1y =1)=1/2
P(X=0]Y =2)=0 P(X=1]Y =2)=1
E(X|]Y=0) = 0-P(X=0]Y=0)+1-P(X=1]Y =0)
= 0-1+1-0 =0
1 1 1

E(X|[Y=2) = 0.0+1-1 =1
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana: przyktad

Owad sktada Y jajeczek zgodnie z rozktadem Poissona z parametrem ), a
potomek owada wylega sie z jaja z prawdopodobieAstwem p niezaleznie od
innych. Jesli X okrela liczbe potomkéw, wyznacz E(X|Y = n).
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Warunkowa wartos$é¢ oczekiwana: przyktad

Owad sktada Y jajeczek zgodnie z rozktadem Poissona z parametrem ), a
potomek owada wylega sie z jaja z prawdopodobieAstwem p niezaleznie od
innych. Jesli X okrela liczbe potomkéw, wyznacz E(X|Y = n).

Przy zadanym Y = n, X ma rozktad dwumianowy B(n, p):

P(X =k|Y =n) = (Z)p"(l —p)" "
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Warunkowa wartos$é¢ oczekiwana: przyktad

Owad sktada Y jajeczek zgodnie z rozktadem Poissona z parametrem ), a
potomek owada wylega sie z jaja z prawdopodobieAstwem p niezaleznie od
innych. Jesli X okrela liczbe potomkéw, wyznacz E(X|Y = n).

Przy zadanym Y = n, X ma rozktad dwumianowy B(n, p):

P(X =k|Y =n) = (Z)p"(l —p)" "

Tym samym:
E(X|Y=n) = np

15/28



/Zadanie

Zadanie 3

Rozwazmy schemat n préb Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu
p. Jaka jest $rednia liczba sukcesédw w pierwszej probie, jezeli wiemy, ze
tacznie zaszto k sukceséw?
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana jako zmienna losowa

Poniewaz E(X|Y = n) = g(n) jest pewna funkcja wartosci przyjmowanej
przez Y, mozemy j3 potraktowaé jako zmienng losowa bedaca funkcjg Y:

EXIY) = &(Y)
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana jako zmienna losowa

Poniewaz E(X|Y = n) = g(n) jest pewna funkcja wartosci przyjmowanej
przez Y, mozemy j3 potraktowaé jako zmienng losowa bedaca funkcjg Y:

EXIY) = &(Y)

Przyktad: W poprzednim zadaniu wyznaczylismy E(X|Y = n) = np.

Tym samym:
E(X|Y) = Yp
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana jako zmienna losowa

Poniewaz E(X|Y = n) = g(n) jest pewna funkcja wartosci przyjmowanej
przez Y, mozemy j3 potraktowaé jako zmienng losowg bedaca funkcjg Y:

EXIY) = &(Y)

Przyktad: W poprzednim zadaniu wyznaczylismy E(X|Y = n) = np.
Tym samym:

E(X|Y) = Yp
Przyktad: W pierwszym przyktadzie wyznaczylisSmy:
E(X|Y =0) = 0, E(X|Y=1) = % E(X|Y =2) = 1
Tym samym:
0 dla Y =0 1
E(X|Y) = 1/2 dayY=1 = EY

1 dlaYy =2

17 /28



Warunkowa warto$¢ oczekiwana jako zmienna losowa

E(E(X|Y)) = EX
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana jako zmienna losowa

[ E(E(X|Y)) = EX

Dowdéd: Skoro E(X|Y) = g(Y), mamy:
E(EXY)) = > gy)P(Y =y)

yey
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana jako zmienna losowa

|

E(E(X|Y)) = EX

Dowdéd: Skoro E(X|Y) = g(Y), mamy:

E(E(X|Y))

> gy)P(Y =vy)

yey

Y EXIY =y)P(Y =y)
yey

S (D xP(X =x|Y =y))P(Y =)

yeY xeX
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana jako zmienna losowa

|

E(E(X|Y)) = EX

Dowdéd: Skoro E(X|Y) = g(Y), mamy:

E(E(X|Y))

> gy)P(Y =vy)

yey

Y EX|Y =y)P(Y =)

yey

S (X xPX = x|Y =y))P(Y =)
yeY xeX

ST xS P(X =x|Y =y)P(Y =)
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Warunkowa warto$¢ oczekiwana jako zmienna losowa

|

E(E(X|Y)) = EX

Dowdéd: Skoro E(X|Y) = g(Y), mamy:

E(E(X|Y))

—

*

~

> gy)P(Y =vy)

yey

Y EX|Y =y)P(Y =)

yey

S (X xPX = x|Y =y))P(Y =)
yeY xeX

ST xS P(X =x|Y =y)P(Y =)

xeX yeY

> xP(X =x) = EX,
xeX

gdzie (*) wynika ze wzoru na prawdopodobieristwo catkowite.
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Przyktad: oblicz EX

Y=0|Y=1]|]Y=2]| %
X=0] 1/4 | 1/4 0 |12
X=1] 0 1/4 | 1/4 [1)2
x 1/4 1/2 1/4 1
0 dlaY=0 )
E(X]Y) 1/2 daY=1 = Ey
1

dlaY =2

19/28



Przyktad: oblicz EX

Y=0|Y=1]|Y

=2 ¥
X=0| 14 [ 14| 0 |1/
X=1] 0 [ 1/a | 1/4 [1)2
r a2 [ 141
0 dlaY=0 )
E(X]Y) /2 daY=1 =Y
1 dlaY =2

e Z jednej strony:

1

19/28



Przyktad: oblicz EX

Y=0|vY=1|Y=2]| %
X=0| 1/4 | 1/a 0 |12
X=1| 0 1/4 | 1/4 |12

b 14 | 1/2 | 1/4 | 1
0 dla Y =0 .
EX|Y) = {12 dlay=1 =7V
1 dla Y =2

e 7 jednej strony:

1
EX =0-PX=0)4+1-P(X=1) = 5
e 7 drugiej strony:

EX = E(E(X|Y)) = %EY

2

19/28
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Przyktad

Owad sktada Y jajeczek zgodnie z rozktadem Poissona z parametrem ), a
potomek owada wylega sie z jaja z prawdopodobienstwem p niezaleznie od
innych. Jesli X okresla liczbe potomkéw, wyznacz EX
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Przyktad

Owad sktada Y jajeczek zgodnie z rozktadem Poissona z parametrem ), a
potomek owada wylega sie z jaja z prawdopodobienstwem p niezaleznie od
innych. Jesli X okresla liczbe potomkéw, wyznacz EX

Policzylismy, ze:
E(X]Y) = Yp

20/28



Przyktad

Owad sktada Y jajeczek zgodnie z rozktadem Poissona z parametrem ), a
potomek owada wylega sie z jaja z prawdopodobienstwem p niezaleznie od
innych. Jesli X okresla liczbe potomkéw, wyznacz EX

Policzylismy, ze:
E(X|Y) = Yp
Tym samym:
EX = E(E(X|Y)) = pEY = pA

20/28



Przyktad

Rzucamy wpierw kostka (Y € {1,...,6}), a nastepnie tyle razy
(uczciwymi) monetami, ile wypadfo oczek na kostce. Niech X oznacza
liczbe ortéw. Wyznacz EX
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Przyktad

Rzucamy wpierw kostka (Y € {1,...,6}), a nastepnie tyle razy
(uczciwymi) monetami, ile wypadfo oczek na kostce. Niech X oznacza
liczbe ortéw. Wyznacz EX

Przy zadanym Y = n, X ma rozktad dwumianowy B(n,1/2).

21/28



Przyktad

Rzucamy wpierw kostka (Y € {1,...,6}), a nastepnie tyle razy
(uczciwymi) monetami, ile wypadfo oczek na kostce. Niech X oznacza
liczbe ortéw. Wyznacz EX

Przy zadanym Y = n, X ma rozktad dwumianowy B(n,1/2). Stad:

1 1
E(X|Y=n) = Zn  EX|Y)=3Y
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Przyktad

Rzucamy wpierw kostka (Y € {1,...,6}), a nastepnie tyle razy
(uczciwymi) monetami, ile wypadfo oczek na kostce. Niech X oznacza
liczbe ortéw. Wyznacz EX

Przy zadanym Y = n, X ma rozktad dwumianowy B(n,1/2). Stad:
1 1
E(X]Y =n) = 5 E(X|Y):§Y

EX = E(E(X|Y)) = %EY = %.3.5

21/28



/Zadanie

Rozwazmy schemat n préb Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu
p. Jaka jest $rednia liczba sukceséw w pierwsze]j probie?

Wyznacz wynik na dwa sposoby:
e Bezposrednio (trywialne),
e Korzystajac ze wzoru E(E(X|Y)) = EX i wyniku z zadania
domowego nr 3.
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Wielowymiarowe zmienne losowe

Rozwazmy n zmiennych losowych Xi, X3, ..., X, zdefiniowanych na tej
samej przestrzeni probabilistycznej Q2

Zmienne to mozna catosciowo traktowad jako wielowymiarowa zmienng
losowa (wektor losowy) X: Q — R", gdzie X = (X1,...,X,)

X2

A

X:Q—R" | —>*
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Rozktad taczny

tacznym rozktadem prawdopodobienstwa wektora X: Q — R” nazywa-
my miare okreslong dla zbioréw borelowskich A C R" jako:

Px(A) = P({weQ: X(w) € A}) = P(X71(4))

Czesciej zapisujemy P(X € A)

X2y =
—>e
A
X2
w1 |
ws X4
o XA,
ws -
X3 X1

w3

X3
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Rozktad taczny

Niech X: Q — R" bedzie wektorem dyskretnych zmiennych losowych.

Rozktad taczny mozna w petni opisa¢ za pomoca prawdopodobienstw

postaci:
P(X = X) = P(X1 :Xl,Xz :XQ,...,X,, :Xn),

dla dowolnego x = (x1,...,X,).
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Rozktad taczny

Niech X: Q — R" bedzie wektorem dyskretnych zmiennych losowych.
Rozktad taczny mozna w petni opisa¢ za pomoca prawdopodobienstw

postaci:
P(X = X) = P(X1 :Xl,Xz :XQ,...,X,, :Xn),

dla dowolnego x = (x1,...,X,).

Witedy dla dowolnego borelowskiego A C R"™:

P(Xe€A) = > P(X=x)

x€A

25 /28



Rozktad brzegowy

Majac rozktad taczny wektora X: Q2 — R”" definiujemy rozktad brzegowy
ze wzgledu na zmienng X; (i = 1,...,n) jako:

P(X1 eR,..., Xj_1 ER,X/IQ,X,'_H_ GR,...,X,,ER)

Z P(X = x)

X: xj=a
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Rozktad brzegowy

Majac rozktad taczny wektora X: Q2 — R”" definiujemy rozktad brzegowy
ze wzgledu na zmienng X; (i = 1,...,n) jako:

P(X,-:a) = P(X1ER,...,X,'_]_ER,X,‘IQ,XH_]_GR,...,X,,ER)
= Z P(X = x)

X: xj=a

Mozna tez definiowac rozktady brzegowe ze wzgledu na podzbior
zmiennych, np:

P(X;=a,X;=b) = > P(X=x)
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Rozktad warunkowy

Rozktadem warunkowym dyskretnego wektora X pod warunkiem X; = x;
dla P(X; = x;) > 0 nazywamy rozkfad prawdopodobienstwa zdefiniowany
jako

P(X1 = x1,...,Xi—1 = Xi—1, Xiy1 = Xit1, .- ., Xo = Xp| X; = X;)
P(Xi=x1,...,Xi = Xiy..., Xn = Xn)
P(Xi = xi)
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Rozktad warunkowy

Rozktadem warunkowym dyskretnego wektora X pod warunkiem X; = x;
dla P(X; = x;) > 0 nazywamy rozkfad prawdopodobienstwa zdefiniowany
jako

P(X1 = x1,...,Xi—1 = Xi—1, Xiy1 = Xit1, .- ., Xo = Xp| X; = X;)
P(Xi=x1,...,Xi = Xiy..., Xn = Xn)
P(Xi = xi)

Mozna tez zdefiniowaé rozktady warunkowe pod warunkiem wielu
zmiennych, np:

P(X1 = x1, X2 = x| X3 = x3, Xa = x3)

P(X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3, X4 = x4)
P(X3 = x3, X4 = x4)
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Wielowymiarowe zmienne losowe

W podobny sposéb mozna uogdlni¢ na n zmiennych:

e Wz6r na prawdopodobienstwo catkowite, np:

P(X1€A) = > P(X1 € AlXz = xz, X3 = x3)P(X2 = x2, X3 = X3)

X2,X3
e Warunkowa wartos¢ oczekiwang, np:

E(X1X2 = x2, X3 =x3) = Y xaP(X1 = x1|Xz2 = x2, X3 = x3)
X1
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