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Funkcje zmiennych losowych

Mierzalna funkcja Y = g(X) zmiennej losowej X o wartosciach
rzeczywistych jest réwniez zmienna losows.

X:Q—R g:R—R

X3 x 2 y2

Rozktad zmiennej losowej Y definiujemy poprzez przeciwobraz jako:

Py(A) = Px(g'(A)),

lub w ,,zdarzeniowe]” notacji:

P(Y € A) = P(X € g }(A)
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Przyktad

Rzucamy dwoma kostkami:
e X okresla sumaryczng liczbe oczek na obu kostkach
0 jesli X <5
1 jeslib <X <8
2 jeslio< X <11
3 jedli X =12

o Y=g(X)=
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Przyktad

Rzucamy dwoma kostkami:

e X okresla sumaryczng liczbe oczek na obu kostkach
0 jesli X <5

B )1 jeslis<x<s
*V=8X)=1, jeiocx <11
3 jedli X =12
x 2134151671809/ 10]11]12
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PX=x)|3 |3 |3 | 36 | 36 | 36 | 36 | 3 | 3 | 36 | 36
y 0 1 2 3
_ 6 20 9 1
P(Y =y) 36 % 36 36
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Przyktad

Rzucamy dwoma kostkami:

e X okresla sumaryczng liczbe oczek na obu kostkach
0 jesli X <5

B )1 jeslis<x<s
*V=8X)=1, jeiocx <11
3 jedli X =12
x 2134151671809/ 10]11]12
_ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PX=x)|3 |3 |3 | 36 | 36 | 36 | 36 | 3 | 3 | 36 | 36
y 0 1 2 3
_ 6 20 9 1
P(Y =y) 36 % 36 36
Przykfad:

P(Y =2) = P(X €g }(2)
— P(X € {x:gx)=2)) = P(X € {9,10,11})
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Funkcje dyskretnych zmiennych losowych

Jedli X € {x1,x2,...} oraz Y = g(X) € {y1, )2, ...} sa dyskretnymi
zmiennymi losowymi to:

PY=y) = Y PX=x)
x: g(x)=y

Czyli aby policzy¢ prawdopodobiefistwo P(Y = y) sumujemy
prawdopodobiefistwa P(X = x) dla wszystkich x ktére prowadza do
wyniku g(x) = y.
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Wartos$¢ oczekiwana: motywacja

Rzucamy uczciwg moneta. W przypadku orta przegrywamy 1zt, w
przypadku reszki wygrywamy 2zt. Czy warto braé¢ udziat w takiej grze?

Wygrywamy a zt z prawdopodobienstwem p i przegrywamy b zt z
prawdopodobienistwem 1 — p. lle wynosi Srednia wygrana?

Rzucamy kostka, jaka jest $rednia liczba oczek ktérej mozna sie
spodziewac?

Gramy w totolotka az do trafienia ,széstki”. lle $rednio gier
musielibySmy zagrac?

Jaka jest Srednia liczba sukceséw w n probach w schemacie
Bernoulliego?

5/47



Wartos$¢ oczekiwana

Niech X € {x1, x2, ...} bedzie zmienng dyskretna. Wartoscia oczekiwana
(wartoscia przecietna, wartoscia $rednig) zmiennej losowej X nazywamy
liczbe:
E(X) = ) xiP(X =x)
i

Warto$¢ oczekiwana jest Srednig wazona po zbiorze {x1, x2, . ..} z wagami
P(X = X,').

Uwaga: warto$¢ oczekiwana jest deterministyczng liczba!

Uwaga: Czesto bedziemy opuszczali nawiasy i zapisywali E(X) jako EX
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Wartos$¢ oczekiwana: przyktady

§ x; P _XI

Przyktad: Rzucamy kostka, jaka jest warto$¢ oczekiwana liczby oczek?

X €{1,2,3,4,56}, P(X=i)=1
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Wartos$¢ oczekiwana: przyktady

§ x; P _XI

Przyktad: Rzucamy kostka, jaka jest warto$¢ oczekiwana liczby oczek?

X €{1,2,3,456}, P(X=1i)=1

1 1
EX =1-—-+4+2-—+... - = — = 35
6+ 6+ +6 6
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Wartos$¢ oczekiwana: przyktady

§ x; P _XI

Przyktad: Rzucamy kostka, jaka jest warto$¢ oczekiwana liczby oczek?

X €{1,2,3,456}, P(X=1i)=1

1 1 1 21
EX =1-—4+2-—+... = = — = 3.
6 + 6 +...+6 5 6 35
Przyktad: Podobnie, ale rzucamy dwoma kostkami i sumujemy wynik
X 2 |3 |/4 |5 |6 /|7]|8|9]10]11]12

=)L | 2|3 |4A |5 |6 |5 |4]|3 |2 L
P(X=x)| 35 | 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 3 | 36 | 36 | 3 | 36
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Wartos$¢ oczekiwana: przyktady

§ x; P —‘)Q

Przyktad: Rzucamy kostka, jaka jest warto$¢ oczekiwana liczby oczek?

X €{1,2,3,456}, P(X=1i)=1

1 1 1 21
EX 6-|— 6+ +6 5 6 3.5

Przyktad: Podobnie, ale rzucamy dwoma kostkami i sumujemy wynik
X 2 |3 |/4 |5 |6 /|7]|8|9]10]11]12
PX=x)| 2|23 |4|5 6|5 |4|3]2)1

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

1 2 1 252
_ 5.t = 222y
EX 2- 36+3 36+ .+ 12 6 36
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Wartos$¢ oczekiwana: przyktady

§ x;i P _XI

Przyktad: Rzucamy uczciwa monetq. W przypadku orfa przegrywamy 1zf,
w przypadku reszki wygrywamy 2zt. Czy warto braé udziat w takiej grze?

Xe{-1,2}, P((X=-1)=P(X=2) =}
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Wartos$¢ oczekiwana: przyktady

§ x;i P _XI

Przyktad: Rzucamy uczciwa monetq. W przypadku orfa przegrywamy 1zf,
w przypadku reszki wygrywamy 2zt. Czy warto braé udziat w takiej grze?

Xe{-1,2}, P((X=-1)=P(X=2) =}

1
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Wartos$¢ oczekiwana: przyktady

ZXI = XI
Przyktad: Rzucamy uczciwa monetq. W przypadku orfa przegrywamy 1zf,

w przypadku reszki wygrywamy 2zt. Czy warto braé udziat w takiej grze?
Xe{-1,2}, PX=-1)=P(X=2)=3

1 1 1
EX = —1. f—i—2 =3 (warto!)

Przyktad: Wygrywamy a zt z prawdopodobienstwem p i przegrywamy b zt
z prawdopodobienstwem 1 — p. lle wynosi $rednia wygrana?

X e{a,—b}, PX=a)=p, PX=—-b)=1—p
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Wartos$¢ oczekiwana: przyktady

§ x;i P _XI

Przyktad: Rzucamy uczciwa monetq. W przypadku orfa przegrywamy 1zf,
w przypadku reszki wygrywamy 2zt. Czy warto braé udziat w takiej grze?

Xe{-12}, PX=-1)=P(X=2)=3

1 1 1
EX = —1. f—i—2 =3 (warto!)

Przyktad: Wygrywamy a zt z prawdopodobienstwem p i przegrywamy b zt
z prawdopodobienstwem 1 — p. lle wynosi $rednia wygrana?

X e{a,—b}, PX=a)=p, PX=—-b)=1—p

EX = ap—b(1-p)
Warto graé, jesli ap — b(1 — p) > 0.
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Strategia , martyngatowa”

[ Po obstawieniu a zt wygrywamy dodatkowe a zt z prawdopodobienstwem )
1 — p lub tracimy obstawione a zt z prawdopodobienstwem p.

Rozwazmy strategie, w ktérej gramy do momentu wygranej w ten spo-
séb: obstawiamy 1zt; jesli przegramy, obstawiamy 2zt; jesli przegramy,
obstawiamy 4zt, itp. (przy kazdej przegranej podwajamy stawke). Robi-
my tak, dopdki nie wygramy lub nie stracimy catego kapitatu.

W przypadku wygranej zawsze jesteSmy do przodu 1zt, poniewaz nastep-
ne zaktady kompensuja poprzednie przegrane!

Jaka jest warto$¢ oczekiwana wygranej?
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Strategia , martyngatowa”

Zatézmy, ze poczatkowy kapitat jest postaci 2" — 1 zt, czyli po przegranej
n razy z rzedu tracimy caty kapitat.

Niech X okresla wartos¢ wygranej pod koniec gry
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Strategia , martyngatowa”

Zatézmy, ze poczatkowy kapitat jest postaci 2" — 1 zt, czyli po przegranej
n razy z rzedu tracimy caty kapitat.

Niech X okresla wartos¢ wygranej pod koniec gry

o Jesli przegramy n razy z rzedu, tracimy kapitat, czyli X = — (2" — 1)
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Strategia , martyngatowa”

Zatézmy, ze poczatkowy kapitat jest postaci 2" — 1 zt, czyli po przegranej
n razy z rzedu tracimy caty kapitat.
Niech X okresla wartos¢ wygranej pod koniec gry
o Jesli przegramy n razy z rzedu, tracimy kapitat, czyli X = — (2" — 1)
Prawdopodobienstwo tej sytuacji wynosi p”

e Jedli nie przegramy n razy z rzedu, zyskujemy 1zt, czyli X =1
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Strategia , martyngatowa”

Zatézmy, ze poczatkowy kapitat jest postaci 2" — 1 zt, czyli po przegranej
n razy z rzedu tracimy caty kapitat.
Niech X okresla wartos¢ wygranej pod koniec gry
o Jesli przegramy n razy z rzedu, tracimy kapitat, czyli X = — (2" — 1)
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e Jedli nie przegramy n razy z rzedu, zyskujemy 1zt, czyli X =1

Prawdopodobienstwo tej sytuacji wynosi 1 — p”
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Strategia , martyngatowa”

Zatézmy, ze poczatkowy kapitat jest postaci 2" — 1 zt, czyli po przegranej
n razy z rzedu tracimy caty kapitat.

Niech X okresla warto$¢ wygranej pod koniec gry
o Jesli przegramy n razy z rzedu, tracimy kapitat, czyli X = — (2" — 1)
Prawdopodobienstwo tej sytuacji wynosi p”
e Jedli nie przegramy n razy z rzedu, zyskujemy 1zt, czyli X =1

Prawdopodobienstwo tej sytuacji wynosi 1 — p”

EX =1-(1-p")—(2"=1)p"
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Strategia , martyngatowa”

Zatézmy, ze poczatkowy kapitat jest postaci 2" — 1 zt, czyli po przegranej
n razy z rzedu tracimy caty kapitat.

Niech X okresla warto$¢ wygranej pod koniec gry
o Jesli przegramy n razy z rzedu, tracimy kapitat, czyli X = — (2" — 1)
Prawdopodobienstwo tej sytuacji wynosi p”
e Jedli nie przegramy n razy z rzedu, zyskujemy 1zt, czyli X =1

Prawdopodobienstwo tej sytuacji wynosi 1 — p”

EX =1-(1-p")—(2"=1)p" = 1-2"p" = 1—(2p)"
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Strategia , martyngatowa”

Zatézmy, ze poczatkowy kapitat jest postaci 2" — 1 zt, czyli po przegranej
n razy z rzedu tracimy caty kapitat.
Niech X okresla wartos¢ wygranej pod koniec gry
o Jesli przegramy n razy z rzedu, tracimy kapitat, czyli X = — (2" — 1)
Prawdopodobienstwo tej sytuacji wynosi p”
e Jedli nie przegramy n razy z rzedu, zyskujemy 1zt, czyli X =1

Prawdopodobienstwo tej sytuacji wynosi 1 — p”

EX =1-(1-p")—(2"=1)p" = 1-2"p" = 1—(2p)"

o Jedlip=1to EX =0
o Jesdli p> 3 (np. w ruletce), to EX <0
Mimo, ze przegrana jest bardzo mato prawdopodobna, to generuje

bardzo duzg strate, stad Srednio przegrywamy
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Witasnosci wartosci oczekiwanej

Jesdli X przyjmuje tylko wartosci wieksze badz réwne a, to EX > a.
Podobnie, jesli X przyjmuje wartosci mniejsze badz réwne b, to EX < b.
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Witasnosci wartosci oczekiwanej

Jesli X przyjmuje tylko wartosci wieksze badz réwne a, to EX > a
Podobnie, jesli X przyjmuje wartosci mniejsze badz réwne b, to EX < b.

Dowdd: bezposrednio z definicji wartosci oczekiwanej:

xP(X =x) > aP(X=x) = ay P(X
3 > S

X

Podobnie dowodzimy EX < b.
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Witasnosci wartosci oczekiwanej

Jesli X przyjmuje tylko wartosci wieksze badz réwne a, to EX > a
Podobnie, jesli X przyjmuje wartosci mniejsze badz réwne b, to EX < b.

Dowdd: bezposrednio z definicji wartosci oczekiwanej:

Y xP(X=x) > Y aP(X =x) = aZP

X

=1
Podobnie dowodzimy EX < b.

Whiosek: jesli X przyjmuje wartosci nieujemne, to EX > 0.
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Wartosé oczekiwana w rozktadzie dwupunktowym

Zmienna X ma rozktad dwupunktowy B(p), jesli X € {0,1}

p=P(X=1), P(X=0)=1-p
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Wartosé oczekiwana w rozktadzie dwupunktowym

Zmienna X ma rozktad dwupunktowy B(p), jesli X € {0,1}
p=P(X=1), P(X=0)=1-p

EX =1.-p+0-(1—=p) = p

[ Jesli X ~ B(p) to EX =p |

12/47



Wartosé oczekiwana w rozktadzie dwumianowym

Zmienna X € {0,1,2,...,n} ma rozktad dwumianowy B(n, p) jesli:

P(X = k) = (Z)pk(l—p)"k, k=0,1,....n
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Wartosé oczekiwana w rozktadzie dwumianowym

Zmienna X € {0,1,2,...,n} ma rozktad dwumianowy B(n, p) jesli:

P(X = k) = <k>pk(1—p)"k, k=0,1,...,n

EX = zn:k.p(xzk) _ Zk<z>pk(1_p)n—k
k=0

Zadanie 1
Uzupetnij brakujaca czes¢ wyprowadzenia
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Wartosé oczekiwana w rozktadzie dwumianowym

Zmienna X € {0,1,2,...,n} ma rozktad dwumianowy B(n, p) jesli:

P(X = k) = <k>pk(1—p)"k, k=0,1,...,n

EX = zn:k.p(xzk) _ Zk<z>pk(1_p)n—k
k=0

Zadanie 1
Uzupetnij brakujaca czes¢ wyprowadzenia

[ Jedli X ~ B(n, p) to EX = np ]
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Rozktad dwumianowy

B(n=6,p=0.5) B(10,0.4)

P(X = k)
P(X = k)

k=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B(20,0.3) B(30,0.7)

P(X = k)
P(X = k)

k=0 2 4 6 8 10121416 18 20 k=0 5

10 15 20 25 30
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Alternatywny wzoér warto$¢ oczekiwang

Niech X bedzie zmienna losowa przyjmujaca tylko wartosci catkowite
nieujemne (X € {0,1,2,...}). Wtedy:

EX = > P(X>k)
k=1
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Niech X bedzie zmienna losowa przyjmujaca tylko wartosci catkowite
nieujemne (X € {0,1,2,...}). Wtedy:

EX = > P(X>k)
k=1

Dowdéd:

EX = ikP(X:k) = P(X=1)42P(X =2)+3P(X =3)+...
k=1

= P(X =1) 42P(X =2) +3P(X = 3) +4P(X = 4) +5P(X =5) +...

’mx:n P(x=2) | P(X=3) | P(x=2) | P(x=5)
P(X=2) | P(x=3) | P(Xx=4) | P(x=5)

P(X=3) | P(X=4) | P(X=05)

P(X=4) | P(X=5)

P(X = 5)
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) | P(X=5)

) | P(x=5)
P(X = 5)
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Alternatywny wzoér warto$¢ oczekiwang

Niech X bedzie zmienng losowa przyjmujaca tylko wartosci catkowite
nieujemne (X € {0,1,2,...}). Wtedy:

EX = > P(X>k)
k=1

Dowdd:
EX = Y kP(X=k) = P(X=1)+2P(X =2)+3P(X =3)+...
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= P(X =1) +2P(X =2) +3P(X =3) +4P(X = 4) +5P(X =5) +...
=P(X>1)| P(X=1) | P(X=2) | P(x=3) | P(X=4) | P(X=5)
+P(X > 2) P(X=2) | P(X=3) | P(X=4) | P(X=5)
+P(X > 3) P(X=3) | P(X=4) | P(X=5)
+P(X > 4)

P(X = 5)

15 /47



Alternatywny wzoér warto$¢ oczekiwang

Niech X bedzie zmienna losowa przyjmujaca tylko wartosci catkowite
nieujemne (X € {0,1,2,...}). Wtedy:

EX = > P(X>k)
k=1

Dowdéd:
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Przyktad

EX = > P(X>k)
k=1

Nowy wzér dziata réwniez gdy X € {i,...,j}
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Przyktad

EX = > P(X>k)
k=1

Nowy wzér dziata réwniez gdy X € {i,...,j}
Po prostu przyjmujemy P(X = k) =0dla k < ilub k > j
Przykfad Rzut kostka: X € {1,2,3,4,5,6}, P(X = k) = ¢

EX = P(X>1)+P(X>2)+P(X>3)+...+P(X >6)

16 /47



Przyktad

EX = > P(X>k)
k=1

Nowy wzér dziata réwniez gdy X € {i,...,j}
Po prostu przyjmujemy P(X = k) =0dla k < ilub k > j

Przyktad Rzut kostka: X € {1,2,3,4,5,6}, P(X = k) = %
EX = P(X>1)+P(X>2)+P(X>3)+...+P(X >6)
5 4 1 21

6 6 6 6
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Wartos¢ oczekiwana w rozktadzie geometrycznym

Zmienna X € {1,2,...} ma rozkfad geometryczny Gi(p) jesli:

P(X =k) = (1—p)ip, k=1,2,...
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EX = Y kP(X=k) = > P(X=>k)
k=1 k=1" >

=(1-p)k-1

= 1+(1-p)+(1-pP+... = — < = =

1 _1
Jedli X ~ Gi(p) to EX =
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Rozktad geometryczny: przyktad

Gramy w totolotka az do trafienia ,széstki”. lle Srednio gier musielibysmy
zagrac?
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Rozktad ujemny dwumianowy (Pascala)

Zmienna X € {0,1,...} ma rozktad ujemny dwumianowy NB(r, p) jesli:

19/47



Rozktad Poissona

Zmienna X € {0,1,...} ma rozktad Poissona Pois()) jesli:
ey

ﬂe

Pokaz, ze jesli X ~ Pois(\) to:

P(X=k) =

EX =X

Uwaga: Poniewaz rozktad Poissona jest przyblizeniem rozktadu dwumia-
nowego przy A = np, takiego wyniku nalezato oczekiwac!
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Zmienna losowe moze nie mie¢ wartosci oczekiwanej

WezZzmy zmienng losowa X € {1,2,...} dla ktérej:
1

P(X =k) = )
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Zmienna losowe moze nie mie¢ wartosci oczekiwanej

WezZzmy zmienng losowa X € {1,2,...} dla ktérej:

1
PX=k) = ——
( ) k(k+1)
Czy to sie poprawnie normalizuje?
Poniewaz ﬁ = % — k%rl mamy:
u 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Yigry - G2t Ga) o ()
T N
n+1
A wiec > 221 P(X = k) = 1, czyli normalizacja jest poprawna.
> 1 > 1 1 1 1
EX = Yk = S = S
= k(k+1) = (k+1) 2 3 4

Ale ta suma sie rozbiega do nieskonczonosci!

EX =
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Wartosé oczekiwana funkcji zmiennej losowe]

e X okresla wynik rzutu kostka (X € {1,2,3,4,5,6})
1 jedli X € {1,2,3}

o Y=g(X)={2 jedli X € {4,5}
3 jedli X =6
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e X okresla wynik rzutu kostka (X € {1,2,3,4,5,6})

Wartosé oczekiwana funkcji zmiennej losowe]

1 jedli X € {1,2,3}
o Y =g(X)={2 jedli X € {4,5}

EY

3 jedli X =6

X 1 2 3 4 5 6
P(X=x)|1/6|1/6|1/6|1/6]|1/6|1/6
y =g(x) 1 2 3
P(Y =) 1/2 1/3 1/6

= 1-P(Y=1)42-P(Y =2)+3-P(Y =3)
1-(P(X =1)+ P(X =2) + P(X =3))
+ 2-(P(X=4)+P(X =5))+3-P(X =6)

= g(H)PX=1)+gRP(X=2)+...+g(6)P(X

(z def.)

6)
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Wartosé oczekiwana funkcji zmiennej losowe]

X X1 X2 X3 X4 X5 X6 Xn
P(X=x)|p1 | p2|p3|ps|ps| pe Pn
y=g(x)| »n |y y3 Yn
P(Y=y)| pr+p2| P3| Pa+ps+pe Pn

EY = Yy -P(Y=y) = Y80 P(X=x)
y X
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rozktad zmiennej X
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Wartosé oczekiwana funkcji zmiennej losowe]

X X1 X2 X3 X4 X5 X6 e Xn
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y X
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rozktad zmiennej X
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y=g(x)| »n |y y3 o | Yn
P(Y=y)| pr+p2 | P3| Pa+ps+ps|...|pn

= Yy P(Y=y) = Y ak) P(X=x)
y X

Aby policzy¢ EY nie musimy wyznaczaé rozktadu zmiennej Y, wystarczy
rozktad zmiennej X

Wartos¢ oczekiwana funkcji zmiennej losowe;j

E(g(X)) Zg = X)

Zadanie 4
Przeprowadz formalny dowdd powyzszego wniosku
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Liniowo$¢ wartosci oczekiwane;j

E(aX +b) = aE(X)+b
W szczegblnosci:
e Warto$¢ oczekiwana statej b jest réwna b: E(b) = b
e Tym samym np. E(EX) = EX

e Staty przemnazajaca X mozna wyjac przed warto$é¢ oczekiwana:
E(aX) = a EX
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Liniowo$¢ wartosci oczekiwane;j

E(aX +b) = aE(X)+b
W szczegdlnosci:
e Warto$¢ oczekiwana statej b jest réwna b: E(b) = b
e Tym samym np. E(EX) = EX

e Staty przemnazajaca X mozna wyjac przed warto$é¢ oczekiwana:
E(aX) = a EX

Dowdéd: Rozwazmy funkcje g(x) = ax + b
E(aX+b) = E(g(X)) = > gx)P(X =x)

= Z(ax + b) P(X = x)

X

= a(ZX:XP(X:X)) + b<zX:P(X:x))

=EX =1
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Liniowo$¢ wartosci oczekiwane;j

Zadanie 5
Pokaz, ze dla dowolnych funkgcji g1, ..., &n:

E(g1(X)+ ...+ (X)) = E(ga(X)) + ...+ E(gn(X))
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Wartos¢ oczekiwana w rozktadzie geometrycznym

e Gi(p): liczba préb do sukcesu:
P(X =k) = (1—p)<1p, k=1,2,...
e Gy(p): Liczba porazek do sukcesu:
P(Y =k) = (1—p)“p, k=0,1,2,...
Zauwazmy, ze X = Y + 1.
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Wartos¢ oczekiwana w rozktadzie geometrycznym

e Gi(p): liczba préb do sukcesu:

P(X =k) = (1—p)<1p, k=1,2,...

e Gy(p): Liczba porazek do sukcesu:

P(Y =k) = (1—p)“p, k=0,1,2,...

Zauwazmy, ze X = Y + 1.

Z jednej strony:
EX = E(Y+1) = EY +1

Z drugiej strony:

EY = i k(1—p)<p = (1—-p) i k(1—p)<'p
k=1 k=1

=EX
Czyli:

1
EX = EY+1=(1-p)EX+1 —  EX=-
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Paradoks petersburski

[ Rozwazmy gre w ktérej rzucamy uczciwg moneta az do wyrzucenia orta. ]
Wygrana w grze to 2% zt, gdzie k — liczba rzutéw.

e Jedli orzet wypadnie w 1. rzucie — wygrywamy 2 zt

e Jedli orzet wypadnie w 2. rzucie — wygrywamy 4 zt

e Jesli orzet wypadnie w 3. rzucie — wygrywamy 8 zt

e itd.

lle warto zaptaci¢ ,wpisowego”, aby przystapi¢ do takiej gry?
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Wygrana w grze to 2 zt, gdzie k — liczba rzutéw.
lle warto zaptaci¢ ,wpisowego"”, aby przystapi¢ do takiej gry?

X — liczba rzutéw do pierwszego orfa, X ma rozkfad Gl(%):

1

P(X=k) = (1-p)klp = (z)k, k=1,2,...

Y = g(X) = 2X — wygrana

Warto zaptaci¢ a zt wpisowego jesli EY —a >0
[ee) [e'e} P 1 k

EY = K)P(X =k) = 2 () =14+1+14... = ©
> gP(X =k = 3 2(;

Warto zaptaci¢ kazda kwote ,wpisowego” 777
A za ile byscie przystapili do takiej gry?
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Dygresja: teoria uzytecznosci

Zachowanie ludzi w tego typu grach wyjasnia teorii uzytecznosci
e Ludzie nie kieruja sie oczekiwana wartoscia wygranej, ale oczekiwana
uzyteczno$cig wygrane;j
e Uzytecznos$¢ ta rosnie znacznie wolniej niz sama wygrana (,,prawo
malejacej uzytecznosci kraficowej")
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Przyktad: wezmy gre, w ktérej z prawdopodobienstwem 20% wygrywamy
10-krotnos¢ zaktadu, a z prawdopodobienstwem 80% przegrywamy zaktad.

Jesli obstawimy a zt, to érednia wygrana wynosi:

0.2-10a—0.8-a = 1.2a
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10-krotnos¢ zaktadu, a z prawdopodobienstwem 80% przegrywamy zaktad.

Jesli obstawimy a zt, to érednia wygrana wynosi:

0.2-10a—0.8-a = 1.2a

e Czy obstawilibyscie w tej grze a = 10 zt7

28 /47



Dygresja: teoria uzytecznosci

Zachowanie ludzi w tego typu grach wyjasnia teorii uzytecznosci
e Ludzie nie kieruja sie oczekiwana wartoscia wygranej, ale oczekiwana
uzyteczno$cig wygrane;j
e Uzytecznos$¢ ta rosnie znacznie wolniej niz sama wygrana (,,prawo
malejacej uzytecznosci kraficowej")

Przyktad: wezmy gre, w ktérej z prawdopodobienstwem 20% wygrywamy

10-krotnos¢ zaktadu, a z prawdopodobienstwem 80% przegrywamy zaktad.

Jesli obstawimy a zt, to érednia wygrana wynosi:

0.2-10a—0.8-a = 1.2a

e Czy obstawilibyscie w tej grze a = 10 zt7

e Czy obstawilibyscie w tej grze cate oszczednosci zycia, powiedzmy
a =100 tys. zt?
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Dygresja: przyktad funkcji uzytecznosci

Czesto rozwaza sie uzytecznosc logarytmiczna jako funkcje kapitatu y:

U(y) = log,(y)

(,dwukrotne zwiekszenie kapitatu zwieksza uzyteczno$¢ o jednostke™)
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Czesto rozwaza sie uzytecznosc logarytmiczna jako funkcje kapitatu y:

U(y) = log,(y)

(,dwukrotne zwiekszenie kapitatu zwieksza uzyteczno$¢ o jednostke™)

W poprzednim przyktadzie, majac poczatkowy kapitat yg zt i obstawiajac a
zt, oczekiwana uzyteczno$¢ wynosi:

EU = 0.2-U(y0+10a)+0.8-U(yp—a) = 0.2log,(yo+10a)+0.8log,(yo—a),
stad oczekiwany przyrost uzytecznosci wynosi:

AU = EU - U(w) = 0.2logy(yo + 10a) + 0.8logy,(vo — a) — logs(yo)

e Jedli yp = 1000 zt i a =10 zt, to AU ~ 0.02
e Jesli yo = 105 000 zt i a = 100 000 zt, to AU ~ —2.83
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Dygresja: paradoks petersburski

U(y) = logs(y)

Majac poczatkowy kapitat yp zt i ptacac wpisowe a zt, oczekiwany przyrost
uzyteczno$ci wynosi:

EU - U(y) = i Ulyo — a+25)P(X = k) — U(yo)
k=1

0 k
= Z log,(vo — a+ 2X) (;) — logz(y0)

k=1
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k=1
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Kiedy przyrost uzytecznosci jest dodatni?

e Majac yp = 1 000 000 zt kapitatu, przyrost uzytecznosci staje sie
dodatni dla a < 20.88 zt
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Dygresja: paradoks petersburski

U(y) = loga(y)
Majac poczatkowy kapitat yp zt i ptacac wpisowe a zt, oczekiwany przyrost
uzyteczno$ci wynosi:

EU - U(y) = i Ulyo — a+25)P(X = k) — U(yo)
k=1
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= Z log,(vo — a+ 2X) (;) — logz(y0)
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Kiedy przyrost uzytecznosci jest dodatni?

e Majac yp = 1 000 000 zt kapitatu, przyrost uzytecznosci staje sie
dodatni dla a < 20.88 zt

e Majac yp = 1 000 zt kapitatu, przyrost uzytecznosci staje sie dodatni
dla 2 < 10.96 zt

e Majac y = 1 zt kapitatu, przyrost uzytecznosci staje sie dodatni dla
a< 282zt
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Wariancja: motywacja

X2

P(X, = k)
P(Xo = k)

k=01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 k=01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

— X3 . X4
~x x
Il Il
X X
Q Q

k=01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 k=01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Wszystkie zmienne losowe maja te sama wartos¢ oczekiwang réwna 5

Jak mocno rozktad jest skoncentrowany wokét tej wartosci?
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Wariancja zmiennej losowej

Wariancjg zmiennej losowej X nazywamy liczbe okreslajaca sredni kwa-
drat odchylenia od wartosci Sredniej:

DX(X) = E((X-EX)®) = 3 (x— EX)’P(X = ),
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DX(X) = E((X-EX)®) = 3 (x— EX)’P(X = ),

e Wariancja okresla koncentracje rozktadu wokét swojej wartosci
oczekiwanej ($redniej)

e Kwadrat w definicji wariancji uzywany jest do tego, zeby poszczegdlne
odchytki sie nie znosity

32/47



Wariancja zmiennej losowej

Wariancjg zmiennej losowej X nazywamy liczbe okreslajaca sredni kwa-
drat odchylenia od wartosci Sredniej:

DX(X) = E((X-EX)®) = 3 (x— EX)’P(X = ),

e Wariancja okresla koncentracje rozktadu wokét swojej wartosci
oczekiwanej ($redniej)

e Kwadrat w definicji wariancji uzywany jest do tego, zeby poszczegdlne
odchytki sie nie znosity

E(X—EX) —EX—EX = 0

Wykorzystujemy wzér E(aX + b) = aE(X) + b
dlaa=1ib=—-EX
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Wariancja: przyktad

Wyznacz wariancje zmiennej X € {1,2,3,4,5,6} okreslajacej wynik rzu-
tu kostka.
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Z poprzednich slajdéw wiemy, ze EX = 3.5
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Wariancja: przyktad

Wyznacz wariancje zmiennej X € {1,2,3,4,5,6} okreslajacej wynik rzu-
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Z poprzednich slajdéw wiemy, ze EX = 3.5

DX(X) = E((X-EX))
6

= Y (k- EX)’P(X = k)
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= > (k—35)%-=
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Wariancja: przyktad

Wyznacz wariancje zmiennej X € {1,2,3,4,5,6} okreslajacej wynik rzu-
tu kostka.

Z poprzednich slajdéw wiemy, ze EX = 3.5

DX(X) = E((X-EX))
6

= Y (k= EX)’P(X = k)
k:l 1
= Y (k=357
k=1
— %((1—3-5)2+(2—3-5)2+---+(6—3,5)2) _ I%Z
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Wariancja rozktadu dwupunktowego B(p)

Xe{0,1}, PX=1)=p, PX=0=1-p ]
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Wariancja rozktadu dwupunktowego B(p)

[ Xe{0,1}, PX=1)=p, PX=0)=1-p ]

Z poprzednich slajdéw wiemy, ze EX = p

D?*(X) = (0—EX)’P(X =0)+(1—EX)’P(X =1)
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Wariancja rozktadu dwupunktowego B(p)

[ Xe{0,1}, PX=1)=p, PX=0)=1-p ]

Z poprzednich slajdéw wiemy, ze EX = p

D?*(X) = (0—EX)’P(X =0)+(1—EX)’P(X =1)
= p(L—p)+(1-p)°p
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Wariancja rozktadu dwupunktowego B(p)

Xe{0,1}, PX=1)=p, PX=0)=1-p

Z poprzednich slajdéw wiemy, ze EX = p

D?*(X) = (0—EX)’P(X =0)+(1—EX)’P(X =1)
= p(L—p)+(1-p)°p
= p(l=p)(p+(L=p)) = p(1-p)
=1
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Wzér skréconego mnozenia dla wariancji

Twierdzenie

D2(X) = E(X?) - (EX)?
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Wzér skréconego mnozenia dla wariancji

Twierdzenie

D2(X) = E(X?) - (EX)?

Dowdd:
DX(X) = E((X-EX)?)
= E(X2-2(EX)X + (EX)?)

- E(XZ) _ E(@X) +E<(£)/<f/)

stata stata
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Wzér skréconego mnozenia dla wariancji

Twierdzenie
2

D*(X) = E(X?) — (EX)

Dowdd:
DX(X) = E((X-EX)?)
= E(X2-2(EX)X + (EX)?)
(

- E X2) —E(%?X)+E(%?)

= E(X?) —2(EX)(EX) + (EX)?
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Wzér skréconego mnozenia dla wariancji

Twierdzenie

D2(X) = E(X?) - (EX)?

Dowdd:
DX(X) = E((X-EX)?)
= E(X2-2(EX)X + (EX)?)
(

= E(X?) - E(2X) X) + E((EX)?)
stata stata

= E(X?) —2(EX)(EX) + (EX)?

= E(X?) - (EX)?
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Wariancja rozktadu Poissona Pois(\)

k
P(X = k) = %e*)‘, X e{0,1,...}
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Wariancja rozktadu Poissona Pois(\)

PUN

PIX=k) = J5e

X e{0,1,...}

Z poprzednich slajdéw wiemy, ze EX = A
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Wariancja rozktadu Poissona Pois(\)

PUN

PIX=k) = J5e

X e{0,1,...}

Z poprzednich slajdéw wiemy, ze EX = A

Ze wzoru skréconego mnozenia:
D2(X) = E(X?)— (EX)® = E(X?) — A2

Musimy wiec tylko policzy¢ E(X?)
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X e{0,1,...}

Z poprzednich slajdéw wiemy, ze EX = A

Ze wzoru skréconego mnozenia:
D2(X) = E(X?)— (EX)® = E(X?) — A2

Musimy wiec tylko policzy¢ E(X?)

00 2K
Y KP(X = Zk2 et = .. = A+ N
k=0

Zadanie 6
Uzupetnij brakujaca cze$¢ wyprowadzenia
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Wariancja rozktadu Poissona Pois(\)

PUN

PIX=k) = J5e

X e{0,1,...}

Z poprzednich slajdéw wiemy, ze EX = A

Ze wzoru skréconego mnozenia:
D2(X) = E(X?)— (EX)® = E(X?) — A2
Musimy wiec tylko policzy¢ E(X?)

K
2/\ Y

oo
Y KP(X = Zk S
k=0

Zadanie 6
Uzupetnij brakujaca cze$¢ wyprowadzenia

Stad D?(X) = E(X?) = )2 = M2+ A—-)2 = )\
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Wariancja rozktadu geometrycznego i dwumianowego

Pokaz, ze dla rozktadu geometrycznego:
PX=k) = (1-p)Flp, k=12 ...

wariancja wynosi D?(X) = 1;72"

(krétszy sposéb pokazany na nastepnym slajdzie)

Pokaz, ze dla rozktadu dwumianowego:

P(X = k) = (Z)pk(l—p)"k, k=0,1,....n

wariancja wynosi D?(X) = np(1 — p)
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Wariancja w rozktadzie geometrycznym

e Gi(p): liczba préb do sukcesu:

1

P(X=k) = (1—p)'p, EX= 5
e Go(p): Liczba porazek do sukcesu:

P(Y =k) = (1-p)kp, k=0,1,2,...

Poniewaz X = Y + 1, czyli EY = EX —1 =4 — 1

. k=1,2,...
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Wariancja w rozktadzie geometrycznym

e Gi(p): liczba préb do sukcesu:

1
P(X=k) = (1—p)'p, EX=

= k=1,2,...
p

e Go(p): Liczba porazek do sukcesu:
P(Y =k) = (1-p)kp, k=0,1,2,...
Poniewaz X = Y + 1, czyli EY = EX —1 =4 — 1
Z jednej strony:
2
E(X?) = E(Y+1)%) = E(Y))+2E(Y)+1 = E(Y?) 3 ~1
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Wariancja w rozktadzie geometrycznym

e Gi(p): liczba préb do sukcesu:

1
P(X=k) = (1—p)'p, EX=

= k=1,2,...
p

e Go(p): Liczba porazek do sukcesu:
P(Y =k) = (1-p)kp, k=0,1,2,...
Poniewaz X = Y + 1, czyli EY = EX —1 =4 — 1
Z jednej strony:
2
E(X?) = E(Y+1)%) = E(Y))+2E(Y)+1 = E(Y?) 3 ~1

Z drugiej strony:

E(v?) = ikz(l—p)kp - (1—p)l§k2(1—p)k-lp

()
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Wariancja w rozktadzie geometrycznym

e Gi(p): liczba préb do sukcesu:

1
P(X=k) = (1—p)'p, EX=

= k=1,2,...
p

e Go(p): Liczba porazek do sukcesu:
P(Y =k) = (1-p)kp, k=0,1,2,...
Poniewaz X = Y + 1, czyli EY = EX —1 =4 — 1
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Wariancja w rozktadzie geometrycznym

e Gi(p): liczba préb do sukcesu:

1
P(X=k) = (1—p)'p, EX=

= k=1,2,...
p

e Go(p): Liczba porazek do sukcesu:
P(Y =k) = (1-p)kp, k=0,1,2,...
Poniewaz X = Y + 1, czyli EY = EX —1 =4 — 1
Czyli:

E(Xz) = E(Y2)+129_1 oraz E(Y2) = (1—p)E(X2)
Stad:
EOC) = 1-pECR) +2 -1 = EXC) = 51
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Wariancja w rozktadzie geometrycznym

e Gi(p): liczba préb do sukcesu:

1
P(X =k) = (1—p)kip, EX = > k=1,2,...
e Go(p): Liczba porazek do sukcesu:
P(Y =k) = (1-p)kp, k=0,1,2,...
Poniewaz X = Y + 1, czyli EY = EX —1 =4 — 1
Czyli:
2
E(X?) = E(Y?) +5-1 oz E(Y?) = (1-p)E(X?)
Stad:
2 2 2 2 1
E(X?) = 1-pEXH)+=-1 = E(X?) = 5
p P> P
DX(X) = EX?) — (Ex)> = > -+ L _ 1 1-p




Witasnosci wariancji

1. D*(X)>0
2. D?(X) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy X ma rozktad jednopunktowy
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Wtasnosci wariancji
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2. D?(X) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy X ma rozktad jednopunktowy

Dowdd:
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Witasno$é 1: oczywista, bo wszystkie wyrazy sumy s3 nieujemne
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< Jedli X ma r. jednopunktowy w x to:

EX)=x-1=x, D*X)=E(X?)—(EX)?’=x*-1-x*=0
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D*(X) = > (x— EX)’P(X = x) (%)
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Witasnos¢ 2:
< Jedli X ma r. jednopunktowy w x to:
EX)=x-1=x, D*X)=E(X?)—(EX)?’=x*-1-x*=0
= Jesli D?(X) = 0, to wszystkie wyrazy w (x) musza by¢ = 0
A wiec dla wszystkich x (o niezerowym prawdopodobienstwie)
zachodzi x = EX, czyli jest tylko jeden taki x, z P(X =x) =1

39 /47



Wtasnosci wariancji

1. D*(X)>0
2. D?(X) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy X ma rozktad jednopunktowy

Dowdd:
D*(X) = > (x— EX)’P(X = x) (%)
X
Witasno$é 1: oczywista, bo wszystkie wyrazy sumy s3 nieujemne
Witasnos¢ 2:

< Jedli X ma r. jednopunktowy w x to:
EX)=x-1=x, D*X)=E(X?)—(EX)?’=x*-1-x*=0
= Jedli D?(X) = 0, to wszystkie wyrazy w (*) musza by¢ = 0

A wiec dla wszystkich x (o niezerowym prawdopodobienstwie)
zachodzi x = EX, czyli jest tylko jeden taki x, z P(X =x) =1

Zadanie 9

Pokaz, ze jedli E(X?) =0, X ma rozktad jednopunktowy w zerze.
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Witasnosci wariancji

D?(aX 4+ b) = a’D?*(X)

Wariancja nie zmienia sie przy translacji o stata i przemnaza sie przez a°

przy przemnozeniu zmiennej przez a.
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Wtasnosci wariancji

D?(aX 4+ b) = a’D?*(X)

Wariancja nie zmienia sie przy translacji o stata i przemnaza sie przez a°

przy przemnozeniu zmiennej przez a.

Dowdd: Zdefiniujmy zmienng Y = aX + b. Musimy pokazaé, ze
D?(Y) = a°D?*(X)
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Wtasnosci wariancji

D?(aX 4+ b) = a’D?*(X)

Wariancja nie zmienia sie przy translacji o stata i przemnaza sie przez a°

przy przemnozeniu zmiennej przez a.

Dowdd: Zdefiniujmy zmienng Y = aX + b. Musimy pokazaé, ze
D?(Y) = a°D?*(X)

Y—-EY = aX+b—E(aX+b) = aX—aEX = a(X — EX)
—aEX+b
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(Y —EY)? = a°(X — EX)?
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™
~<
=
I

E(a*(X — EX)?) = a’E((X — EX)?)
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Wtasnosci wariancji

D?(aX 4+ b) = a’D?*(X)

Wariancja nie zmienia sie przy translacji o stata i przemnaza sie przez a°
przy przemnozeniu zmiennej przez a.

Dowdd: Zdefiniujmy zmienng Y = aX + b. Musimy pokazaé, ze

D?(Y) = a°D?*(X)

aX+b—E(aX+b) = aX —aEX = a(X — EX)

N—————
=aEX+b
a*(X — EX)?
E(a*(X — EX)?) = a®E((X — EX)?)
N——
=D(X)
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Wartos$¢ oczekiwana i

wariancja — podsumowanie

rozktad X EX D?(X)
B(p) p p(1—p)
B(n, p) np np(l—p)
Gi(p) 5 P
NB(r, p) 1r_pp ﬁ
Pois(A) A A
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Odchylenie standardowe

Wariancja ma inng ,skale” niz zmienna losowa

e Jesli wartodci X bytyby wyrazone np. w zt, to jaka jest jednostka
wariancji?
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Odchylenie standardowe

Wariancja ma inng ,skale” niz zmienna losowa

e Jesli wartodci X bytyby wyrazone np. w zt, to jaka jest jednostka
wariancji?

Odchylenie standardowe

O ile wariancja tatwiej operuje sie w wyprowadzeniach wzoréw, to
odchylenie standardowe jest miarg rozktadu podawanag w statystykach

Odchylenie czesto (szczegdlnie w statystyce) oznacza sie za pomoca
symbolu o, stad wariancja oznaczana jest przez o>
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Momenty zmiennej losowe;j

Liczbe:

me = E(XX)

nazywamy momentem rzedu k zmiennej losowej X
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Momenty zmiennej losowe;j

Liczbe:

me = E(XX)

nazywamy momentem rzedu k zmiennej losowej X

e m = EX
® My = E(Xz)
e m3 = E(X3)
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Momenty centralne zmiennej losowej

Liczbe:

e = E((X - EX)¥)

nazywamy momentem centralnym rzedu k zmiennej losowej X
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Momenty centralne zmiennej losowej

Liczbe:

e = E((X - EX)¥)

nazywamy momentem centralnym rzedu k zmiennej losowej X

— EX—EX = 0
?) = D*(X)
’)

e uz = E((X — EX

)
)
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Nierownos¢ Markowa

Niech X bedzie nieujemna zmienng losowa. Dla dowolnego a > O:
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Nierownos¢ Markowa

Niech X bedzie nieujemna zmienng losowa. Dla dowolnego a > O:

EX
P(X'> a) < ‘2;

Dowdd:

EX = Y xP(X=x)

= ZXP(X:X) + ZXP(X:X)

x<a x=a
=0
> 0+ > aP(X=x)
x>a
= aZP(X:x) = aP(X > a)
x>a

Dzielac obustronnie przez a konczymy dowdd.
45 /47



Nieréwnos¢ Czebyszewa

Dla zmiennej losowej o skonczonej wartosci oczekiwanej i wariancji:

D3(X)
62

P(X — EX| > €) <

Prawdopodobienstwo znacznego odchylenia sie od wartosci oczekiwanej
jest niewielkie.
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Nieréwnos¢ Czebyszewa

Dla zmiennej losowej o skonczonej wartosci oczekiwanej i wariancji:

D*(X)

P(IX ~ EX| > ¢) < —

Prawdopodobienstwo znacznego odchylenia sie od wartosci oczekiwanej
jest niewielkie.

Dowéd: Wezmy nieujemna zmienng losowa Y = (X — EX)?

PIX-—EX|>¢€) = P((X—EX)?2>¢) = P(Y>é)
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Nieréwnos¢ Czebyszewa

Dla zmiennej losowej o skonczonej wartosci oczekiwanej i wariancji:

D*(X)

P(IX ~ EX| > ¢) < —

Prawdopodobienstwo znacznego odchylenia sie od wartosci oczekiwanej
jest niewielkie.

Dowéd: Wezmy nieujemna zmienng losowa Y = (X — EX)?

P(IX—EX|>¢) = P(X—EX)?>¢) = P(Y >é?)
) EY D?(X)
< 2T e

gdzie w (x) skorzystali$my z nieréwnosci Markowa
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Nieréwnos¢ Czebyszewa

D*(X)
€2

P(IX — EX| > €) <

Whiosek: Jesli wezmiemy ¢ = kD(X) dla pewnego k > 0 to:

D2(X 1
P(|X — EX| > kD(X)) < kzD(z())Q k2

Prawdopodobienstwo odchylenia sie zmiennej losowej od swojej wartosci
oczekiwanej o wiecej niz k odchylen standardowych jest co najwyze;j %
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D*(X)

P(IX ~ EX| > ¢) < —

Whiosek: Jesli wezmiemy ¢ = kD(X) dla pewnego k > 0 to:

D2(X 1
P(yX—EX!>kD(X))<kzp(z())<) T K2

Prawdopodobienstwo odchylenia sie zmiennej losowej od swojej wartosci
oczekiwanej o wiecej niz k odchylen standardowych jest co najwyze;j %

Przyktad: Zmienna X ma warto$¢ oczekiwang 0 i odchylenie standardowe
0. Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania wartosci |X| > 307
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Nieréwnos¢ Czebyszewa

D3(X)

P(IX ~ EX| > ¢) < —

Whiosek: Jesli wezmiemy ¢ = kD(X) dla pewnego k > 0 to:

D?(X) 1

P(|IX — EX| > kD(X)) € 5=—=rox = —

(’ ’/ ( )) N k2D2(X) k2
Prawdopodobienstwo odchylenia sie zmiennej losowej od swojej wartosci
oczekiwanej o wiecej niz k odchylen standardowych jest co najwyze;j %

Przyktad: Zmienna X ma warto$¢ oczekiwang 0 i odchylenie standardowe
o. Jakie jest prawdopodobiefistwo otrzymania wartosci [X| > 307 < §

Uwaga: Nieréwnos¢ Czebyszewa dziata dla dowolnego rozktadu, przez co
moze by¢ do$¢ staba. W szczegdlnych przypadkach napotkamy na znacznie
lepsze nierébwnosci.
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