Metody probabilistyczne
Rozwigzania zadan

5. Zmienne losowe: wprowadzenie

9.11.2020

Zadanie 1. Niech P bedzie miarg prawdopodobienstwa na 2, a X: Q — R zmienng losowq. Pokaz, Ze
miara Px przyporzedkowujgcg kazdemu podzbiorowi A C R liczbe:

spetnia aksjomaty Kolmogorowa na przestrzeni R.
Wskazowka: trzeba wykorzystaé fakt, ze P spelnia aksjomaty Kolmogorowa.

Odpowiedz:
1. Nieujemno$c:
Px(A) = P(X1(A)) (; 0
gdzie w (%) uzyliémy faktu, ze miara P spelnia aksjomat o nieujemnosci.
2. Normalizacja:
Px(®) = PXT'®) < P@) 1

gdzie w (%) wykorzystaliémy fakt, ze przeciwobrazem calej osi liczb rzeczywistych jest cala prze-
strzen Q, a w (1) wykorzystaliSmy fakt, ze P spelnia aksjomat o normalizacji.

3. Przeliczalna addytywnosé: wezmy dowolny ciag Ay, A, ... zdarzen z R parami roztacznych. Wtedy
ich przeciwobrazy X ~1(A;), X 1(As),... sa réwniez parami roztaczne (w Q). Zatem:
Px(A;UAU...) = P(X*l(Al UAU.. .))

) P(X‘l(Al)UX_l(AQ)U...))

®

—

P(X7' (A1) + P(X7H(A2)) + ...
= Px(A1) + Px(Az2) + ...,

gdzie w (*) wykorzystalidmy fakt, ze przeciwobraz sumy jest suma przeciwobrazéw, a w () wyko-
rzystaliSmy fakt, ze przeciwobrazy sa rozltaczne oraz, ze P spelnia aksjomat o przeliczalnej addy-
tywnosci.

Zadanie 2. Z talii 52 kart ciggniemy 6 i zliczamy liczbe pikow. ZnaleZé rozklad okreslonej w ten sposdb
zmiennej losowej.

Odpowied?: Niech X bedzie szukang zmienna losowa. Mamy X € {0,1,...,6} i musimy wyznaczy¢
prawdopodobienstwa zdarzen postaci P(X = k), dlak =0,...,6. Jest (562) mozliwych sposobéw wyboru
6 z 52 kart, natomiast zdarzeniu {X = k} sprzyjaja wszystkie wybory zawierajace dokladnie k pikéw.
Takich wyboréw jest (113) (GP’PIC), gdzie pierwsza warto$¢ mowi na ile sposoboéw mozna wybraé k z 13
pikéw, a druga — na ile sposobéw mozna wybraé¢ 6 — k z 39 nie-pikéw. Mamy wiec:

() (6"%)
(%)

P(X=k) =



Zadanie 3. Mamy dwie monety: jedng uczciwg (szansa orta i reszki po 50%) i jedng nieuczciwg (szansa
orta 80%, reszki 20%). Wybieramy losowq jedng z nich i rzucamy nig 3 razy. Niech X bedzie zmienng
losowq oznaczajgcq liczbe ortow. Wyznacz rozklad X .

Odpowied?: Musimy wyznaczy¢ P(X = k) dla k = 0,1,2,3. Niech U oznacza zdarzenie ,wybrano do
losowania uczciwg monete”. Mamy P(U) = P(U’) = % Z wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:

P(X = k) = P({X = K}U)P(U) + P({X = k}[U)PU").

Przy ustalonej monecie, szanse na zadana liczbe ortéw w 3 rzutach uzyskuje sie ze schematu Bernoulliego:
k 3—k
3 1 1 1/3 3
w=o0=()(5) 5) =301 rex=nw=(})osr0

P(X=k) = ;(i) (; + (0.8)’“(0.2)3—’“)

Stad:

Zadanie 4. Wybieramy losowq permutacje liczb {1,2,...,10}. Niech X oznacza pozycje (liczge od 1),
na ktorej pojaws sie pierwsza liczba parzysta. Podaj rozklad X .

(np. dla permutacyi {1,3,10,2,5,8,9,7,4,6} mamy X =3)

Odpowiedz: Przede wszystkim zauwazmy, ze X € {1,2,3,4,5,6}, poniewaz liczba parzysta musi poja-
wié sie wérdd pierwszych 6 liczb. Jesli X = k, to znaczy, ze na pozycjach 1,... k — 1 sa same liczby
nieparzyste, na pozycji k jest liczba parzysta, a pozostale liczby sa dowolne. Poniewaz bierzemy tu pod
uwage kolejnosé, liczby nieparzyste na pierwszy pozycjach mozna wybraé¢ na (637!1@! sposob6w (wariacja
bez powtdrzen), liczba parzysta na pozycji k moze byé wybrana na 5 sposéb, a pozostale liczby sa juz
ustalone i jedynie mozemy je permutowaé na (10 — k)! sposobéw. Poniewaz laczna liczba permutacji
wynosi 10!, mamy wiec:

5!
2. 5.9l
PX=1) = 2 __— = 3:17
10! 10 2
5!
3 5.8l
P(x=2) = 1 - B 5
10! 9-10 18
5!
5.7 1 1
10! 8-9-10 72
5!
556! 1
P(X=4) = 2 I U
10! 7-8-9-10 168
51
5.5 5 600 10
P(X=5) = U = =
( ) 10! 6-7-8-9-10 504’
5!
o5 4! 600 1
PX=6) = & = = .
( ) 10! 5-6-7-8-9-10 252

Zadanie 5. Mamy urne z 10 bialymi i 20 czarnymi kulami. Wybieramy losowo ze zwracaniem 9 kul.
Niech X okresla liczbe wylosowanych bialtych kul. Jaki rozkiad ma X ¢

Odpowiedz: Poniewaz tacznie jest 30 kul, prawdopodobienistwo wylosowania biatej kuli w kazdym loso-

waniu wynosi p = % = % (losujemy ze zwracaniem!). Zmienna losowa X okredla wiec liczbe sukceséw
(sukces = ,biata kula”) w 9 prébach, gdzie prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p = % Tym samym X

ma rozklad dwumianowy B(9, 1).

n

Zadanie 6*. Odszukaj dlaczego e® =5 07 %

n=0 n!
Odpowiedz: Wzor wynika z rozwiniecia funkcji e w nieskoniczony szereg Taylora:
f'(xo) f" (o) f®

T i (xfx0)2+...+ﬁ(x—zo)k+...

f(z) = f(zo) + (r — 20) +



wokét punktu xg = 0 (tzw. szereg Maclaurina). Jest to mozliwe, poniewaz e® jest funkcja analityczng.
Poniewaz f(z) = f'(z) = f"(z) = ... = ", mamy:

F0) = F(0) = f(0) =... = =1,
stad:
xr 1 1 2 . i "
n=

Zadanie 7. Wuyznacz rozklad prawdopodobienstwa dla wszystkich wymienionych poprzednio przyktadow.
Oblicz kilka pierwszych prawdopodobieristw

Odpowiedz: Wszystkie wspomniane przyklady mozna modelowaé za pomocg rozktad Poissona, wystarczy
tylko obliczy¢ M.

e Szansa rozpadu atomu promieniotwérczego w ciagu sekundy wynosi p = 1074, Majac n = 10'°
atoméw wyznacz rozktad prawdopodobienstwa liczby rozpadéw w danej sekundzie.
Mamy A = pn = 10, stad:

10*
P(X =k) = ?e—lﬂ P(X=0)=e 1 ~45-1075, P(X=1)=10e 0 ~45.107*
10?2 g -3 -3 —2
P(X =2)= e 0223.107%, P(X=3)~76-107" P(X=4)~19-10

e Mamy artykul z n = 8 000 stéw. Szansa liter6wki w danym stowie to p = 1/1000. Znalez¢ rozklad
liczby literowek.
Mamy A = pn = 8000/1000 = 8, stad:
gk o

P(X = k)= e,

P(X=0)~34-107%, P(X=1)~27-10"%, P(X =2)~0.01

e DNA czlowieka sktada si¢ z n = 6.4 x 10° par zasad (w pojedynczej komérce). Szansa mutacji na
pare zasad na rok wynosi p = 0.5 x 1072, Wyznacz rozklad liczby mutacji w ciggu roku.
Mamy A =pn =6.4-0.5 = 3.2, stad:

2k
P(X = ,ZC) = 73]@' 673'2,

P(X=0)~004, PX=1)=~013 PX=2)~021
e Szansa katastrofy lotniczej wynosi 1 na 11 mln lotéw (rocznie). Wyznacz rozklad liczby katastrof
na rok, jesli w ciggu roku odbywa si¢ n = 16 mln lotow.

Mamy A = pn = %, stad:

k
P(X =k) = %6716/11, P(X=0)~023, P(X=1)~04, P(X=2)~025



