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Motywacja

Czesto bardziej niz same zdarzenia losowe interesuja nas pewne wartosci
liczbowe z nimi zwigzane:
e Rzucamy n razy monetg, ale interesuje nas tylko liczba wyrzuconych
ortéw
e Rzucamy kostka az do wyrzucenia széstki; interesuje nas liczba
wykonanych rzutéw
e Strzelamy do tarczy na strzelnicy; interesuje nas nie tyle doktadna
pozycja lotki na tarczy, co liczba zdobytych punktéw

e Ania i Bartek umawiaja sie na spotkanie; interesuje nas czas
oczekiwana na siebie

Interesuje wiec nas nie tyle przestrzen €2, co pewne wartosci z R przypisane
zdarzeniom elementarnym
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Zmienne losowe

Zmienne losowe to funkcje z Q do R, przyporzadkowujace zdarzeniom
elementarnym liczby.

W probabilistyce zmienne losowe oznacza sie duzymi literami, np. X, Y, Z.

X:Q—=R

X(w2) X(w1) X(w3) X
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Zmienne losowe

Zmienne losowe to funkcje z Q do R, przyporzadkowujace zdarzeniom
elementarnym liczby.

W probabilistyce zmienne losowe oznacza sie duzymi literami, np. X, Y, Z.

X:Q—=R

X(w2) X(w1) X(w3) X

Interesuja nas tylko wartosci przyjmowane przez X oraz ich
prawdopodobienstwa
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Przyktad

Rzucamy 3 monetami, ale interesuje nas tylko liczba ortéw:

Q = {000, O0R, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}
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Przyktad

Rzucamy 3 monetami, ale interesuje nas tylko liczba ortéw:
Q ={000, OOR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}
X:Q—4{0,1,2,3}

X(000) =3, X(OOR)=2, X(ORO)=2, X(ORR)=1,
X(ROO) =2, X(ROR)=1, X(RRO)=1, X(RRR)=0
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X:Q—4{0,1,2,3}
X(000) =3, X(OOR)=2, X(ORO)=2, X(ORR)=1,
X(ROO) =2, X(ROR)=1, X(RRO)=1, X(RRR)=0
Kazdy wynik X = 0,1,2, 3 jest zwigzany z pewnym zdarzeniem w £2:
o {X=3}={w: X(w) =3} ={000}
e {X =2} ={w: X(w) =2} = {OOR, ORO, ROO}
o {X=1} ={w: X(w) =1} = {ORR, ROR,RRO}
o {X=1} ={w: X(w) =0} ={RRR}
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Przyktad

Rzucamy 3 monetami, ale interesuje nas tylko liczba ortéw:
Q ={000, OOR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}
X:Q—4{0,1,2,3}
X(000) =3, X(OOR)=2, X(ORO)=2, X(ORR)=1,
X(ROO) =2, X(ROR)=1, X(RRO)=1, X(RRR)=0
Kazdy wynik X = 0,1,2, 3 jest zwigzany z pewnym zdarzeniem w £2:
o {X=3}={w: X(w) =3} ={000}
e {X =2} ={w: X(w) =2} = {OOR, ORO, ROO}
e {X =1} ={w: X(w) =1} = {ORR, ROR, RRO}
o {X=1} ={w: X(w) =0} ={RRR}
Mozemy zatem zapytac¢ o prawdopodobienstwo uzyskania danego wyniku.

. P({(X=2}) =
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Podobnie mozemy spytaé o dowolny podzbiér wynikéw, np:
4

P({X <1}) = P({RRR,ORR,ROR,RRO}) = 3 o



Przyktad

Rzucamy 3 monetami, ale interesuje nas tylko liczba ortéw:
Q ={000, OOR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}
X:Q—4{0,1,2,3}
X(000) =3, X(OOR)=2, X(ORO)=2, X(ORR)=1,
X(ROO) =2, X(ROR)=1, X(RRO)=1, X(RRR)=0
Kazdy wynik X = 0,1,2, 3 jest zwigzany z pewnym zdarzeniem w £2:
o {X=3}={w: X(w) =3} ={000}
e {X =2} ={w: X(w) =2} = {OOR, ORO, ROO}
e IX — 11 — I/.)' X(/r]\ — 11 — IORR, /'_\)OI'_\)7 RRO}
czesto opuszczamy klamry, zapisujac: 3R}
P(X =2), P(X < 1), itp.

bienstwo uzyskania danego wyniku.

. P({X=2)) = .

Podobnie mozemy spytaé o dowolny podzbiér wynikéw, np:
4
P({X <1}) = P({RRR,ORR,ROR,RRO}) = 3
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Przyktad

Rzucamy 2 kostkami, interesuje nas suma oczek

Q = {(i,j):i,j€{1,2,3,4,5,6}} = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}
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Przyktad

Rzucamy 2 kostkami, interesuje nas suma oczek

Q = {(i,j):i.je{1,2,3,4,56}} = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}
X:Q—{23,...,12}
X(ij) = i+j
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Przyktad

Rzucamy 2 kostkami, interesuje nas suma oczek

Q = {(i,j):i,j€{1,2,3,4,56}} = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}
X:Q—{2,3,...,12}
X(i,j) = i+j

o P(X=3) = P({w: X(v) =3) = PUL.D. 2D} =



Przyktad

Rzucamy 2 kostkami, interesuje nas suma oczek
Q = {(i,j):i,j€{1,2,3,4,5,6}} = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}
X:Q—4{2,3,...,12}
X(i,j) = i+]

o P(X=3) = P({w: X(v) =3) = PUL.D. 2D} =

o P(O< X <11)=P(X =9)+ P(X =10) + P(X = 11) = #:3+2

zdarzenia roztaczne
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Przyktad

Rzucamy 2 kostkami, interesuje nas suma oczek
Q = {(i,j):i,j€{1,2,3,4,5,6}} = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}
X:Q—4{2,3,...,12}
X(i,j) = i+]

o P(X=3) = P({w: X(v) =3) = PUL.D. 2D} =

o P(O< X <11)=P(X =9)+ P(X =10) + P(X = 11) = #:3+2

zdarzenia roztaczne

o P(X <5)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=133
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Przyktad

Rzucamy n nieuczciwymi monetami, w ktérych orzet wypada z prawd. p, a
reszka z praw. 1 — p; interesuje nas tylko liczba ortow

Dla uproszczenia kodujemy orty jako jedynki i reszki jako zera
Q={w=(b1,...,bn): bj € {0,1}}

X:Q—1{0,1,...,n}
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Przyktad

Rzucamy n nieuczciwymi monetami, w ktérych orzet wypada z prawd. p, a
reszka z praw. 1 — p; interesuje nas tylko liczba ortow

Dla uproszczenia kodujemy orty jako jedynki i reszki jako zera
Q={w=(b1,...,bn): bj € {0,1}}

X:Q—{0,1,...,n}
X((bl,...,bn)) = bi+by+...+ b,

P(X=k) = <Z>pk(1p)"—k
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Przyktad

Rzucamy kostka az do wyrzucenia széstki, interesuje nas tylko liczba
rzutow

Zdarzenia elementarne: ciagi liczb z {1,...,5} zakonczone 6:

(1,6), (4,2,6), (5,5,2,4,3,6),...
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Przyktad

Rzucamy kostka az do wyrzucenia széstki, interesuje nas tylko liczba

rzutow
Zdarzenia elementarne: ciagi liczb z {1,...,5} zakonczone 6:

(1,6), (4,2,6), (5,5,2,4,3,6),...
Q={w=(b1,...,bx): bje{l,...,5}dlai<k, bpy=6, k=1,2,...}
X:Q—{1,2,...}

X(by,....by) = k
1 5 1
(X=1) = ¢ PX=2)= ¢
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Przyktad

Rzucamy kostka az do wyrzucenia széstki, interesuje nas tylko liczba

rzutow
Zdarzenia elementarne: ciagi liczb z {1,...,5} zakonczone 6:

(1,6), (4,2,6), (5,5,2,4,3,6),...
Q={w=(by,....b): bie{l,....5)dlai<k, by=6 k=12,..}
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Przyktad

Rzucamy kostka az do wyrzucenia széstki, interesuje nas tylko liczba

rzutow
Zdarzenia elementarne: ciagi liczb z {1,...,5} zakonczone 6:
(1,6), (4,2,6), (5,5,2,4,3,6),...
Q={w=(b1,...,bx): bje{l,...,5}dlai<k, bpy=6, k=1,2,...}
X:Q—{1,2,...}
X(by,....by) = k
1 5 1 5 51
P(X—l)—g, P(X—2)—6 6’ P(X—3)—6.6-6
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Przyktad

Rzucamy kostka az do wyrzucenia széstki, interesuje nas tylko liczba
rzutow
Zdarzenia elementarne: ciagi liczb z {1,...,5} zakonczone 6:

(1,6), (4,2,6), (5,5,2,4,3,6) ,...
Q={w=(br,....,b): bie{l,....5  dlai<k, by=6, k=1,2,...}

X:Q—{1,2,...}

X(by,....b) = k
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Przyktad
Rzucamy lotka do tarczy, ale interesuje nas tylko
liczba zdobytych punktéow

Zaktadamy model prawdopodobienstwa
geometrycznego

e Q= K(0,10) = {(x,y): Vx> + y? < 10}

123456789
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987654321
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Przyktad

Rzucamy lotka do tarczy, ale interesuje nas tylko
liczba zdobytych punktéow

Zaktadamy model prawdopodobienstwa
geometrycznego

e Q=K(0,10) = {(x,y): vVx*>+y? <10} 1234567809
o X:Q—{1,2,...,10}

o X(x,y)=1jesli 9< v/x2+y2<10
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5l
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1
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Przyktad

Rzucamy lotka do tarczy, ale interesuje nas tylko
liczba zdobytych punktéow

Zaktadamy model prawdopodobienstwa
geometrycznego

Q=K(O,10)={(X,y):\/x2—|—y2<10} 1234567809

©CO~NOUAWN -

[
=
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987654321

e X:Q—1{1,2,...,10} §
o X(x,y)=1jesli 9< v/x2+y2<10 g
4
o X(x,y)=2jesli 8 < /x2+y?2<9 3
1
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Przyktad

Rzucamy lotka do tarczy, ale interesuje nas tylko
liczba zdobytych punktéow

Zaktadamy model prawdopodobienstwa
geometrycznego

Q=K(O,10)={(X,y):\/x2—|—y2<10} 1234567809
X:Q—{1,2,...,10}

©CO~NO U A WN -

[
=
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987654321

9
8
7
6
5l
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o X(x,y)=1jesli 9< v/x2+y2<10
o X(x,y)=2jesli 8 < /x2+y?2<9

X(x,y) =k jesli 10—k </x2 4+ y?2< 11—k

IK(0,11 — k)| — |K(0,10 — k)|
|K(0,10)]
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Przyktad

Rzucamy lotka do tarczy, ale interesuje nas tylko
liczba zdobytych punktéow

Zaktadamy model prawdopodobienstwa
geometrycznego

Q=K(O,10)={(X,y):\/x2—|—y2<10} 1234567809
X:Q—{1,2,...,10}
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o X(x,y)=1jesli 9< v/x2+y2<10
o X(x,y)=2jesli 8 < /x2+y?2<9

X(x,y) =k jesli 10—k </x2 4+ y?2< 11—k

|K(0,11 — k)| — |K(0,10 — k)|
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Przyktad

Ania i Bartek przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00 a
11:00. Interesuje nas tylko czas oczekiwania na siebie.

Zdarzenia elementarne: pary (a, b) okreslajace czas przybycia Ani i Bartka
liczac od 10:00; Q = [0,60] x [0, 60]
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Przyktad

Ania i Bartek przychodza na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00 a
11:00. Interesuje nas tylko czas oczekiwania na siebie.

Zdarzenia elementarne: pary (a, b) okreslajace czas przybycia Ani i Bartka
liczac od 10:00; Q = [0,60] x [0, 60]

X(a,b) = |a—b|

Wyznaczmy P(X < c¢) dla dowolnego ¢ € [0, 60]
Zdarzenie {X < ¢} ={(a,b) € Q: |a— b| < ¢}

60
o oznaczone kolorem czerwonym
3 P(X<c) =1-P(X>c)
c :1_(60—c)-(60—c)
60 - 60
0 _c c\?
0 c Ania 60 - % B @
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Prawdopodobienstwo a przeciwobraz

P(X € A) = P({w: X(w) € A})
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Prawdopodobienstwo a przeciwobraz

Prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia w 2,
sktadajacego sie ze zdarzen elementarnych w € Q,
dla ktérych X(w) € A, ACR

P(X € A) = P({w: X(w) € A})
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Mierzalno$¢ zmiennej losowe;j

P(X € A) = P(X"Y(A))

Aby uniknaé zbioréw niemierzalnych, wyznaczamy P(X € A) tylko dla
podzbioréw A € B, gdzie B jest o-ciatem zbioréw borelowskich na R
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Nadal moze sie jednak zdarzy¢, ze przeciwobraz X~(A) C Q nie jest
zdarzeniem, tzn. X1(A) ¢ F, gdzie F to o-ciato zdarzen w Q
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Mierzalno$¢ zmiennej losowe;j

P(X € A) = P(X1(A))
Aby uniknaé zbioréw niemierzalnych, wyznaczamy P(X € A) tylko dla
podzbioréw A € B, gdzie B jest o-ciatem zbioréw borelowskich na R
Nadal moze sie jednak zdarzy¢, ze przeciwobraz X~(A) C Q nie jest
zdarzeniem, tzn. X1(A) ¢ F, gdzie F to o-ciato zdarzen w Q

Aby temu zapobiec, zaktadamy, ze jesli A € B (A jest zbiorem
borelowskim), to X ~1(A) € F.
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Aby temu zapobiec, zaktadamy, ze jesli A € B (A jest zbiorem
borelowskim), to X ~1(A) € F.

Funkcje spetniajace ten warunek nazywamy mierzalnymi.
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Mierzalno$¢ zmiennej losowe;j

P(X € A) = P(X1(A))
Aby uniknaé zbioréw niemierzalnych, wyznaczamy P(X € A) tylko dla
podzbioréw A € B, gdzie B jest o-ciatem zbioréw borelowskich na R
Nadal moze sie jednak zdarzy¢, ze przeciwobraz X~(A) C Q nie jest
zdarzeniem, tzn. X1(A) ¢ F, gdzie F to o-ciato zdarzen w Q

Aby temu zapobiec, zaktadamy, ze jesli A € B (A jest zbiorem
borelowskim), to X ~1(A) € F.

Funkcje spetniajace ten warunek nazywamy mierzalnymi.

Z wiasnosci o-ciata wynika, ze wystarczajagcym warunkiem mierzalnosci
jest, aby dla dowolnego przedziatu (—oo, a] zachodzito X ~1((—o0, a]) € F.
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Definicja zmiennej losowe;j

Zmienna losowa nazywamy dowolng mierzalna funkcje X: Q2 — R

Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej X nazywamy miare
prawdopodobienstwa Px zdefiniowana jako:

Px(A) = P(X€A) = P(X7'(A))

dla dowolnego zbioru borelowskiego A € I3

Uwaga: bedziemy uzywali zapisu X ~ Px aby oznaczy¢, ze zmienna X ma
rozktad Px
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Zmienne losowe a odwzorowanie przestrzeni
probabilistyczne;j

X:Q—-=R

X)X X(ws) x

(Q,f,P) 7 (R7B7PX)
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Zmienne losowe a odwzorowanie przestrzeni
probabilistyczne;j

X:Q—-=R

Y

X(w2) X(w1) X(w3) X

(Q,f,P) 7 (Ralg)'DX)

Mierzalnos¢ X gwarantuje, ze kazde zdarzenie w przestrzeni
probabilistycznej (R, B, Px) jest przeciwobrazem pewnego zdarzenia w
przestrzeni (2, F, P).
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Dwie réwnowazne notacje

Px(A) — P(X € A)

Px({a}) = P(X = a)

Px ((—o0, a]) = P(X < a)
Px([a, b)) — P(a< X < b)

e Notacja niebieska dotyczy przestrzeni probabilistycznej (R, B, Px)
indukowanej przez zmienna losowg X

e Skrétowa notacja czerwona odwotuje sie do bazowej przestrzeni
probabilistycznej (2, F, P); jest duzo wygodniejsza, stad prawie
zawsze bedziemy jej uzywaé
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Px spetnia aksjomaty Kotmogorowa

Niech P bedzie miarg prawdopodobiefistwa na 2, a X: 2 — R zmienna
losowa. Pokaz, ze miara Px przyporzadkowujaca kazdemu podzbiorowi
A CR liczbe:

Px(A) = P(X"}(A))

spetnia aksjomaty Kotmogorowa na przestrzeni R.

Wskazowka: trzeba wykorzystaé fakt, ze P spetnia aksjomaty Kotmogo-
rowa
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Dystrybuanta zmiennej losowe;j

Dystrybuanta zmiennej losowej X nazywamy funkcje F: R — R zdefi-
niowana jako:

F(x) = Px((—o00,x]) = P(X <x)

16 /42



Dystrybuanta zmiennej losowe;j

Dystrybuanta zmiennej losowej X nazywamy funkcje F: R — R zdefi-
niowana jako:

F(x) = Px((—o00,x]) = P(X <x)

Dystrybuanta jest funkcja niemalejaca
Mamy P(X € (a, b]) = F(b) — F(a)
F(—o00) = limy__o F(x) =0

F(oo) = limy_ F(x) =1

F(x) jest prawostronnie ciggta
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Przyktad: rzut kostka
0 A I 5 I
w1 wo w3 Wy ws we

X(w) 1
P(X = x) 3

ol N
o= W
o=
ol Ol
o= O
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Przyktad: rzut kostka

0 5 I 5 R R I R

Xw) 1 2 3 4 5 6
_ 1 1 1 1 1 1
P(X = x) 5 6 3 6 6 5

F(X)A

14,

51

6

a4l

6

3]

6

2]

6

1 F(x) = P(X < x)
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Przyktad: rzut kostka

0 5 I 5 R R I R

X(w) 1 2 3 4 5 6
_ 1 1 1 1 1 1
P(X = x) 5 5 3 3 6 5

F(X)A

14,

5]

6

4]

6

3]

6

2] —o

6 I

o F(x) = P(X <)

1 2 3 4 5 6 x

17/ 42



Przyktad: rzut kostka

0 5 I 5 R R I R

Wws we
X(w) 1 2 3 4 5 6
_ 1 1 1 1 1 1
P(X = x) 5 5 3 3 6 5
F(X)A
14,
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6
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6
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Przyktad: rzut kostka

0 5 I 5 R R I R

X(w) 1 2 3 4 5 6
_ 1 1 1 1 1 1
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F(X)A

14,

51 —»

6 |

—

—
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o F(x) = P(X < X)

1 2 3 4 5 6 x
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Przyktad: rzut kostka

0 5 I 5 R R I R

X(w) 1 2 3 4 5 6
CED N R T
F(x),
1t T—
8 —
5 —
: —
% —
; ,_é F(x) = P(X < x)
L1 2 3 4 5 6 X
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Przyktad: losowanie punktu z odcinka

Zmienna losowa X € [0, 1] jest zadana rozktadem prawdopodobienstwa:
P(X €A = |A], dla ACJ0,1]
gdzie |A| jest dtugoscia A (np. P(X € [a,b]) = b — a)
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Przyktad: losowanie punktu z odcinka

Zmienna losowa X € [0, 1] jest zadana rozktadem prawdopodobienstwa:
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gdzie |A| jest dtugoscia A (np. P(X € [a,b]) = b — a)
e Jeslix <0to F(x)=P(X<x)=0
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Przyktad: losowanie punktu z odcinka

Zmienna losowa X € [0, 1] jest zadana rozktadem prawdopodobienstwa:
P(X €A = |A], dla ACJ0,1]
gdzie |A| jest dtugoscia A (np. P(X € [a,b]) = b — a)
e Jeslix<0to F(x)=P(X<x)=0
e Jedli x € [0,1] to F(x) = P(X <0)+ P(X € [0,x]) = x

=0 =X
e Jeslix>1to F(x)=P(X<1)+P(Xe(l,x])=1
F(x) 4 =1 =0

1
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Zmienna losowa dyskretna (typu skokowego)

Zmienna losowa X przyjmujaca co najwyzej przeliczalna liczbe mozliwych
wartosci X = {xi1, x2, ...} nazywamy zmienna dyskretna (typu skokowego)

Dla dowolnego A € B zachodzi:

PXeA) = > PX=x),
it x;€A

lub w ,,zdarzeniowe]" notacji:

Px(A) = Y Px({x})

it x;€A

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej dyskretnej jest wiec w petni
zdefiniowany poprzez okreslenie prawdopodobienstw
P(X = xi) = Px({x;}) dla wszystkich x; € X
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Zmienna losowa dyskretna (typu skokowego)

Troszke ogblniejsza definicja:

Méwimy, ze zmienna losowa X jest dyskretna (typu skokowego) jesli
istnieje zbidr przeliczalny X C R taki, ze P(X € X) =1

Czyli prawdopodobienstwo przyjecia wartosci spoza X wynosi zero.
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istnieje zbidr przeliczalny X C R taki, ze P(X € X) =1

Czyli prawdopodobienstwo przyjecia wartosci spoza X wynosi zero.
Przyktad: Zmienna X przyjmujaca dowolne wartosci z R taka, ze:

R jesli 0 A
P(X e A) = {0 w przeciwnym przypadku

Czyli P(X =0)=1
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Zmienna losowa dyskretna (typu skokowego)

Troszke ogblniejsza definicja:

Méwimy, ze zmienna losowa X jest dyskretna (typu skokowego) jesli
istnieje zbidr przeliczalny X C R taki, ze P(X € X) =1

Czyli prawdopodobienstwo przyjecia wartosci spoza X wynosi zero.
Przyktad: Zmienna X przyjmujaca dowolne wartosci z R taka, ze:

R jesli 0 A
P(X e A) = {0 w przeciwnym przypadku

Czyli P(X =0)=1

Konwencja: dla zmiennej losowej dyskretnej bedziemy odtad pomijaé war-
tosci przyjmowane z prawdopodobienstwem zero!
(tzn. tak, jakby zmienna losowa ich po prostu nie przyjmowata)
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/Zadanie

Zadanie 2
Z talii 52 kart ciggniemy 6 i zliczamy liczbe pikéw. Znalez¢ rozktad okre-
Slonej w ten sposéb zmiennej losowe;j.

Mamy dwie monety: jedna uczciwg (szansa orta i reszki po 50%) i jedna

nieuczciwg (szansa orfa 80%, reszki 20%). Wybieramy losowa jedna z

nich i rzucamy nig 3 razy. Niech X bedzie zmienna losowa oznaczajaca
liczbe ortéw. Wyznacz rozktad X.

| L

Zadanie 4
Wybieramy losowa permutacje liczb {1,2,...,10}. Niech X oznacza po-
zycje (liczac od 1), na ktérej pojawi sie pierwsza liczba parzysta. Podaj
rozktad X.

(np. dla permutacji {1,3,10,2,5,8,9,7,4,6} mamy X = 3)
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Rozktad jednopunktowy

Zmienna X ma rozktad jednopunktowy, jesli istnieje taki x € R, ze
P(X=x)=1

Caty rozktad zmiennej X jest skoncentrowany w jednym punkcie

Taka zmienna losowa to efektywnie stata
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Rozktad jednostajny

Zmienna X ma rozktad jednostajny, jesli X € {x1,x2,...,x,} oraz:
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Rozktad jednostajny

Zmienna X ma rozktad jednostajny, jesli X € {x1,x2,...,x,} oraz:
1
P(X=x) = =, i=1,...,n
n

Przyktad: wynik rzutu kostka, X € {1,2,3,4,5,6},

1
PX=i) =5 i=1..6
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Rozktad dwupunktowy

Zmienna X ma rozktad dwupunktowy jesli X € {xo, x1 }

Oznaczamy:
p=P(X=x), awiec P(X=xp)=1—p

Zwykle przyjmuje sie xo = 0i x; = 1, wtedy p = P(X = 1) jest
prawdopodobienstwem sukcesu

Rozktad dwupunktowy oznaczamy przez B(p)
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Rozktad dwupunktowy

Zmienna X ma rozktad dwupunktowy jesli X € {xo, x1 }

Oznaczamy:
p=P(X=x), awiec P(X=xp)=1—p

Zwykle przyjmuje sie xo = 0i x; = 1, wtedy p = P(X = 1) jest
prawdopodobienstwem sukcesu

Rozktad dwupunktowy oznaczamy przez B(p)

Przyktad: wynik rzutu nieuczciwg moneta dla ktérej orzet (X = 1) wypada
z prawdopodobienstwem p, a reszka (X = 0) z prawd. 1 — p.

Uwaga: jesli p =0 lub p =1, to X ma rozktad jednopunktowy
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Rozktad dwumianowy

Zmienna X € {0,1,2,...,n} ma rozktad dwumianowy z parametrem p
jesli:

P(X = k) = (Z)pk(l—p)"k, k=0,1,....n
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Rozktad dwumianowy

Zmienna X € {0,1,2,...,n} ma rozktad dwumianowy z parametrem p
jesli:

P(X = k) = <Z>pk(1—p)"k, k=0,1,....n

Zmienna X okresla wiec liczbe sukceséw w n prébach, jesli
prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p (schemat Bernoulliego).

Rozktad dwumianowy oznaczamy przez B(n, p)

Uwaga: jesli n =1, to X ma rozktad dwupunktowy
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Rozktad dwumianowy

B(n=6,p=0.5) B(10,0.4)

P(X = k)
P(X = k)

k=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B(20,0.3) B(30,0.7)

P(X = k)
P(X = k)

k=0 2 4 6 8 10121416 18 20 k=0 5

10 15 20 25 30
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Rozktad dwumianowy — przyktad

Zadanie 5

Mamy urne z 10 biatymi i 20 czarnymi kulami. Wybieramy losowo ze
zwracaniem 9 kul. Niech X okresla liczbe wylosowanych biatych kul. Jaki
rozktad ma X7?
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Rozktad geometryczny

Zmienna X € {1,2,...} ma rozktad geometryczny z parametrem p jesli:

P(X=k) = (1-p)<1p, k=1,2,...
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Zmienna X € {1,2,...} ma rozktad geometryczny z parametrem p jesli:
P(X=k) = (1-p)<1p, k=1,2,...

Zmienna X okresla wiec liczbe préb do uzyskania pierwszego sukcesu w
nieskonczonym ciagu Bernoulliego, jesli prawdopodobienstwo pojedynczego
sukcesu wynosi p.
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Zmienna X € {1,2,...} ma rozktad geometryczny z parametrem p jesli:
P(X=k) = (1-p)<1p, k=1,2,...

Zmienna X okresla wiec liczbe préb do uzyskania pierwszego sukcesu w
nieskonczonym ciagu Bernoulliego, jesli prawdopodobienstwo pojedynczego
sukcesu wynosi p.

Rozkfad geometryczny oznaczamy przez Gi(p)

Przyktad: rzucamy kostka az do uzyskania szoéstki. Liczba rzutéw X ma
rozkfad Gi(p = ¢)
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Rozktad geometryczny
Zmienna X € {1,2,...} ma rozktad geometryczny z parametrem p jesli:
P(X=k) = (1-p)<1p, k=1,2,...

Zmienna X okresla wiec liczbe préb do uzyskania pierwszego sukcesu w
nieskonczonym ciagu Bernoulliego, jesli prawdopodobienstwo pojedynczego
sukcesu wynosi p.

Rozkfad geometryczny oznaczamy przez Gi(p)

Przyktad: rzucamy kostka az do uzyskania szoéstki. Liczba rzutéw X ma
rozkfad Gi(p = ¢)

Uwaga: Istnieje wersja rozktadu geometrycznego Go(p) okreslajaca liczbe
porazek do uzyskania pierwszego sukcesu:

P(X =k) = (1—p)kp, k=0,1,2,...
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P(X = k)

P(X = k)

0.5

0.25

Rozktad geometryczny

Gi(p=3)

3 4 5 6 7 8 9

10 11 12

3 4 5 6 7 8 9

10 11 12

29 /42



Rozktad geometryczny — przyktady

Kupujemy losy na loterii, dopéki nie wygramy. Szansa wygrania wynosi
p = 1/1000. Niech X okresla liczbe kupionych loséw na loterii: X ma
rozktad Gi(p).
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Rozktad geometryczny — przyktady

' Kupujemy losy na loterii, dopéki nie wygramy. Szansa wygrania wynosi ‘
p = 1/1000. Niech X okresla liczbe kupionych loséw na loterii: X ma
rozktad Gi(p).

Na lotnisku prébujemy ztapaé wolng takséwke, ale 9 na 10 takséwek
przyjezdza juz zarezerwowana/zajeta. Niech X okresla liczbe zajetych
taksowek, ktére zaobserwujemy; X ma rozktad Gp(1/10).
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Przyktad

Jaka jest szansa, ze potrzeba co najmniej k préb do uzyskania pierwszego
sukcesu, jesli w pojedynczej prébie sukces uzyskujemy z prawdopodobien-
stwem p?
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Przyktad

Jaka jest szansa, ze potrzeba co najmniej k préb do uzyskania pierwszego
sukcesu, jesli w pojedynczej prébie sukces uzyskujemy z prawdopodobien-
stwem p?

X ma rozktad Gi(p)

PX>K) = PX=k+PX=k+t1)+...
= Y (1-p'p
i=k
= (1-p)*p i(l —p)’
i=0
= (1- p)k‘lpllj = (1-p)!
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Witasnos¢ braku pamieci

Niech X ma rozktad Gi(p). Oblicz P(X > k+ /(| X > k+1)dlal>1
(. pierwszy sukces pojawit sie po co najmniej niz k + ¢ prébach, jesli nie
pojawit sie w pierwszych k prébach”)
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pojawit sie w pierwszych k prébach”)

PU{X > k+0}n{X>k+1})
P{X > k+1})

PUX > k+1})

P{X > k+1})

(1 . p)k+Z71

= Ao (1-p)t = PX>0
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Niech X ma rozktad Gi(p). Oblicz P(X > k+ /(| X > k+1)dlal>1
(. pierwszy sukces pojawit sie po co najmniej niz k + ¢ prébach, jesli nie
pojawit sie w pierwszych k prébach”)

PU{X > k+0}n{X>k+1})
P({X > k +1})

PUX > k+1})
P{X > k+1})
(1 _ p)k+Z71 ,1
= ——— = (1- = P(X >

G = 1) (X 10)
Brak pamieci: jesli sukces nie pojawit sie w pierwszych k prébach, mozemy
zapomnieé o przesztosci i wyznaczy¢ prawdopodobienstwa jakbysmy
dopiero zaczynali losowaé

P(X>k+0X>k+1) =
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Rozktad ujemny dwumianowy (Pascala)

Rozwazmy nieskonczony ciag préb Bernoulliego z prawd. sukcesu p.
Losujemy, dopdki nie uzyskamy r porazek. Jakie jest szansa
zaobserwowania do tego momentu k sukceséw?
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Rozktad ujemny dwumianowy (Pascala)

Rozwazmy nieskonczony ciag préb Bernoulliego z prawd. sukcesu p.

Losujemy, dopdki nie uzyskamy r porazek. Jakie jest szansa
zaobserwowania do tego momentu k sukceséw?

Zdarzenia elementarne: ciagi binarne (by, by, ..., by), n=1,2,...,

zawierajace r zer, przy czym b, = 0. Liczba sukceséw to k = n — r.

P(bi,ba,...,by)=(1—p)'p" "

lle jest takich ciggéw o dtugoéci n? (':j)

Stad prawdopodobienstwo uzyskania k sukcesow do momentu uzyskania r

porazek:

(: B i) (1-p)p™" = <r tf; 1) (1-p)p*
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Rozktad ujemny dwumianowy (Pascala)

Zmienna X € {0,1,...} ma rozkfad ujemny dwumianowy z parametrami r

i pjesli:
r+k—1 .
PX = k) = ( o )(1—p)pk
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Rozktad ujemny dwumianowy (Pascala)

Zmienna X € {0,1,...} ma rozkfad ujemny dwumianowy z parametrami r
i pjesli:
k—1
P(X = k) — (r+ ) )(1—p)fpk
r J—

Rozktad ujemny dwumianowy oznaczamy przez NB(r, p)
Przyktad: Bezzatogowy samolot wraca z misji rozpoznawczej z

prawdopodobiefstwem p. lle misji uda sie nam wykona¢ majac do
dyspozycji r samolotéw?
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Podsumowanie

Rozktad dwupunktowy modeluje prawdopodobienstwo sukcesu w
pojedynczej probie

Rozktad dwumianowy modeluje prawdopodobienstwo k sukceséw w n
prébach

Rozktad geometryczny modeluje prawdopodobienstwo k préb do
uzyskania pierwszego sukcesu

Rozktad ujemny dwumianowy modeluje prawdopodobienstwo k
sukceséw przed uzyskaniem r porazek
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Rozktad Poissona

Life is good for only two things,
discovering mathematics and teaching
mathematics

Siméon Denis Poisson
(1781-1840)
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Rozktad Poissona

Rozwazmy ciag n prob Bernoulliego z prawd. sukcesu p, gdzie:
e n jest bardzo duze,
e p jest bardzo mate (bliskie zeru) ...
e ...ale n- p jest umiarkowane (ani mate, ani duze)
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e Mamy artykut z n = 8 000 stéw. Szansa literéwki w danym stowie to
p = 1/1000. Znalez¢é rozktad liczby literéwek.

e DNA cztowieka sktada sie z n = 6.4 x 10° par zasad (w pojedynczej
komorce). Szansa mutacji na pare zasad na rok wynosi
p = 0.5 x 1079, Wyznacz rozktad liczby mutacji w ciggu roku.

e Szansa katastrofy lotniczej wynosi 1 na 11 min lotéw (rocznie).
Wyznacz rozktad liczby katastrof na rok, jesli w ciagu roku odbywa

sie n =16 min lotéw.
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Rozktad Poissona

Zmienna X € {0,1,...} ma rozktad Poissona z parametrem X jesli:
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Rozktad Poissona

Zmienna X € {0,1,...} ma rozktad Poissona z parametrem X jesli:

Rozktad Poissona oznaczamy przez Pois(\)

Sprawdzamy, czy rozkfad poprawnie sie normalizuje:

S )\OO)‘k AN
DPX=k) = ety o= et =1
k=0 k=0

Zadanie 6

Odszukaj dlaczego e* = > 724 77

Zadanie 7

Wyznacz rozktad prawdopodobienstwa dla wszystkich wymienionych po-

przednio przyktadéw. Oblicz kilka pierwszych prawdopodobienstw.
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Rozktad Poissona

P(X = k)

k=01 2 3 4 5 6 7 8

A=5

P(X = k)

k=0 2 4 6 8 10 12 14 16

P(X = k)

k=01 2 3 4 5 6 7 8

A=10




Rozktad Poissona a dwumianowy

p=02n=10,A=2

k=01 2 3 4 5 6 7 8

p=0.01,n =200, =2

P(X = k)

k=01 2 3 4 5 6 7 8

p=0.04,n=50\=2

k=01 2 3 4 5 6 7 8

p =0.002,n = 1000, A = 2

P(X = k)

k=01 2 3 4 5 6 7 8
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Rozktad Poissona a dwumianowy

p=0.05n=20,\=10

=~ Poisson

[ dwumian

X

Q

k=0 5 10 15 20 25
p=0.02,n =500, A = 10

=~ Poisson

[ dwumian

X

Q

k=0 5 10 15 20 25

P(X = k)

p=0.1,n=100,\ =10

5 10 15 20 25

p = 0.005, n = 2000, A = 10
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