Metody probabilistyczne
Rozwigzania zadan

4. Niezaleznosé
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Zadanie 1. Pokaz, Ze dowolne zdarzenie na pierwszej kostce jest niezalezne od dowolnego zdarzenia na
drugiej kostce.

Odpowiedz: Niech Q = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)} bedzie przestrzenia zdarzen elementarnych (|Q| =
36). Niech A; oznacza dowolne zdarzenie zwiazane z pierwsza z kostek, a Ay — z druga z kostek. Zalézmy,
ze zdarzenie A; obejmuje n; sposréd 6 wynikéw na pierwszej kostce (i dowolny wynik na drugiej, bo
nic o niej nie méwi); podobnie, niech zdarzenie Ay obejmuje ny sposrdéd 6 wynikéw na drugiej kostce
(i dowolny wynik na pierwszej). Np. jesli A; — ,wypadlo jedno lub dwa oczka na pierwszej kostce”, to
ny = 2. Poniewaz wtedy A; = {(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(2,6)}, mamy wiec |A;] = 6n;.
Podobnie, |A3] = 6ng. Tym samym:
6n1 N 6no  no
7 kolei zdarzenie A; N A obejmuje wszystkie zdarzenia elementarne, dla ktérych wynik na pierwszej
kostce jest wsrod ny wartoéci obejmowanych przez A;, a wynik na drugiej kostce — wsréd ny wartosci
obejmowanych przez As. Mamy wiec |A; N As| = nins 1 stad:
mny _m np

P(41 N Ay) = 22 = T 22 = P(4) P(Ay).

Zadanie 2. Rzucamy n > 2 razy monetq. Czy zdarzenia A — ,brak ortéow lub jeden orzel” i B — _same
orty lub same reszki” sq niezalezne? Czy odpowied? zaleZy od n?

Odpowiedz: Oznaczamy przez Cj, zdarzenie ,wypadlo k ortéw”. Jesli za zdarzenia elementarne przyjmie-
my n-elementowe ciagi binarne (gdzie jedynka oznacza orla, a zero — reszke), to |Q| = 2", |Cy| = |Cy| = 1,
za$ |C1| = n (jedynka moze pojawié sie na dowolnej pozycji ciagu). Mamy |A| = |Co| + |C1] = n + 1,
|B| = |Co| + |Cy| = 2, oraz |[AN B| = |Cy| = 1. Stad:

n+1 2 2(n+1) 1
P(A)- P(B) = —= =" P(ANB)=—.
() py="02 2 =20 panB) =
Zdarzenia A i B sa wiec niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy:
1 2 1
27:% — 2n+1)=2" — n=2""1_1

Réwnosc ta zachodzi wylacznie dla n = 3.

Zadanie 3*. Pokaz, Ze jesli Ay, ..., A, — niezalezne, to réowniez sq niezalezne By, ..., By, gdzie B; = A;
lub B, = A, (i=1,...,n).
OdpowiedZ: Pokazemy wpierw, ze jesli Ay, ..., A, sa niezalezne, to rowniez:

Ao A AL Ay, Ay sq niezalezne, (1)
dla dowolnego ¢ = 1, ..., n. Poniewaz problem jest zupelnie symetryczny ze wzgledu na indeksy 1, ..., n,

wystarczy udowodnié¢ wlasnosé (1) dla ¢ = n, tzn. pokazadé, ze:

A17"'aAn717A/

" sa niezalezne, (2)



Zrobimy to przez indukcje po n. Przypadek bazowy dla n = 2 zostal pokazany na wykladzie: z nieza-
leznosci Ay i Ay wynika niezalezno$é A; i A). Zaldzmy teraz, ze wlasno$é (2) zachodzi dla dowolnych
n — 1 (lub mniej) zdarzen (zalozenie indukcyjne) i udowodnimy ja dla n zdarzen. Oznaczmy B; = A; dla
i <mn, oraz B, = A),. Musimy pokazaé, ze

P(.BZ‘1 ﬂBiQ...ﬂBik) :P(B“)P(BZZ)P(B“),

dla dowolnych indekséw 1 < i3 < ip < ... < i < n i dowolnego k = 2,...,n. Ale biorac k < n,
ten wniosek wynika z zalozenia indukcyjnego, poniewaz wybrany ciag B;,,..., B;, sklada si¢ z k < n
zdarzen, o ktérych wiemy (z zalozenia indukcyjnego), ze sa niezalezne. Stad jedyne, co musimy pokazad,

to przypadek k = n, czyli (wracajac do starej notacji):
P(AiN...NA,_1NA)=P(A)-...- P(A,_1) - P(A]).
Oznaczmy C'= A1 N...N A,_1. Poniewaz:
P(CNA,)=PA1Nn...NA,)=P(Ay)-...-P(A,)=P(A1N...A,_1) - P(A4,) = P(C) - P(A,),

czyli C'i A, sa niezalezne. A wiec, uzywajac niezaleznodci dla dwéch zdarzen, wynika z tego, ze C' i Al
sg rowniez niezalezne. Tym samym:

PAN...NnA, 1NnA)=P(CnNA,) =P(C)-P(A,)=P(A)-...- P(A,_1)- P(A)),

co koniczy dowdd wlasnodcei (2). To z kolei przez symetrie implikuje (1).
Powyzszy wynik wystarcza do zakonhczenia zadania, poniewaz mozna go stosowaé wielokrotnie, za-
mieniajac kolejne A; na A}, za kazdym razem korzystajac z faktu, ze zbiér zdarzen wciaz jest niezalezny.

Zadanie 4. Rzucamy n razy kostkq n-Scienng. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze wyrzucimy przynaj-
mniej jedng jedynke? Do jakiej wartosci zbiega to prawdopodobienstwo przy n — oo ?

OdpowiedZ: Niech A;,i = 1,...,n, oznacza zdarzenie , jedynka na i-tej kostce n-$ciennej”. Mamy P(A4;) =
%. Przez B, oznaczmy zdarzenie ,co najmniej jedna jedynka w n rzutach kostka n-Scienna”’, czyli B,, =
Ay UAU...UA,. Stad:

P(B)) =1—P(B.) = 1— P(ALNAyN.. (AL = 1— P(A)P(AL) ... P(AL) = 1— (11)n.

n

Wykorzystujac znana wlasnosé:
e’ = lim (1+£) ,
n—oo n
otrzymujemy:
lim P(B,)=1-e¢'~0.6321.

n—oo

Ponizej kilka przykladowych wartos$ci prawdopodobienstw:

n  P(B,) n P(By) n P(By)
2 0.7 10 0.6513 50 0.6330
3 0.7037 20 0.6415 100 0.6325
4 0.6836 50  0.6358 200 0.6323
5 0.6723 100 0.6340 1000 0.6322

Zadanie 5. Jaka jest szansa, Ze uda sie przestac pakiet z punktu A do B w sieci komputerowej ponizej
(liczby na krawedziach to prawd. awarii polgczen):




Wskazéwka: zamien sie¢ na graf komponentow.

Odpowied?: Zamieniamy powyzszy graf na graf komponentéw (prawdopodobienstwa awarii wpisane we-
wnatrz komponentéw):

Nastepnie sukcesywnie usuwamy komponenty szeregowe i réwnolegle zgodnie z regutami:

e komponenty szeregowe z prawdopodobiefistwami awarii pi,...,p, zastap jednym komponentem z
prawdopodobienstwem awarii 1 — (1 —pq) -...- (1 — pn),

e komponenty réwnolegle z prawdopodobienstwami awarii pq, ..., p, zastap jednym komponentem z
prawdopodobienstwem awarii p; - ... - pp.

Proces ten wyglada w tym przypadku nastepujaco

[ 0.288 |
0.288

0.043

Prawdopodobienstwo, ze uda sie przestaé pakiet, réwna sie 1 — 0.043 = 0.957



Zadanie 6. Jas ¢ Malgosia rzucajg nieuczciwg monetq, ktora daje wygrang Malgosi z prawdopodo-
bienstwem p i Jasiowi z prawdopodobienstwem 1 — p. Ten, kto wygra, daje drugiej osobie zlotowke. Jas
zaczyna z kapitatem j 2i, Malgosia — z m zt. Gra toczy sie, dopoki ktores z mich nie przegra wszystkiego.
Jaka jest szansa wygranej Jasia, a jaka Malgosi?

Odpowiedz: Mozna zamodelowaé gre jako spacer losowy:

. 1—-p P .
przegrana Malgosi — N5 przegrana Jasia

—m o j
Tlekroé¢ Malgosia wygra (z prawdopodobienistwem p), ,ludzik” przesuwa sie o jeden krok w prawo, gdy
znajdzie sie¢ w odleglodci j od zera, oznacza to, ze Jasio wyczerpal swdj kapital (analogicznie przy

wygrane]j Jasia). Stad otrzymujemy, ze prawdopodobienstwo wygranej Malgosi (czyli przegranej Jasia)
Wynosi:

m . . 1
Ftm JeSll p=3,
P(wygra Malgosia) = (22 ) — (2 )7+ o )
W jesli p # 3.
1-p

Poniewaz gra konczy sie z prawdopodobienstwem 1, P(wygra Jasio) = 1 — P(wygra Malgosia).

Zadanie 7. Adam, Bolek i Czesio rzucajg — w tej kolejnosci — monetq (uczciwg). Wygrywa ten, ktdry
pierwszy otrzyma orta. ZnaleZé szanse na wygrang dla kazdego z graczy. Znajdz ogélng odpowied? dla
nieuczciwej monety, w ktorej orzel wypada z prawdopodobieristwem p > 0

Odpowiedz: Od razu obliczymy odpowiedz dla dowolnego p > 0. Wykorzystamy fakt, ze jesli przez trzy
rzuty moneta nikt nie wygral, sytuacja jest identyczna jak na poczatku gry (znowu kazdy ma takie
same szanse na wygrana). Niech p4 oznacza wygrana Adama. W pierwszej turze Adam wygrywa z
prawdopodobienstwem p, a z prawdopodobienstwem 1 — p gra toczy sie dalej. Nastepnie, jesli Bolek i
Czesio nie wygraja, co zdarzy sie z prawdopodobienstwem (1 — p) - (1 — p) (z niezaleznosci rzutéw),
wracamy do poczatkowych szans na wygrana. A wiec:

pa=p+1—p) - (1—=p)-(1—=p)-pa) =p+ (1 —p)°pa.

Stad:
N
1-(1-p)?
Aby policzy¢ prawdopodobienstwo wygrania Bolka (oznaczone pg) wystarczy zauwazy¢, ze jest ono takie
samo jak pa, jesli w pierwszej turze wypadnie reszka, tzn:

pal—=(1-p)*)=p <= pa

_ p(l—p)
C1-(1-p)*

Podobnie, prawdopodobienstwo wygrania Czesia (oznaczone p¢) jest takie samo, jak pa, jesli w pierwszej
i drugiej turze wypadna reszki:

pB = (1 —p)pa

pe = (1-p)’pa= 1;9_(1(1—_292)3.

Zauwazmy, ze prawdopodobienstwa sumuja sie do jedynki, co oznacza, ze kto$ kiedys w koncu wygra:

p+p(l—p)+p(l—p)? 3p—3p>+p°
— = :]-
pa+pB+pc T—(1—p)p 3p—3p2 + P

W szczegdlnosci, dla p = %, mamy:

| =



