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/darzenia niezalezne

Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, gdy:
P(AN B) = P(A)P(B)

Oznaczenie: A L B
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/darzenia niezalezne

Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, gdy:
P(AN B) = P(A)P(B)

Oznaczenie: A L B
Uwaga: Jedli P(B) > 0 to

_ P(AnB)  P(AP(B)

Podobnie, jesli P(A) > 0, to P(B|A) = P(B).

Czyli zajscie jednego ze zdarzen nie ma wptywu na prawdopodobienstwo
zajscia drugiego ze zdarzen.

Relacja niezaleznosci jest symetryczna.
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Zdarzenia niezalezne — przyktady
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Zdarzenia niezalezne — przyktady

e Rzut dwoma monetami: Q = {00, OR, RO, RR}
A1 — ,orzet na pierwszej monecie': A; = {00, OR}, P(A1) = 3
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Zdarzenia niezalezne — przyktady

e Rzut dwoma monetami: Q = {00, OR, RO, RR}
A1 — ,orzet na pierwszej monecie”: Ay = {00, OR}, P(A1)

1
Ao — ,orzet na drugiej monecie”: Ay = {00, RO}, P(Az)

2

1
2

3/43



Zdarzenia niezalezne — przyktady

e Rzut dwoma monetami: Q = {00, OR, RO, RR}
A1 — ,orzet na pierwszej monecie': A; = {00, OR}, P(A1) = 3
A; — ,orzet na drugiej monecie”: Ay = {00, RO}, P(Ay) = 3
A1NA; = {00}, P(AiNA)) =1 =P(A)P(A) = A LA,
Podobnie mozna pokazaé, ze dowolny wynik w pierwszym rzucie jest
niezalezny od dowolnego wyniku w drugim rzucie.
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Zdarzenia niezalezne — przyktady

e Rzut dwoma monetami: Q = {00, OR, RO, RR}
A1 — ,orzet na pierwszej monecie': A; = {00, OR}, P(A1) = 3
A; — ,orzet na drugiej monecie”: Ay = {00, RO}, P(Ay) = 3
A1NA; = {00}, P(AiNA)) =1 =P(A)P(A) = A LA,
Podobnie mozna pokazaé, ze dowolny wynik w pierwszym rzucie jest
niezalezny od dowolnego wyniku w drugim rzucie.

e Rzut dwoma kostkami

Zadanie 1

Pokaz, ze dowolne zdarzenie na pierwszej kostce jest niezalezne od
dowolnego zdarzenia na drugiej kostce
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/Zadanie

Z 52 kart ciggniemy jedna. Czy niezalezne s3 zdarzenia:
(a) A— ,wyciagneliSmy asa”, B — ,wyciagnelismy pika”
(b) C — ,wyciagneliémy kiera”, D — ,wyciagneliSmy czerwona figure”
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Z 52 kart ciggniemy jedna. Czy niezalezne s3 zdarzenia:
(a) A— ,wyciagneliSmy asa”, B — ,wyciagnelismy pika”
(b) C — ,wyciagneliémy kiera”, D — ,wyciagneliSmy czerwona figure”

(a) A={AW A® Ad AN}, Al =4
B={24.34,..., 106, WA, D&, K&, AN}, |B| =13
ANB={AM} |ANB| =1

4 13 1

5% 5 " ALB

P(ANB) =g, P(AP(B)
(b) C = {29,3%,.... 109, W, DY, K® A®}, |C| = 13

D={W® DY KV AP W& D& K& A®} |D| =8
CND={W® DY K® A®} |CND| =4
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/Zadanie

Z 52 kart ciggniemy jedna. Czy niezalezne s3 zdarzenia:
(a) A— ,wyciagneliSmy asa”, B — ,wyciagnelismy pika”
(b) C — ,wyciagneliémy kiera”, D — ,wyciagneliSmy czerwona figure”

(a) A={AV A® A% AN}, [A| =4
B={24,34,...,108, W& D&, K&, AR}, |B| =13
ANB={AM}, [ANB| =1

1 4 13 1
PANB) =&, PAPB) =g =5 ALB
(b) C={2%,39 ... 109, W® D¥ K® A®} |C|=13
D={W® DY KV AP W& D& K& A®} |D| =8
CND={We DY KY A®}|CND|=4
4 1 138 2 1
P(CND)= =15 POPD)= S 5 =e5=5 CALD



/Zadanie

Zadanie 2

Rzucamy n > 2 razy moneta. Czy zdarzenia A — ,brak ortéw lub jeden
orzet" i B — ,same orty lub same reszki” sa niezalezne? Czy odpowiedz
zalezy od n?
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

Czy zdarzenia roztaczne moga by¢ niezalezne?

() (o)

6/43



/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

Czy zdarzenia roztaczne moga by¢ niezalezne?

() (o)

Odpowiedz: Aby zaszto A L B przy AN B = () musimy mieé:

P(A)P(B)

P(AN B)

P(0)

=0
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

Q
Czy zdarzenia roztaczne moga by¢ niezalezne? ‘ ‘

Odpowiedz: Aby zaszto A L B przy AN B = () musimy mieé:

P(A)P(B) = P(ANB) = P()) = 0

Czyli tylko wtedy, gdy P(A) =0 lub P(B) =0
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Q
Czy zdarzenia roztaczne moga by¢ niezalezne? ‘ ‘

Odpowiedz: Aby zaszto A L B przy AN B = () musimy mieé:

P(A)P(B) = P(ANB) = P()) = 0

Czyli tylko wtedy, gdy P(A) =0 lub P(B) =0

| Kiedy zachodzi A L A? ]
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

Q
Czy zdarzenia roztaczne moga byé niezalezne? ‘ ‘

Odpowiedz: Aby zaszto A L B przy AN B = () musimy mieé:

P(A)P(B) = P(ANB) = P()) = 0

Czyli tylko wtedy, gdy P(A) =0 lub P(B) =0

| Kiedy zachodzi A L A? ]

Odpowiedz: Aby dla zdarzenia A zaszto A L A, musimy miec:

P(A)P(A) = P(ANA) = P(A)
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

Q
Czy zdarzenia roztaczne moga byé niezalezne? ‘ ‘

Odpowiedz: Aby zaszto A L B przy AN B = () musimy mieé:

P(A)P(B) = P(ANB) = P()) = 0

Czyli tylko wtedy, gdy P(A) =0 lub P(B) =0

| Kiedy zachodzi A L A? ]

Odpowiedz: Aby dla zdarzenia A zaszto A L A, musimy miec:

P(A)P(A) = P(ANA) = P(A) = P(A)=1 lub P(A)=0

6/43



/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

[ Fakt: Dowolne zdarzenie A jest niezalezne ze zdarzeniami Q i () ]
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

[ Fakt: Dowolne zdarzenie A jest niezalezne ze zdarzeniami Q i () ]

Dowéd: P(AN Q) = P(A) = P(A) - P(Q).
——
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

[ Fakt: Dowolne zdarzenie A jest niezalezne ze zdarzeniami Q i () ]

Dowdd: P(ANQ) = P(A) = P(A) - P(Q).
e
Podobnie: P(A ) = P(§) =0 = P(A) -0 = P(4) - P(0)

=0
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

| Fakt: Jesli A L B to takze: (a) A' L B; (b) A L B'; () A' L B’ ]
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

| Fakt: Jesli A L B to takze: (a) A' L B; (b) A L B'; () A' L B’ ]
Dowdd:

(a) Mamy:

P(ANB) = P(B)-P(ANB) QZ’Q

ANB
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

| Fakt: Jesli A L B to takze: (a) A' L B; (b) A L B'; () A' L B’ ]
Dowdd:

(a) Mamy:

P(ANB) = P(B)—P(ANB)

—
~

Q
= P(B) - P(A)P(B) QZ’

ANB
gdzie w () korzystamy z niezaleznosci A i B
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

[ Fakt: Jesli A L B to takze: (a) A' L B; (b) A L B'; () A" L B’ ]
Dowdd:
(a) Mamy:
P(ANB) = P(B)—P(ANB) Q
2 P(B) - P(A)P(B) «.»
= P(B)(1-P(A)) = P(B)P(A),

gdzie w (x) korzystamy z niezaleznosci Ai B
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

[ Fakt: Jesli A L B to takze: (a) A' L B; (b) A L B'; () A" L B’ ]
Dowdd:
(a) Mamy:
P(ANB) = P(B)—P(ANB) Q
2 P(B) - P(A)P(B) «.»
= P(B)(1-P(A)) = P(B)P(A),

gdzie w (x) korzystamy z niezaleznosci Ai B

(b) Na mocy symetrii mamy P(AN B') = P(A)P(B’)
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/Zdarzenia niezalezne — wtasnosci

[ Fakt: Jesli A L B to takze: (a) A' L B; (b) A L B'; () A" L B’ ]
Dowdd:
(a) Mamy:
P(ANB) = P(B)—P(ANB) a
2 P(B) - P(A)P(B) «.»
= P(B)(1-P(A)) = P(B)P(A),

gdzie w (x) korzystamy z niezaleznosci Ai B
(b) Na mocy symetrii mamy P(AN B") = P(A)P(B’)

(c) Skoro pokazalismy w (a), ze A’ L B, stosujemy punkt (b) do tych
zdarzen i dostajemy: P(A'NB") = P(A)P(B')
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Wiele zdarzen niezaleznych

Rozwazmy trzy zdarzenia Ai, Az, Az, dla ktérych:
P(A1 NAN A3) = P(Al)P(Ag)P(Ag,)

Czy zachodzi wtedy A; L Ay, A1 L Az, Ay L A3?
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Wiele zdarzen niezaleznych

Rozwazmy trzy zdarzenia Ai, Az, Az, dla ktérych:
P(A1 NAN A3) = P(Al)P(Ag)P(Ag,)

Czy zachodzi wtedy A; L Ay, A1 L Az, Ay L A3?

Rzut 3 monetami: Q = {000, OOR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}

e Ay ={000, ORO, OOR, ORR} (,orzet na 1. monecie”), P(A;) = 3
e A> = {RRR,RRO, ROR, ORR} (,co najwyzej 1 orzet"), P(Az) = %
o A3=Ay, P(A3) =1
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Wiele zdarzen niezaleznych

Rozwazmy trzy zdarzenia Ai, Az, Az, dla ktérych:
P(A1 NAN A3) = P(Al)P(Ag)P(Ag,)

Czy zachodzi wtedy A; L Ay, A1 L Az, Ay L A3?

Rzut 3 monetami: Q = {000, OOR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}
e Ay ={000, ORO, OOR, ORR} (,orzet na 1. monecie”), P(A;) = 3
e A> = {RRR,RRO, ROR, ORR} (,co najwyzej 1 orzet"), P(Az) = %
o A3=Ay, P(A3) =1

Mamy A; N A N A3 = A; N Ay = {ORRY}.

Wiec P(A1 N Ax N A3) = § = P(A1)P(A2)P(A3).
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Wiele zdarzen niezaleznych

Rozwazmy trzy zdarzenia Ai, Az, Az, dla ktérych:
P(A1 NAN A3) = P(Al)P(Ag)P(Ag,)

Czy zachodzi wtedy A; L Ay, A1 L Az, Ay L A3?

Rzut 3 monetami: Q = {000, OOR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}
e Ay ={000, ORO, OOR, ORR} (,orzet na 1. monecie”), P(A;) = 3
e A> = {RRR,RRO, ROR, ORR} (,co najwyzej 1 orzet"), P(Az) = %
o A3=Ay, P(A3) =1

Mamy A1NANA3=A1NA = {ORR}

Wiec P(A1 N Ax N A3) = § = P(A1)P(A2)P(A3).

Ale zdarzenia As i A3 nie s3 niezalezne:

P(A2 N A3) = P(Ag) #* P(A2)P(A3)
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Wiele zdarzen niezaleznych

Czy jesli Ay L Ay, A1 L Az, Ay L As (niezalezno$¢ parami), to zajdzie:

P(Al NAN A3) = P(Al)P(AQ)P(A:g)?
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Czy jesli Ay L Ay, A1 L Az, Ay L As (niezalezno$¢ parami), to zajdzie:

P(Al NAN A3) = P(Al)P(AQ)P(A:g)?

Rzut 2 monetami: Q = {00, OR, RO, RR}

e A; — ,orzet na pierwszej monecie”, Ay = {00, OR}, P(A1) =75
e Ay — ,orzet na drugiej monecie”, Ay = {00, RO}, P(Az) = %
e A3 — ,to samo na obu monetach”, A3 = {OO,RR}, P(A3) =5
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Zdarzenia s3 niezalezne parami, bo P(A; N A2) = P(A1)P(A2), itp.
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Wiele zdarzen niezaleznych

Czy jesli Ay L Ay, A1 L Az, Ay L As (niezalezno$¢ parami), to zajdzie:

P(Al NAN A3) = P(Al)P(AQ)P(A:g)?

Rzut 2 monetami: Q = {00, OR, RO, RR}
e A; — ,orzet na pierwszej monecie”, Ay = {00, OR}, P(A1) =75
e Ay — ,orzet na drugiej monecie”, Ay = {00, RO}, P(Az) = %
e A3 — ,to samo na obu monetach”, A3 = {OO,RR}, P(A3) =5
Mamy A1 NAy = A1 NAs3 = A, N A3 ={00}.
Wiec P(A1 N A2) = P(AL N A3) = P(AyNAs) = .
Zdarzenia s3 niezalezne parami, bo P(A; N A2) = P(A1)P(A2), itp.

Ale postulowana wtasno$¢ nie zachodzi:

P(AlﬂAQQAg) = P({OO}) =

# = = P(A1)P(A2)P(As)

NG
0| =
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Wiele zdarzen niezaleznych

Zdarzenia Aj, Ap, ..., A, nazywamy niezaleznymi, gdy dla dowolnego
podzbioru indekséw S C {1,2,...,n}

P(NA) =TI,

ieS i€eS
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Wiele zdarzen niezaleznych

Zdarzenia Aj, Ap, ..., A, nazywamy niezaleznymi, gdy dla dowolnego
podzbioru indekséw S C {1,2,...,n}

P(NA) = [T P(A)

€S i€S

Przyktad: Zdarzenia A1, Ay, A3 s3 niezalezne, jesli

W ogdlnym przypadku, trzeba sprawdzi¢ te réwnosci dla wszystkich
mozliwych podzbioréw indekséw zdarzen.
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Wiele zdarzen niezaleznych

Pokazaliémy, ze jesli A L B, to réwniez A L B, A’ L Boraz A’ L B’
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Wiele zdarzen niezaleznych

Pokazaliémy, ze jesli A L B, to réwniez A L B, A’ L Boraz A’ L B’

Zadanie 3*

Pokaz, ze jesli zdarzenia Aj,..., A, s3 niezalezne, to réwniez s3 nieza-
lezne zdarzenia By, ..., By, gdzie Bi = Aj lub Bi = A (i=1,...,n)
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Suma zdarzen niezaleznych

Zatézmy, ze zdarzenia A1, Az i A3z sa niezalezne i
P(A1) = p1, P(A2) = p2 P(A3) = p3

Oblicz P(Al UAy U A3)
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Suma zdarzen niezaleznych

Zatézmy, ze zdarzenia A1, Az i A3z sa niezalezne i
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P(ALUA U A3) = P((AiNASNAS))
= 1-PAINANAS)
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Suma zdarzen niezaleznych

Zatézmy, ze zdarzenia A1, Az i A3z sa niezalezne i
P(A1) = p1, P(A2) = p2 P(A3) = p3

Oblicz P(Al UAy U A3)

Odpowiedz: Z prawa De Morgana:
AUAUA; = (AL NA, N AL
Jesli A1, Ay, Az — niezalezne, to réwniez A}, A5, AS.
P(ALUA U A3) = P((AiNASNAS))
1— P(ATNASNAS)
1 — P(A1)P(A3)P(A3)
= 1-(1=p1)(1—p2)(1 - p3)
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/Zadanie

Rzucamy 6 razy kostka. Jaka jest szansa, ze wyrzucimy przynajmniej
jedna ,,szostke”?
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/Zadanie

Rzucamy 6 razy kostka. Jaka jest szansa, ze wyrzucimy przynajmniej
jedna ,,szostke”?

Odpowiedz: A; — ,szbstka na i-tej kostce” (i =1,...,6)
B — ,,co najmniej jednak széstka”, B=A; UAyU...U Ag

Analogicznie do poprzedniego slajdu:

P(B) = P(AfU...UAs) = 1—(1—P(A1)) ... (1= P(A))

5 6
=1—-1(= ~ 0.665
()
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/Zadanie

Zadanie 4

Uogdlniamy: Rzucamy n razy kostka n-Scienng. Jakie jest prawdopodo-
bieAstwo, ze wyrzucimy przynajmniej jedna jedynke? Do jakiej wartosci
zbiega to prawdopodobienstwo przy n — oo?
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Warunkowa niezalezno$é

Zdarzenia A i B nazywamy warunkowo niezaleznymi pod warunkiem zaj-
Scia zdarzenia C z P(C) > 0, gdy:
P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C)

Oznaczenie: A L B| C
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Warunkowa niezalezno$é

Zdarzenia A i B nazywamy warunkowo niezaleznymi pod warunkiem zaj-

Scia zdarzenia C z P(C) > 0, gdy:
P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C)

Oznaczenie: A L B| C

Uwaga: Jesli P(BN C) > 0 to:
_ P(AnBNC)  P(ANnB|C)P(C)
PAIBNC) = —pEAe) = “RBIO)PO)
_ P(ANBIC) » PAICO)P(BIC) _
PBIC) eI~ A9

gdzie w (x) skorzystali$my z warunkowej niezaleznosci.
Podobnie, jesli P(ANC) >0, to P(B|ANC) = P(B|C).
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Warunkowa niezalezno$é

Zdarzenia A i B nazywamy warunkowo niezaleznymi pod warunkiem zaj-
Scia zdarzenia C z P(C) > 0, gdy:
P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C)

Oznaczenie: A L B| C

Uwaga: Jesli P(BN C) > 0 to:
P(ANnBNC) P(ANB|C)P(C)

P(AlBNC) = P(BNC) P(B|C)P(C)
~ P(AnB|C) ) P(AIC)P(B|C)
PBIC) PO G

gdzie w (x) skorzystali$my z warunkowej niezaleznosci.
Podobnie, jesli P(ANC) >0, to P(B|ANC) = P(B|C).
Czyli jesli zaszto zdarzenie C, to zajscie zdarzenia B (A) nie ma wptywu

na prawdopodobienistwo zajscia zdarzenia A (B).
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Czy warunkowa niezalezno$¢ = niezaleznos¢?

Szansa zapadniecia na pewng chorobe wynosi 10%. Dwa rézne testy na
obecno$¢ choroby wykrywaja ja na 100% jesli pacjent jest chory i mylg
sie (niezaleznie) w 5% przypadkéw jesli pacjent jest zdrowy. Czy wyniki
pozytywne obu testow s3 niezalezne?
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P(A1)P(A2) = 0.145-0.145 = 0.021025
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Czy warunkowa niezalezno$¢ = niezaleznos¢?

Szansa zapadniecia na pewng chorobe wynosi 10%. Dwa rézne testy na
obecno$¢ choroby wykrywaja ja na 100% jesli pacjent jest chory i mylg
sie (niezaleznie) w 5% przypadkéw jesli pacjent jest zdrowy. Czy wyniki
pozytywne obu testow s3 niezalezne?

Z — ,pacjent zdrowy", A; — ,pozytywny wynik testu i (i = 1,2)
P(A1NA2|Z) = P(A1|Z)P(A2|Z) = 0.05-0.05 (A1 L Ax|Z2)
P(AiNAZ") =1

Ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:

P(A)) = P(Z)P(Ai|Z)+ P(Z')P(Ai|Z')=0.9-0.05+0.1-1 = 0.145

P(A1)P(A2) = 0.145-0.145 = 0.021025
P(Al N A2) = P(Z)P(Al N A2|Z) + P(Z/)P(Al N A2|Z’)
= 0.9-0.05-0.05+0.1-1=0.10225 # P(A1)P(A2)

Warunkowa niezalezno$¢ nie implikuje niezaleznosci s
/



Czy niezalezno$¢ = warunkowa niezaleznos¢?

Czy zdarzenia ,,0rzet na pierwszej monecie” i ,,orzet na drugiej monecie”
sg warunkowo niezalezne pod warunkiem zdarzenia ,wypadt co najmniej
jeden orzet"?
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A; — ,orzet na i-tej monecie”, Ay = {00, OR}, A, = {00, RO}
C — ,co najmniej jeden orzet”, C = {00, OR, RO}.

P(Al N A2) = P(Al)P(AQ) (Al 1 A2)

pianlc) = DG~ FUGE 0T 82— i)
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Czy niezalezno$¢ = warunkowa niezaleznos¢?

Czy zdarzenia ,,0rzet na pierwszej monecie” i ,,orzet na drugiej monecie”
sg warunkowo niezalezne pod warunkiem zdarzenia ,wypadt co najmniej
jeden orzet"?

A; — ,orzet na i-tej monecie”, Ay = {00, OR}, A, = {00, RO}
C — ,co najmniej jeden orzet”, C = {00, OR, RO}.

P(Al N A2) = P(Al)P(AQ) (Al 1 A2)
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Czy niezalezno$¢ = warunkowa niezaleznos¢?

Czy zdarzenia ,,0rzet na pierwszej monecie” i ,,orzet na drugiej monecie”
sg warunkowo niezalezne pod warunkiem zdarzenia ,wypadt co najmniej
jeden orzet"?

A; — ,orzet na i-tej monecie”, Ay = {00, OR}, A, = {00, RO}
C — ,co najmniej jeden orzet”, C = {00, OR, RO}.

P(Al N A2) = P(Al)P(AQ) (Al 1 A2)

P(ALNC) P({OO,0R}) 1/2 2

piafo) - PALES - PUGO.ORD L2 2 (i)
P(ANANC) PHOO)) 1/4 1
PN A2l O) = =5y = p(e) — 374~ 3

P(A1 N Az|C) # P(A1|C)P(A2|C)

Niezalezno$¢ nie implikuje warunkowe] niezaleznosci
18/43



Niezalezno$¢ a model probabilistyczny

PokazaliSmy, ze dwa zdarzenia opisujace wyniki na dwdch réznych
monetach /kostkach s3 niezalezne.

Podobny wynik tatwo uogdlni¢ na n monet/kostek.
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Podobny wynik tatwo uogdlni¢ na n monet/kostek.

Skad wynika niezalezno$¢? Jest w pewnym sensie wbudowana w wybrany
przez nas model prawdopodobienstwa klasycznego:

1 moneta n monet
liczba wynikéw 2 2. 2=2"
Fh 1 1 1_ 1
prawdopodobienstwo 5 5 5=
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Niezalezno$¢ a model probabilistyczny

PokazaliSmy, ze dwa zdarzenia opisujace wyniki na dwdch réznych
monetach /kostkach s3 niezalezne.

Podobny wynik tatwo uogdlni¢ na n monet/kostek.

Skad wynika niezalezno$¢? Jest w pewnym sensie wbudowana w wybrany
przez nas model prawdopodobienstwa klasycznego:

1 moneta n monet
liczba wynikéw 2 2. 2=2"
Fh 1 1 1_ 1
prawdopodobienstwo 5 5 5=

A jak modelowa¢ ciagi niezaleznych eksperymentéw losowych w przypadku
ogdlnych miar prawdopodobienstwa?
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Przestrzenie produktowe

Rozwazmy n przestrzeni probabilistycznych (Q;, i, P;), i=1,...,n,
dotyczacych n niezaleznych etapéw doswiadczenia losowego

e np. rzuty poszczegdlnymi monetami/kosémi
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Przestrzenie produktowe

Rozwazmy n przestrzeni probabilistycznych (Q;, i, P;), i=1,...,n,
dotyczacych n niezaleznych etapéw doswiadczenia losowego

e np. rzuty poszczegdlnymi monetami/kosémi

Przestrzenig produktowa nazywamy przestrzen (2, F, P), gdzie:
° Q:Q]_XQQX...QH

e F jest o-ciatem zdarzen wygenerowanym ze zdarzen postaci
Al X ... x A, A € F;

e P(A1 x ... x Ap) = P1(A1) - P2(A2) - ...- Pa(Ap).

Z definicji, zdarzenia dotyczace poszczegdlnych etapéw doswiadczenia, np.
A1 X Qo X ... x Qp, s3 niezalezne.
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Przestrzenie produktowe — przykfad

Rzucamy dwoma kostkami

Q1 =Q={1,2,3,4,5,6}

PL=P, Pi({j})=gJ=1....6
Q=M xQ, Q={(ij):ij=1,...,6}
P{i.j}) = P{NP({}) = § - 5
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PL=P, P({j})=¢%j=1,...,6

Q=M xQ, Q={(ij):ij=1,...,6}
P{i.j}) = P{NP({}) = § - 5

Zdarzenie dotyczace pierwszej kostki: A = Ay x Qp
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Przestrzenie produktowe — przykfad

Rzucamy dwoma kostkami
Ql = Q2 = {1a2a3747576}

PL="P,  Pi({j})=

tj=1,....6

Q:Q;[XQQ, QZ{(i,j)Zi,jZl,...,6}
P{i,j}) = PI{IDPA{}) = 5 - 5

Zdarzenie dotyczace pierwszej kostki: A = Ay x Qp

Np. A — ,wypadfo 6 oczek na 1. kostce":
A= {6} X Qo = {(67 1)7 (67 2)a (63 3)7 (67 4)7 (6a 5)a (67 6)}

Zdarzenie dotyczace drugiej kostki B = 1 x A

P(A) =
P(B) =
P(ANB) =

P(A]_ X QQ) = P1(A1) . Pz(Qz) = P]_(Al)
P(Ql X A2) = Pl(Ql) . P2(A2) = P2(A2)
P(Al X A2) = P1(A1) . P2(A2)
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Przestrzenie produktowe — przykfad

Rzucamy dwoma kostkami
Q= Qo ={1, 23456}
PL="P, Pi({j})=¢%J=1...,6
Q =Q; x Qy, —{(I,_])ZI,_]—].,...,6}
P({i,j}) = P{INP({i}) =5 &
Zdarzenie dotyczace pierwszej kostki: A = Ay x Qp
Np. A — ,wypadfo 6 oczek na 1. kostce":
A= {6} X Qo = {(67 1)7 (67 2)a (63 3)7 (67 4)7 (6a 5)a (67 6)}
Zdarzenie dotyczace drugiej kostki B = 1 x A
P(A) = P(A]_ X QQ) = P1(A1) . Pz(Qz) = P]_(Al)
P(B) = P(Q1 x A2) = P1(1) - Po(A2) = P2(A2)
(A N B) = P(Al X A2) = P1(A1) . P2(A2)
A wiec P(ANB)=P(A)P(B)—= A LB
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Niezawodnos¢ systeméw

[ Jesli kazdy z n niezaleznych komponentéw ulega awarii z prawdopodo- |
bienstwem p;, i = 1,...,n, to z jakim prawdopodobiefstwem ulegnie
awarii caty system?
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Komponenty szeregowe

e (s
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Komponenty szeregowe

i

System ulega awarii, jesli cho¢ jeden z komponentéw ulega awarii.

23/43



Komponenty szeregowe

i

System ulega awarii, jesli cho¢ jeden z komponentéw ulega awarii.

A; — ,i-ty komponent ulegt awarii”

A — ,system ulegt awarii", A=A U...UA,

PA)=1—(1—p1)-... (1—py)

(z zadania o sumie zdarzen niezaleznych)
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Komponenty réwnolegte
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Komponenty réwnolegte

System ulega awarii, jesli wszystkie komponenty ulegng awarii.
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Komponenty réwnolegte

System ulega awarii, jesli wszystkie komponenty ulegng awarii.

A; — ,i-ty komponent ulegt awarii”

A — ,system ulegt awarii”, A=A N...NA,

P(A)=pi-... pn
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/Zadanie

W macierzy RAID, sktadajacych sie z n dyskéw, dane replikowane s3 na
wszystkich dyskach. Oblicz szanse utraty danych, jesli awaria pojedyn-

czego dysku zdarza sie z prawdopodobiefstwem p i jest niezalezna od
awarii innych dyskéw.
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/Zadanie

W macierzy RAID, sktadajacych sie z n dyskéw, dane replikowane s3 na
wszystkich dyskach. Oblicz szanse utraty danych, jesli awaria pojedyn-

czego dysku zdarza sie z prawdopodobiefstwem p i jest niezalezna od
awarii innych dyskéw.

Odpowiedz: Jest to system réwnolegty.

A; — awaria i-tego dysku, B — utrata danych

P(B) = P(A) - ...  P(A) = p"
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Ztozone systemy

D (0.1)}—{5 (0.2)HF (0.05)

(w nawiasach podane prawdopodobiefistwa awarii)
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Ztozone systemy

D (0.1)}—{5 (0.2)HF (0.05)
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Ztozone systemy

D (0.1)}—{5 (0.2)HF (0.05)

(w nawiasach podane prawdopodobiefistwa awarii)

Rozwigzanie: upraszczamy system poprzez zamiane podsystemoéw
szeregowych i réwnolegtych na pojedyncze komponenty

pi = 0.28-0.2-0.316

~ (0.018
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/Zadanie

Zadanie 5
Jaka jest szansa, ze uda sie przestaé pakiet z punktu A do B w sieci
komputerowej ponizej (liczby na krawedziach to prawd. awarii potaczen):

\u




/Zadanie

Zadanie 5

Jaka jest szansa, ze uda sie przestaé pakiet z punktu A do B w sieci
komputerowej ponizej (liczby na krawedziach to prawd. awarii potaczen):

\u

Wskazowka: zamien sie¢ na graf komponentow.
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Nieuczciwa moneta

Rzucamy dwukrotnie nieuczciwa moneta, dla ktérej orzet wypada z
prawdopodobieristwem p € [0, 1], a reszka z prawdopodobiefstwem 1 — p.
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Z niezaleznosci obu rzutéw moneta prawdopodobienstwa przemnazaja sie:

w P({w})

00 p-p=p?
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Nieuczciwa moneta

Rzucamy dwukrotnie nieuczciwa moneta, dla ktérej orzet wypada z
prawdopodobieristwem p € [0, 1], a reszka z prawdopodobiefstwem 1 — p.

Z niezaleznosci obu rzutéw moneta prawdopodobienstwa przemnazaja sie:

w P({w})
00 p-p=p?
OR p-(1-p)
RO (1-p)-p
RR (1-p)-(1=p)=(1-p)?
Sumujac prawdopodobienstwa zdarzen roztacznych otrzymujemy:
zdarzenie opis prawd.
.Wwypadty 2 orty” A, = {00} p?
,wypadt 1 orzet” A1 ={OR,RO} 2p(1—p)
,wypadfo 0 ortéw”  Ap = {RR} (1—-p)?
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Sumowanie i mnozenie prawdopodobienstw

1. Jedli Ai B s niezalezne:
P(ANB) = P(A)- P(B)
2. Jesli Ai B sa roztaczne:

P(AUB) = P(A)+ P(B)
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Nieuczciwa moneta

Rzucamy 3 razy nieuczciwg monetg z prawdopodobienstwem orta p. Ob-
licz prawdopodobienstwa pojawienia sie k ortéw (k =0, 1,2, 3).
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Nieuczciwa moneta

Rzucamy 3 razy nieuczciwg monetg z prawdopodobienstwem orta p. Ob-
licz prawdopodobienstwa pojawienia sie k ortéw (k =0, 1,2, 3).

zdarzenie opis prawd.

.3 orty” As; = {000} p3

.2 orty” A> = {OOR, ORO,ROO}  3p?*(1 — p)

.1 orzet” A1 = {ORR, ROR, RRO} 3p(1 — p)?
Jbrak ortéw”  Ag = {RRR} (1-p)3
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Schemat Bernoulliego

Rzucamy n razy nieuczciwg moneta z prawdopodobienstwem orta p. Ob-
licz prawdopodobienstwo pojawienia sie k ortéw (k =0,1,2,...,n).

31/43



Schemat Bernoulliego

Wykonujemy serie niezaleznych préb (doswiadczen), kazde z nich konczy
sie sukcesem z prawd. p i porazka z prawd. 1 — p. Podaj prawdopodo-
bienstwo k sukceséw w n prébach (k =0,1,...,n).
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bienstwo k sukceséw w n prébach (k =0,1,...,n).

Kodujemy sukcesy jako jedynki a porazki jako zera:
Q= {w: (bl,...,bn)i b; € {0,1}}
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Schemat Bernoulliego

Wykonujemy serie niezaleznych préb (doswiadczen), kazde z nich konczy
sie sukcesem z prawd. p i porazka z prawd. 1 — p. Podaj prawdopodo-
bienstwo k sukceséw w n prébach (k =0,1,...,n).
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P({(b1,...,b)}) = p-...-p-(1=p)-...-(1—p) = pK(1—p)" ¥
k n—k
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Schemat Bernoulliego

Wykonujemy serie niezaleznych préb (doswiadczen), kazde z nich konczy
sie sukcesem z prawd. p i porazka z prawd. 1 — p. Podaj prawdopodo-
bienstwo k sukceséw w n prébach (k =0,1,...,n).

Kodujemy sukcesy jako jedynki a porazki jako zera:
Q= {w: (bl,...,bn)i b; € {0,1}}
Jesli k = by 4+ bo + ... + by, jest liczba sukceséw, to:

P({(b1,...,b)}) = p-...-p-(1=p)-...-(1—p) = pK(1—p)" ¥
k n—k

lle jest réznych ciggéw binarnych o dtugosci n z k jedynkami? (})).

Jesli A — ,wypadto doktadnie k sukceséw w n prébach”, to:
ny « n—k
P(Ax) = <k>p (1-p)
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Schemat Bernoulliego

P(Ax) = (Z) pi(L—p) "

n= n= n=
#sukc. prawd. ##sukc. prawd. #sukc. prawd.
0 (1-p)? 0 (1-pp 0o (1-pf
1 2p(1—p)| 1  3p(1—py| 1  4p(1-p)?
2 p? 2 3p*(1-p)| 2 6p*(l—p)
3. (1-pp 3 4p¥(1-p)
4 p4
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Schemat Bernoulliego

[ Fakt: Dla dowolnego p € [0, 1]:

Zn: (:) pPrL-—p)"* =1

k=0

1.
5

L i

W szczegélnosci, jesli p =
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Schemat Bernoulliego

[ Fakt: Dla dowolnego p € [0, 1]:
“(n
> <k>pk(1 -p) k=1
k=0

W szczegélnosci, jesli p = %:

S(G) - = x(i) -

k=0

Dowdd: Niech Ax — ,wypadfo doktadnie k sukceséw w n prébach”

Q = AJUAIU...UA,
Poniewaz Ay sa roztaczne (k =0,...,n):

1= P(Q) = zn:P(Ak) = Z (Z)pk(l—p)”_k
k=0 k=0 s



Schemat Bernoulliego
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Nieskonczony cigg Bernoulliego

Czasem w schemacie Bernoulliego nie ma ograniczenia na liczbe préb n
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Nieskonczony cigg Bernoulliego

Czasem w schemacie Bernoulliego nie ma ograniczenia na liczbe préb n

e Spacer losowy: idziemy krok w lewo (,sukces”) lub w prawo
(,porazka™) z prawdopodobiefistwem 1/2. Jaka jest szansa, ze
kiedykolwiek oddalimy sie o 10 krokéw od punktu startowego?

1/2 % 1/2

—10 0 10
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e Gry hazardowe: Gramy w ruletke (,czerwone/czarne”), za kazdym
razem obstawiajac 1 zt. Zaczynajac z 10 zt konczymy gre, jesli albo
stracimy wszystko, albo osiggniemy 20zt. Jaka jest szansa wygranej?
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Czasem w schemacie Bernoulliego nie ma ograniczenia na liczbe préb n

e Spacer losowy: idziemy krok w lewo (,sukces”) lub w prawo
(,porazka™) z prawdopodobiefistwem 1/2. Jaka jest szansa, ze
kiedykolwiek oddalimy sie o 10 krokéw od punktu startowego?

1/2 % 1/2

—10 0 10

e Gry hazardowe: Gramy w ruletke (,czerwone/czarne”), za kazdym
razem obstawiajac 1 zt. Zaczynajac z 10 zt konczymy gre, jesli albo
stracimy wszystko, albo osiggniemy 20zt. Jaka jest szansa wygranej?

Prawdopodobienstwa zwykle uzyskujemy rozwigzujac rekurencje.
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Przyktad — student wraca do domu

Z baru do domu jest n krokéw. Student jest k krokéw od domu. Z praw-
dopodobienstwem 1/2 student robi krok w kierunku domu lub baru. Jak
wréci do baru, juz z niego nie wyjdzie. Jaka ma szanse dojs¢ do domu?
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Poniewaz Hy UH_ =Qoraz Hy N H_ =),
P(Sk) = P(Sk|Hy) P(Hy) + P(Sk|H-) P(H-)
N— N—
P(Sk-1) P(Sk41)

1 1
= §P(5k—1) + §P(5k+1)
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Przyktad — student wraca do domu (c.d.)

el

n—k k

Oznaczajac s, = P(Sk) i mnozac przez 2, otrzymujemy rekurencje

2s = Sk—1 + Sk+1, przy warunkach brzegowych sp =1,s, =0
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S

n—k k

Oznaczajac s, = P(Sk) i mnozac przez 2, otrzymujemy rekurencje
2s = Sk—1 + Sk+1, przy warunkach brzegowych sp =1,s, =0
Przeksztatcajac: sk — sk—1 = Sk+1 — Sk

Kolejne réznice r = sx11 — sk sa identyczne dla wszystkich k!

St = So+Ss1—5 = sg+r
S5 = S+ —85 = S1+r = sp+2r
S, = sy+nr

Ale skoro s, =0, so=1,to r = —%

Cayli P(Sk) = s =1— & = n-k

n
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Przyktad — student wraca do domu (c.d.)

[ A jaka jest szansa, ze student wréci do baru, bedac k krokéw od domu? ]
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Przyktad — student wraca do domu (c.d.)

[ A jaka jest szansa, ze student wréci do baru, bedac k krokéw od domu? ]

By — ,student dojdzie do baru, jesli jest k krokéw od domu”

2 ——

n—k k

Wskazéwka: ,bar" i ,dom” s3 tu umowne i symetryczne!
.k krokéw od domu” to ,,n — k krokéw od baru”

P(Bx) = P(Sh—«) = n-(n=k) _ k

n n
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Przyktad — student wraca do domu (c.d.)

[ A jaka jest szansa, ze student wréci do baru, bedac k krokéw od domu? ]

By — ,student dojdzie do baru, jesli jest k krokéw od domu”

& g

n—k k

Wskazéwka: ,bar" i ,dom” s3 tu umowne i symetryczne!
.k krokéw od domu” to ,,n — k krokéw od baru”
n—(n—k) k
P B = P S . - —_— = -
(Bk) (Sn—k) . p
Poniewaz P(Bx) + P(Sk) = 1, prawdopodobienistwo, ze student bedzie

krazyt w nieskonczonos¢ jest réwne 0.
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Przyktad — gra

Jas i Matgosia rzucaja monety. Jedli wypadnie orzet — Jas daje Matgo-
si ztotéwke, jesli reszka — Matgosia Jasiowi. Jas zaczyna z kapitatem j
zt, Matgosia — z m zt. Gra toczy sie, dopdki ktéres z nich nie przegra
wszystkiego. Jaka jest szansa wygranej Jasia, a jaka Matgosi?
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Przyktad — gra

Jas i Matgosia rzucaja monety. Jedli wypadnie orzet — Jas daje Matgo-
si ztotéwke, jesli reszka — Matgosia Jasiowi. Jas zaczyna z kapitatem j
zt, Matgosia — z m zt. Gra toczy sie, dopdki ktéres z nich nie przegra

wszystkiego. Jaka jest szansa wygranej Jasia, a jaka Matgosi?

Sprowadzamy problem do poprzedniego zadania:
e Jas = dom, Matgosia = bar
e Odlegtos¢ dom-bar n = m+j
e Poczatkowa odlegtos¢ od domu k = m
Jedli J — ,wygrywa Jas", M — ,wygrywa Matgosia” to:
k J k m

PO=1= =5 PM=0=7
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Przyktad — wracamy do zadania z barem

[ Komplikujemy: student wykonuje krok w kierunku domu z prawdopodo- ]
bienstwem p # % Jaka ma szanse doj$¢ do domu?
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Przyktad — wracamy do zadania z barem

[ Komplikujemy: student wykonuje krok w kierunku domu z prawdopodo- ]
bienstwem p # % Jaka ma szanse doj$¢ do domu?

Wychodzimy z uprzednio otrzymanego réwnania:
P(5k) = P(Sk-1)P(H+) + P(Sk+1) P(H-) = pP(Sk-1) + (1 — p)P(Sk+1)
Oznaczajac sk = P(Sk) dostajemy rekurencje:

sk = psk—1+ (1 — p)sk+1, przy so = 1,5, = 0.
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Przyktad — wracamy do zadania z barem

[ Komplikujemy: student wykonuje krok w kierunku domu z prawdopodo- ]
bienstwem p # % Jaka ma szanse doj$¢ do domu?

Wychodzimy z uprzednio otrzymanego réwnania:
P(5k) = P(Sk-1)P(H+) + P(Sk+1) P(H-) = pP(Sk-1) + (1 — p)P(Sk+1)
Oznaczajac sk = P(Sk) dostajemy rekurencje:

sk = psk—1+ (1 — p)sk+1, przy so = 1,5, = 0.

Zgadujemy rozwigzanie: dla r = ﬁ mamy

rk_rn

1—1rn

P(Sk) = Sk =
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Przyktad — brak baru

[ Student jest k krokéw od domu. Z prawdopodobienstwem 1/3 wykonuje ]
krok w kierunku domu, 2/3 — w kierunku przeciwnym. Jaka ma szanse

dojs¢ kiedykolwiek do domu?
™
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Przyktad — brak baru

[ Student jest k krokéw od domu. Z prawdopodobienstwem 1/3 wykonuje ]
krok w kierunku domu, 2/3 — w kierunku przeciwnym. Jaka ma szanse

dojs¢ kiedykolwiek do domu?
™

k n
r“—r p 1/3 1
P S fr— f— = — = — = —
(k) =s = 3= "T1,723 2
Student moze zawedrowa¢ dowolnie daleko w przeciwnym kierunku.
—> bar jest nieskonczenie daleko: n — oo

im s - m OBy

I
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Nieskonczone ciagi Bernoulliego — podsumowanie

Spacer losowy:

—b 0 a

e Prawdopodobienstwo osiggniecia punktu A:

=5 jesli p=3
P(A) = P \? (P at+b
(11"_)(,,(1);1)1, jesli p# 3
1-p

e Prawdopodobienstwo osiagniecia punktu B:
P(B) = 1—- P(A)

e Mozemy usuna¢ punkt B (lub A) przechodzac z b (lub a) do

nieskonczonosci.
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/Zadania

Jas i Matgosia rzucaja nieuczciwg moneta, ktéra daje wygrang Matgo-
si z prawdopodobienstwem p i Jasiowi z prawdopodobiefstwem 1 — p.
Ten, kto wygra, daje drugiej osobie ztotéwke. Jas zaczyna z kapitatem
J zt, Matgosia — z m zt. Gra toczy sie, dopdki ktéres z nich nie przegra
A wszystkiego. Jaka jest szansa wygranej Jasia, a jaka Matgosi?

Adam, Bolek i Czesio rzucaja — w tej kolejnoéci — moneta (uczciwa).

Wygrywa ten, ktéry pierwszy otrzyma orta. Znalez¢ szanse na wygrana

dla kazdego z graczy. Znajdz ogdlna odpowiedZ dla nieuczciwej monety,
| w ktérej orzet wypada z prawdopodobienstwem p > 0
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