Metody probabilistyczne
Rozwigzania zadan

3. Prawdopodobienstwo warunkowe
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Zadanie 1. Podaj przyklady zdarzer takich, ze (a) P(A|B) < P(A), (b) P(A|B) = P(A), (¢) P(A|B) >
P(4)
Odpowiedz:

e Rzucamy moneta, B = {O} — ,wypad! orzel”, A = {R} - ,wypadla reszka”. Wtedy P(B) = 3,
natomiast P(A|B) = 2425 — 0. Ogolniej: jesli dla dowolnego zdarzenia B z P(B) > 0 wezmiemy

P(B)
_ _ P(B'NB) _ PO) _
A= B, to P(A|B) = 2008 = LUl — 0 < P(B).

e Rzucamy dwoma monetami, B = {RO,00} — ,wypadl orzel na 1. monecie”, A = {OR, 00} —

swypadl orzel na 2. monecie”. Wtedy P(B) = %, natomiast P(A|B) = P;’?;?) =141

/2 — 2

e Rzucamy moneta, B = {O} — ,wypadl orzel”, A = B. Wtedy P(B) = %, natomiast P(A|B) =
P(ANB) _ P(B)

PB) = P(B) — 1. Ogdlniej: jedli dla dowolnego zdarzenia B z 0 < P(B) < 1 wezmiemy A = B

to P(A|B) = Z&g%) = DU = 1> P(B).

Zadanie 2. Pokaz, ze P(A|B) jako funkcja A przy ustalonym B spelnia aksjomaty Kolmogorowa.

Odpowiedz: Korzystamy z definicji: P(A|B) = PE;‘EEJ)B) dla P(B) > 0.

1. Nieujemno$é P(A|B) > 0: wynika wprost z definicji.

2. Normalizacja P(QB) = 1:
P(QNB) P(B)
(@1B) P(B)  P(B) !

3. Addytywnosé: majac ciag Ai, As,... zdarzen rozlacznych, tj. takich, ze A; N A; = ), musimy
pokazaé, ze P(U;L Aj !B) =>_2, P(A;|B). Mamy:

oo

> P%(‘ ;B> =Y PaB),

Jj=1

o P((UZ 4)nB)  P(UZ(A4nB) |,
P<]-L_J1Aj|3): ( P(B) )1 P(B) e

gdzie w (x) wykorzystaliémy fakt, ze skoro zbiory A; (j = 1,2,...) sa rozlaczne, to tym bardziej
sq rozlaczne zbiory A; N B (j =1,2,...).

Zadanie 3. Rodzina ma dwdjke dzieci. Jaka jest szansa, Ze ma dwdch chlopcow, jesli wiemy, Ze jedno
z dzieci ma na imie Franek? (przyjmij, ze prawdopodobieristwo nadania chiopcu imienia Franek wynosi

p)

Odpowiedz: Dla kazdego dziecka mamy trzy mozliwe wyniki: ,dziewczynka” (d), ,chlopiec Franek” (f),
schlopiec nie-Franek” (c¢). Z tresci zadania wynika, ze P(imie=Franek | chlopiec) = p. W naszej notacji
mozemy to zapisa¢ jako P({f}|{c, f}) = p. Wiemy réwniez, ze szansa na chlopca jest 3, stad P({c, f}) =



% Ze wzoru P(A) = P(A|B)P(B) wynika WIQC ze P({f}) = £, a stad wnioskujemy réwniez, ze P({c}) =

. W przypadku dziewczynki, P({d}) = 3, tak jak poprzedmo.
Przestrzen zdarzen elementarnych ma postac:

Q = {dd.df dc, fd, [ f, fe,cd, cf, cc}.

Jak poprzednio zakladamy, ze dzieci rodza sie niezaleznie, wiec prawdopodobienstwo pary to iloczyn
prawdopodobienstw poszczegdlnych dzieci, tzn.:

P({dd)) =5, PUdR) = P(Efap =2, P({de}) = P({ed)) = -7
Ptse) = Pl = B2 pipy = ey = L220
Wezmy teraz zdarzenie A — ,dwéch chlopcéw”, oraz zdarzenie B — ,jedno z dzieci ma na imie Franek”.
o A={ec.cf fe.ff}. B ={fd.df.fe.cf. [T}, ANB={cf fe.[r},
a stad:
pa gy~ PANB) 2 MR p-p) 2-p

1— 2 _ T A_p
P(B) 2.2 492.200) L 22 p(d—p) 4d-p

Warto zauwazy¢, ze dla p = 1 (,wszyscy chlopcy maja na imie Franek”) daje to = (czyli jakbyS$my
wiedzieli, ze ,jedno z dzieci to chlopiec”), a dla p ~ 0 daje to ~ 35 (podobme jak W stwierdzeniu, ze
wstarsze dziecko to chlopiec”, gdyz imi¢ Franek jest tak rzadkie, ze natychmiast identyfikuje jedno z
dzieci).

Zadanie 4. Mamy w reku trzy asy @ dobieramy dwie dodatkowe karty. Jaka jest szansa na ,karete”
(cztery asy)? Podobnie: jaka jest szansa na karete, jesli mamy w reku dwa asy i dobieramy trzy karty?

Odpowied?: Rozpatrzmy pierwszy przypadek (3 asy w reku, dobieramy 2 karty). Jest wiele sposob6w,
zeby zrobié to zadanie. Np:

1. Patrzymy na karty, ktére pozostaly w talii. Jest 49 kart, dobieramy dwie i potrzebujemy dobraé
ostatniego asa (oznaczmy to zdarzenie przez A). Jako zdarzenia elementarne weZzmy podzbiory
dwuelementowe zbioru 49-elementowego. Mamy Q2] = (429) = 1948 oraz | A| = 48 (poniewaz chcemy

mieé asa oraz jedna z pozostalych 48 kart). Mamy wiec P(A) = 42—9.

2. Uzywamy prawdopodobienstwa warunkowego. Niech () sktada sie z uporzgdkowanych piatek kart.
Zdarzenie B — | pierwsze trzy karty to asy” sklada sie z 4 - 3 -2 -49 - 48 piatek, poniewaz pierwsza
karta moze przyj$¢ na 4 sposoby (as), druga na 3 sposoby (drugi as), trzecia na 2 sposoby (trzeci
as), a pozostale dwie karty sa dowolne (sposréd pozostalych). Jesli przez A oznaczymy ,kareta
aséw w pieciu kartach”, to AN B sklada sie z 4-3-2-(1-48 + 48 - 1), gdyz w ostatnich dwéch
kartach as moze przyjé¢ jako pierwsza lub druga karta. Mamy wiec:

|[ANB| 4-3-2-2-48 2

P(A|B _ 2
P(A|B) = B~ 4-3-2-49-48 49

Jak wida¢, prawdopodobienstwo warunkowe tylko skomplikowalo tutaj odpowiedz.

W drugim przypadku (2 asy w reku, dobieramy 3 karty) mozemy rozumowaé podobnie jak powyzeJ

48 486  _
(pierwszy sposéb), wtedy prawdopodobiefistwo rzeczonego zdarzenia wynosi ) = Fa0a8 — 25 s

Zadanie 5. Losujemy dwie liczby x iy z przedziatu [0,1]. Jaka jest szansa, Ze (o) x < L jesliz+y < 1;
(b) z < % jesli max{x,y} > %9 Przyjmij model prawdopodobieristwa geometrycznego.

OdpowiedZ:

1. Zdarzenia elementarne to pary (z,y) € [0,1]? = Q. Niech A = {(z,y): © < 3} oraz B = {(,y): -+
y < 1}. Zbiory mozna przedstawié¢ na ponizszym rysunku:



Zbiér B ma ksztalt tréjkata z |B| = %, natomiast A N B ma postaé¢ trapezu (zaznaczony wzorem

W kratke” na rysunku), ktérego pole jest réwne 2. Stad P(A|B) = ‘;’/72 =3

2. Jak poprzednio, Q = [0,1]%, a zbiory A = {(z,y): z < %} oraz B = {(z,y): max{z,y} > %}
zostaly zaznaczone ponizej:

[y

wl

Zbiér B ma ksztalt odwréconej litery ,L”. Mamy |B| = [ — [B/| =1— 22 = 2. Z kolei AN B ma
postaé prostokata o bokach % i 1, czyli |[AN B| = §. Stad P(A|B) = % =3

Zadanie 6. Rzucamy kostkq, jesli wypadnie jedno oczko to rzucamy ponownie i dodajemy wyniki. Jaka
jest szansa, ze (sumarycznie) wyrzucimy warto$é powyzej 42

OdpowiedZ: Niech zdarzenie A; oznacza ,wypadlo jedno oczko”, A; — ,wypadlo wiecej niz jedno oczko”,
a B — ,wypadlo sumarycznie powyzej 4”.

Mamy P(B|A;) = %, bo skoro na pierwszej kostce wypadto 1, na drugiej kostce musi wypasé 4,5 lub
6 oczek, zeby suma byla wieksza niz 4. Jesli zajdzie zdarzenie As, nie rzucamy juz drugg kostka, wiec
aby zaszlo zdarzenie B, sumaryczny wynik (czyli po prostu liczba oczek na pierwszej, i jedynej, kostce)
musi by¢ réwny 5 lub 6. Tym samym:

P(BNAy) 1/3 2

P(Bl42) = P(Ay) 5/6 5

7 twierdzenia na prawdopodobienstwo catkowite:

(231 )

L5
6

N

P(B) = P(A1)P(B|A1) + P(A2)P(B|Ay) =

[

Zadanie 7. Mamy b bialych i ¢ czarnych kul w urnie. Wyciggamy jedng kule i od razu jg wyrzucamy
(poza urne!), nie sprawdzajgc koloru. Jakie jest prawdopodobienstwo wyciggniecia za drugim razem kuli
bialej?

Odpowiedz: Niech By i Cy oznaczaja zdarzenia polegajace na wyciagnieciu za pierwszym razem kuli,

odpowiednio, bialej lub czarnej. Podobnie, niech By i Cy oznaczaja analogiczne zdarzenia przy drugim
b b—1

losowaniu. Interesuje nas P(Bz). Zauwazmy, ze P(B1) = 37, P(C1) = 3. Do tego, P(B2|B1) = ;27

oraz P(Bs|Cy) = Wbﬂ (gdyz pozbywamy sie jednej z kul z urny, odpowiednio bialej lub czarnej).



Zdarzenia By i C sa rozlaczne i pokrywaja cala przestrzen, tworza wiec uklad zupely. Ze wzoru na
prawdopodobienstwo catkowite:

P(B3) = P(B3|B1)P(B1) + P(B2|C1)P(Cy)

. b—1 b L b c
T b4+c—1b+c b+c—1b+c
b(b—1)+be bb+c—1) b

b+c)b+c—1) (b+olbtec—1) btec

Co ciekawe, prawdopodobienstwo jest takie samo, jak w przypadku pojedynczego losowania.

Zadanie 8. Zadanie egzaminacyjne (typu testowego) ma &5 mozliwych odpowiedzi, z ktérych tylko jedna
jest prawdziwa. Wsréd 100 egzaminowanych studentéw tylko 30 potrafi rozwigzaé to zadanie, a pozostali
bedq wybierac jedng z odpowiedzi losowo. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze egzaminowany student potrafi
rozwigzal zadanie, jesli zaznaczyl poprawng odpowiedz?

Odpowiedz: Oznaczmy zdarzenia:
e A —  student udzielil poprawnej odpowiedzi”
e B, —  student potrafi rozwigzaé¢ zadanie”
e B_ —  student nie potrafi rozwiaza¢ zadania”

7Z tresci zadania wnioskujemy, ze:

30 3 7 1
P(B+)_ﬁ_ﬁa P(Bf)—l_P(BﬂL)—Ea P(A|B;) =1, P(A\Bf)—g'
7 twierdzenia Bayesa:
P(A|B4)P(B+) 1-0.3 0.3

P(B|4) = -

= —— ~(.68.
P(A|B4+)P(By) + P(A|B_)P(B-) 1-03+0.2-0.7 044




