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Motywacja

Jas i Matgosia losuja po jednej rekawiczce z pary.

e Jaka jest szansa, ze Jas ma lewa rekawiczke?
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Motywacja

Czesto pytamy sie o prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia A pod
warunkiem zajscia innego zdarzenia B.

Ta dodatkowa informacja o zajéciu B moze zmieni¢ szanse zajscia A.
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druga litera stowa to ,h" (A), jesli pierwsza to ,t" (B)?

e Jaka jest szansa, ze losowo wybrany uczen ma 5 z matematyki (A),
jesli z fizyki otrzymat 2 (B)?

Takie prawdopodobienstwo nazywamy warunkowym i oznaczamy przez:
P(A|B)

(,,prawdopodobienstwo A pod warunkiem B").
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Przyktad

Jaka jest szansa wylosowania co najmniej 5 oczek w rzucie kostka (A) jesli
wypadfa nieparzysta liczba oczek (B)?
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w1 w3 ws A B = {wi,ws,ws}
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Przyktad

Rozwazmy to samo zadanie dla nieuczciwej kostki, w ktérej piatka wypada
z prawdopodobienstwem % a pozostate liczby z prawd. %
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobienstwem warunkowym zajscia zdarzenia A pod warunkiem
zajscia zdarzenia B, gdzie P(B) > 0, nazywamy liczbe:

P(AN B)

P(AIB) =" Fy
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e Jedli P(B) =0, to jak to mozliwe, ze B w ogdle by zaszto?
e Nie ma jednoznacznej relacji miedzy P(A) a P(A|B) — moze sig
zdarzy¢, ze P(A|B) < P(A), P(A|B) = P(A) lub P(A|B) > P(A)!
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Podaj przyktady zdarzen takich, ze (a) P(A|B) < P(A), (b) P(A|B) =
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Uwaga: Jedli P(A), P(B) > 0 to przez symetrie:
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Pokaz, ze P(A|B) jako funkcja A przy ustalonym B spetnia aksjomaty
Kotmogorowa.

Posiada wiec wszystkie udowodnione wtasnosci prawdopodobienstwa:
P(A|B) =1— P(A'|B)

P(Al U A2|B) = P(Al‘B) + P(A2|B) - P(Al N A2|B)

itp.
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Przyktad

Jas i Matgosia losuja po jednej karcie z talii. Jaka jest szansa, ze Ja$
wylosowat asa, jesli Matgosia wylosowata asa?
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Przyktad

Jas i Matgosia uméwili na randke. Oboje przychodzg na spotkanie w lo-
sowym czasie miedzy 8:00 a 9:00. Jaka jest szansa, ze Matgosia przyjdzie
pézniej niz Jas, jesli Jas przyjdzie po 8:307
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Przyktad

Rodzina ma dwdjke dzieci. Jaka jest szansa, ze ma dwdch chtopcéw, jesli
wiemy, ze przynajmniej jedno z dzieci jest chtopcem?
(na potrzeby zadania przyjmij prawd. urodzenia dziewczynki jako %)
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Przyktad

Rodzina ma dwdjke dzieci. Jaka jest szansa, ze ma dwéch chtopcéw, jedli
wiemy, ze starsze dziecko jest chtopcem?
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Przyktad

Rodzina ma dwdjke dzieci. Jaka jest szansa, ze ma dwéch chtopcéw, jedli
wiemy, ze starsze dziecko jest chtopcem?

Odpowiedz:
Q ={(c,c),(c,d),(d,c),(d,d)}, gdzie pierwsze z pary to starsze dziecko
A — ,dwéch chtopcow”, A= {(c,c)}
B — ,starsze dziecko to chtopiec”, B = {(c,c),(c,d)}, P(B) =3
ANB={(c,c)}, P(ANB)=;

1/4 1

P(AIB) = 12~ 2

11/31



/Zadanie

Zadanie 3

Rodzina ma dwdjke dzieci. Jaka jest szansa, ze ma dwdch chtopcédw, jesli
wiemy, ze jedno z dzieci ma na imie Franek? (przyjmij, ze prawdopodo-
biefstwo nadania chtopcu imienia Franek wynosi p)

Powyzsze zadanie jest interpolacja dwdch poprzednich przyktadéw (w
zaleznosci od wartosci prawdopodobienstwa p)
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/Zadania

Mamy w reku trzy asy i dobieramy dwie dodatkowe karty. Jaka jest szan-
sa na ,karete” (cztery asy)?

Podobnie: jaka jest szansa na karete, jesli mamy w reku dwa asy i dobie-
ramy trzy karty?

Losujemy dwie liczby x i y z przedziatu [0, 1]. Jaka jest szansa, ze (a)
x < % jesli x +y < 1; (b) x < % jesli max{x,y} > %? Przyjmij model
prawdopodobienstwa geometrycznego
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Reguta tancuchowa

P(AlﬂAQ) = P(Al)P(A2|A1) (zdefinicji)
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P(Al NA>NA;3 ﬂA4)

Reguta tancuchowa

P Al) (A2|A1) (Z definicji)

(

P((Al N AQ) N A3)

P(Al N A2) (A3‘A1 N Ag) (Z def)

P(Al) (AQ’Al)P(A:g’Al N A2) (Z def)
(

P(A1 NAN A3) (A4|A1 NAN A3) (Z def.)

14 /31



P(A1 ﬂAQ)
P(Al NAN A3)

P(Al NA>NA;3 ﬂA4)

Reguta tancuchowa

P Al) (A2|A1) (Z definicji)

(

P((Al N AQ) N A3)

P(Al N A2) (A3‘A1 N Ag) (Z def)

P(Al) (AQ’Al)P(A:g’Al N A2) (Z def)
(
(

P(A1 NAN A3) (A4|A1 NAN A3) (Z def.)
P Al) (A2|A1) (A3’A1ﬂA2)P(A4|A1ﬂAzﬂA3)

14 /31



P(A1 ﬂAQ)
P(Al NAN A3)

P(Al NA>NA;3 ﬂA4)

Reguta tancuchowa

P Al) (A2|A1) (Z definicji)

(

P((Al N AQ) N A3)

P(Al N A2) (A3‘A1 N Ag) (Z def)

P(Al) (AQ’Al)P(A:g’Al N A2) (Z def)
(
(

P(A1 NAN A3) (A4|A1 NAN A3) (Z def.)
P Al) (A2|A1) (A3’A1ﬂA2)P(A4|A1ﬂAzﬂA3)

14 /31



Reguta tancuchowa

Twierdzenie

Jesli zdarzenia A1, Ag, ..., A, spetniaja warunek:

P(AlﬂAQQ...ﬂAn_l) > 0,
to:

P(AlﬂAgﬂ. . .ﬂAn) = P(Al)P(AzyAl)-. . .'P(An|A1ﬂA2ﬂ. . .ﬂAn_l)

L J
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Reguta tancuchowa

Twierdzenie

Jesli zdarzenia A1, Ag, ..., A, spetniaja warunek:

P(AlﬂAQQ...ﬂAn_l) > 0,
to:

P(AlﬂAgﬂ. . .ﬂAn) = P(Al)P(AzyAl)-. . .'P(An|A1ﬂA2ﬂ. . .ﬂAn_l)

L J

Uwaga: Warunek P(A1 N A2 N ... N A,_1) > 0 implikuje, ze:
P(A1)>0, P(A10A2)>0, P(AlﬂAgﬁA3)>0,...

a wiec wszystkie prawdopodobienstwa warunkowe maja sens.
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Przyktad

[ Losujemy trzy karty z talii. Jaka jest szansa, ze wszystkie bedg asami? ]
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Przyktad

[ Losujemy trzy karty z talii. Jaka jest szansa, ze wszystkie bedg asami? ]

Rozwigzanie: Niech A; oznacza ,i-ta karta w rece to as” (i = 1,2,3).
Wtedy A; N Ay N A3 oznacza ,trzy asy”

4
P(ALNAyNA3) = P(A)P(AAP(AsJAINAy) = — - — . =
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Uktad zupetny zdarzen

Moéwimy, ze zdarzenia Aj, Ao, ..., A, tworza uktad zupetny zdarzen, jesli
1. Sa parami rozfaczne: AiNA; =0 dlai#j
2. Pokrywaja cata przestrzen: Ay UAy...UA, =Q
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Uktad zupetny zdarzen

Moéwimy, ze zdarzenia Aj, Ao, ..., A, tworza uktad zupetny zdarzen, jesli
1. Sa parami rozfaczne: AiNA; =0 dlai#j
2. Pokrywaja cata przestrzen: Ay UAy...UA, =Q

A Q
Az

Uktad zupetny zdarzen rozbija

As As przestrzen Q na n roztacznych czesci.

As

Przyktad: Przy rzucie koscig zbiory A1 = {wi1, w3}, As = {wa,ws,we},
Az = {wa} tworza uktad zupetny.
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Wzér na prawdopodobienstwo catkowite

Twierdzenie
Jesli Ay, ..., A, jest uktadem zupetnym, to dla dowolnego zdarzenia B:

P(B) ZP P(B|A))
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Wzér na prawdopodobienstwo catkowite

Twierdzenie

Jesli Ay, ..., A, jest uktadem zupetnym, to dla dowolnego zdarzenia B:

P(B) ZP P(B|A))

Dowéd: Poniewaz
B=BNQ=BN(A1UAU...UA,) = (BNA1)U(BNA)U...U(BNA,),
a zdarzenia BN A;, i =1,...,n, s3 parami roztaczne, to
P(B) = Y P(BNA) ZP P(B|A)),
i=1

gdzie skorzystaliémy z definicji P(B|A;) = %
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Przyktad

Studenci s3 podzieleni na 3 grupy o licznosci 20, 25 i 30. W grupie 1
na pytanie potrafi odpowiedzie¢ 50% studentéw, w grupie 2 — 60% a w
grupie 3 — 30%. Jaka jest szansa, ze losowo wybrany student (sposréd
wszystkich grup) odpowie na pytanie?
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Przyktad

Studenci s3 podzieleni na 3 grupy o licznosci 20, 25 i 30. W grupie 1
na pytanie potrafi odpowiedzie¢ 50% studentéw, w grupie 2 — 60% a w
grupie 3 — 30%. Jaka jest szansa, ze losowo wybrany student (sposréd
wszystkich grup) odpowie na pytanie?

e ) jest zbiorem wszystkich studentéw (|Q2| = 75)
e Grupy (podzbiory) A;, Az, A3 tworza uktad zupetny
e /darzenie B — zbidr studentéw, ktérzy znaja odpowiedz na pytanie

P(B) = P(A1)P(B|A1) + P(A2)P(B|A2) + P(A3)P(B|As)
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054+ 22-06+ 2203

10 15 9 34

BT T 7
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Przyktad

W pewnej loterii w pojedynczym losowaniu szansa wygranej to p, szan-
sa przegranej to q, a z prawdopodobienstwem r wyciggamy los ,graj
ponownie”, ktéry zwracamy do urny i losujemy jeszcze raz. Oczywiscie,
p+ g+ r = 1. Oblicz prawdopodobienstwo wygranej.
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ponownie”, ktéry zwracamy do urny i losujemy jeszcze raz. Oczywiscie,
p+ g+ r = 1. Oblicz prawdopodobienstwo wygranej.

Oznaczmy zdarzenia:
e W — wygrana w loterii
e A — wyciagnelismy los wygrywajacy, P(A) =
e B — wyciagnelismy los przegrywajacy, (B)
e C — wyciagneliSmy los ,graj ponownie”, P(C

)

A, B, C tworzg uktad zupetny, stad:
P(W) = P(WIJA)P(A)+ P(W|B)P(B) + P(W|C)P(C)
= 1-p+0-g+P(W)-r = p+rP(W)

Rozwiazujac réwnanie otrzymujemy: P(W) = £ = L
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/Zadanie

Rzucamy kostka, jesli wypadnie jedno oczko to rzucamy ponownie i do-
dajemy wyniki. Jaka jest szansa, ze (sumarycznie) wyrzucimy warto$¢
| powyzej 47

Mamy b biatych i ¢ czarnych kul w urnie. Wyciggamy jedna kule i od
razu ja wyrzucamy (poza urne!), nie sprawdzajac koloru. Jakie jest praw-
dopodobienstwo wyciggniecia za drugim razem kuli biatej?
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Paradoks Simpsona

[ W miastach A i B zebrano dane dotyczace wtaman do mieszkan i doméw: ‘

% wihaman do:

miasto mieszkan domodw
A 2% 6%
B 3% 7%

W ktérym z miast jest wieksze prawdopodobienstwo wtamania do lokalu?
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% wihaman do:
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miasto mieszkan domodw miasto mieszkan doméw
A 2% 6% A 1000 1000
B 3% 7% B 1800 200

W ktérym z miast jest wieksze prawdopodobienstwo wtamania do lokalu?

Z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym:
P(wtam.) = P(wtam.|mieszkanie) P(mieszkanie) + P(wtam.|dom)P(dom)
e W miescie A: P(wtam.) = 0.02 - 1990 1 0 06 . 1990 — 0 04 = 4%

2000 2000
o W miescie B: P(wtam.) = 0.03 - 3350 +0.07 - 290 = 0.034 = 3.4%
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Paradoks Simpsona

[ W miastach A i B zebrano dane dotyczace wtaman do mieszkan i doméw: ‘

. % wtaman do: ) liczba:
miasto ) , , miasto : p ,
mieszkan domodw mieszkan doméw
A 2% 6% A 1000 1000
B 3% 7% B 1800 200

W ktérym z miast jest wieksze prawdopodobienstwo wtamania do lokalu?

Z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym:

P(wtam.) = P(wtam.|mieszkanie) P(mieszkanie) + P(wtam.|dom)P(dom)

o W miescie A: P(wtam.) = 0.02 - 5033 + 0.06 - 5053 = 0.04 = 4%

o W miescie B: P(wtam.) = 0.03 - 3350 +0.07 - 290 = 0.034 = 3.4%

Paradoks Simpsona: efekt dziatania w obrebie grup odwraca sie, gdy grupy
sg pofaczone
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Paradoks Simpsona

Kwestia dyskryminacji ze wzgledu na pte¢ na Uniwersytecie Kalifornijskim
w Berkeley (1973)

# aplikujacych  # przyjetych

mezczyzni 8442 44%
kobiety 4321 35%
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Paradoks Simpsona

Kwestia dyskryminacji ze wzgledu na pte¢ na Uniwersytecie Kalifornijskim
w Berkeley (1973)

# aplikujacych  # przyjetych

mezczyzni 8442 44%
kobiety 4321 35%
Badania statystyczne wykazaty jednak odwrotna tendencje:
: % mezczyzni % kobiety
wydziat aplikujacych  przyjetych  aplikujacych  przyjetych

A 825 62% 108 82%
B 560 63% 25 68%
C 325 37% 593 34%
D 417 33% 375 35%
E 191 28% 393 24%
F 272 6% 341 7%
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Wzér Bayesa

Twierdzenie

Jedli Aq, ..., A, jest uktadem zupetnym zdarzen z P(A;) > 0 dla wszyst-
kich i =1,...,n, a B zdarzeniem takim, ze P(B) > 0 to:

P(BIA)P(A))  P(B|A)P(A)

PAILB) = =—pBy — = T, P(B|A)P(A)
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Twierdzenie

Jedli Aq, ..., A, jest uktadem zupetnym zdarzen z P(A;) > 0 dla wszyst-
kich i =1,...,n, a B zdarzeniem takim, ze P(B) > 0 to:

_ P(BJA)P(A)) _  P(BJA)P(A)
PALEY = =pE) = S, P(BIA)P(A)
Dowéd:
Poniewaz P(A;| B) = P0i5®), mamy P(A; N B) = P(A;| B)P(B).
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Wzér Bayesa

Twierdzenie

Jedli Aq, ..., A, jest uktadem zupetnym zdarzen z P(A;) > 0 dla wszyst-
kich i =1,...,n, a B zdarzeniem takim, ze P(B) > 0 to:

_ P(BJA)P(A) P(B|A;)P(A)
PAILB) = =—pBy — = T, P(B|A)P(A)

Dowdd:

Poniewaz P(A;| B) = P0i5®), mamy P(A; N B) = P(A;| B)P(B).
Podobnie z P(B | A;) = P45 wynika P(A; 1 B) = P(B| Aj)P(A)

Przyréwnujac oba wzory stronami dostajemy:

P(A/|B)P(B) = P(B|A)P(A) = P(A|B) = P(B‘P‘(‘gf(“f)
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Wzér Bayesa

Twierdzenie

Jedli Aq, ..., A, jest uktadem zupetnym zdarzen z P(A;) > 0 dla wszyst-
kich i =1,...,n, a B zdarzeniem takim, ze P(B) > 0 to:

_ P(BJA)P(A) P(B|A;)P(A)
PAILB) = =—pBy — = T, P(B|A)P(A)

Dowdd:

Poniewaz P(A;| B) = P4ip®), mamy P(A; 1 B) = P(A; | B)P(B).
Podobnie z P(B | A;) = P45 wynika P(A; 1 B) = P(B| Aj)P(A)
Przyréwnujac oba wzory stronami dostajemy:

P(B|A)P(A;
P(A;|B)P(B) = P(B|A)P(A)) = P(Ai|B) = (‘P(Bz)()

Druga z réwnosci wynika ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite.
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Znaczenie wzoru Bayesa

Wzér Bayesa uzywa jest czesto we wnioskowaniu
na temat zbioru hipotez Ay, ..., A,.

Kazda z hipotez ma pewne prawdopodobienstwo
a priori P(A;).

Po przeprowadzeniu dodwiadczenia, wynikiem
ktérego jest B, wzér Bayesa pozwala obliczy¢
prawdopodobienstwa a posteriori P(A; | B)
kazdej z hipotez. Thomas Bayes
(1702-1761)
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Przyktad

W pewnym miescie s3 dwa kierunki studiéw informatycznych.

Na popularniejszy kierunek A; uczeszcza 75% studentéw, na A, — pozostate 25%.
Aplikacje napisane przez studentéw z kierunku A; zawieszaja sie w 5%
przypadkéw, a przez studentéw z Ay — w 15%.

DostaliSmy program, ktéry sie zawiesit. Jaka jest szansa, ze napisali go studenci z
kierunku Aj, a jaka, ze z kierunku A,?
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Przyktad

W pewnym miescie s3 dwa kierunki studiéw informatycznych.

Na popularniejszy kierunek A; uczeszcza 75% studentéw, na A, — pozostate 25%.
Aplikacje napisane przez studentéw z kierunku A; zawieszaja sie w 5%
przypadkéw, a przez studentéw z Ay — w 15%.

DostaliSmy program, ktéry sie zawiesit. Jaka jest szansa, ze napisali go studenci z
kierunku Aj, a jaka, ze z kierunku A,?

Odpowiedz:
B — ,aplikacja sie zawiesita”, P(B|A;) = %, P(BlAz) = 2—30
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Przyktad

W pewnym miescie s3 dwa kierunki studiéw informatycznych.

Na popularniejszy kierunek A; uczeszcza 75% studentéw, na A, — pozostate 25%.
Aplikacje napisane przez studentéw z kierunku A; zawieszaja sie w 5%
przypadkéw, a przez studentéw z Ay — w 15%.

DostaliSmy program, ktéry sie zawiesit. Jaka jest szansa, ze napisali go studenci z
kierunku Aj, a jaka, ze z kierunku A,?

Odpowiedz:
B - ,aplikacja sie zawiesita”, P(B|A1) = %, P(B|A2) =
Prawdopodobienstwa a priori: P(A1) = 3, P(A2) = %

3
40
B

Prawdopodobienstwa a posteriori: P(A;|B) = P(B\Al)ggﬂl)qﬁg((gfi\zw(b)

1.3 1 1

P(AI‘B): 1 3%0 43 1 :25 P(A2|B):1_P(A1|B):f
2041203

Szansa A wzrosta z 25% do 50% — dlaczego?
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Przyktad

Test na rzadka chorobe, na ktéra zapadaja dwie osoby na tysiac, jest w 100%
skuteczny, jesli osoba jest chora. Jednak jesli osoba jest zdrowa, test daje
odpowiedz fatszywie pozytywna w 5% przypadkéw. Jaka jest szansa, ze osoba jest
chora, jesli wynik testu jest pozytywny?
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skuteczny, jesli osoba jest chora. Jednak jesli osoba jest zdrowa, test daje
odpowiedz fatszywie pozytywna w 5% przypadkéw. Jaka jest szansa, ze osoba jest
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W_ — ,wynik testu negatywny”

27/31



Przyktad

Test na rzadka chorobe, na ktéra zapadaja dwie osoby na tysiac, jest w 100%
skuteczny, jesli osoba jest chora. Jednak jesli osoba jest zdrowa, test daje
odpowiedz fatszywie pozytywna w 5% przypadkéw. Jaka jest szansa, ze osoba jest
chora, jedli wynik testu jest pozytywny?

Zdarzenia: C — ,chory”, Z — ,zdrowy", W4 — ,wynik testu pozytywny",
W_ — ,wynik testu negatywny”

P(C)=0.002, P(Z)=0998, P(W.|C)=1, P(W.|Z)=0.05.
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Przyktad

Test na rzadka chorobe, na ktéra zapadaja dwie osoby na tysiac, jest w 100%
skuteczny, jesli osoba jest chora. Jednak jesli osoba jest zdrowa, test daje
odpowiedz fatszywie pozytywna w 5% przypadkéw. Jaka jest szansa, ze osoba jest
chora, jedli wynik testu jest pozytywny?

Zdarzenia: C — ,chory”, Z — ,zdrowy", W4 — ,wynik testu pozytywny",
W_ — ,wynik testu negatywny”

P(C) =0.002, P(Z)=10.998, P(Wi|C)=1, P(W4|Z)=0.05.

C i Z tworzg ukfad zupetny. Z twierdzenia Bayesa:

P(WL|C)P(C)
P(W|C)P(C) + P(W.|Z2)P(Z)

P(CIWy) =
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Przyktad

Test na rzadka chorobe, na ktéra zapadaja dwie osoby na tysiac, jest w 100%
skuteczny, jesli osoba jest chora. Jednak jesli osoba jest zdrowa, test daje
odpowiedz fatszywie pozytywna w 5% przypadkéw. Jaka jest szansa, ze osoba jest
chora, jedli wynik testu jest pozytywny?

Zdarzenia: C — ,chory”, Z — ,zdrowy", W4 — ,wynik testu pozytywny",
W_ — ,wynik testu negatywny”

P(C)=0.002, P(Z)=0998, P(W.|C)=1, P(W.|Z)=0.05.

C i Z tworzg ukfad zupetny. Z twierdzenia Bayesa:

P(WL|C)P(C)
P(WLIC)P(C) + P(W,[Z)P(2)
1-0.002

= 10,0021 0050998 ~ 0038

P(CIW,)
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Intuicyjne uzasadnienie wyniku

TR PP P
PP P PP PR
A

Wezmy 1000 oséb. Sposérdd nich, dwie osoby sa chore. Test dat wynik
pozytywny dwdém chorym, ale réwniez 50 zdrowym (5%).
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Intuicyjne uzasadnienie wyniku

TR PP P
PP P PP PR
A

Wezmy 1000 oséb. Sposérdd nich, dwie osoby sa chore. Test dat wynik
pozytywny dwém chorym, ale réwniez 50 zdrowym (5%). Czyli tylko dwie
z 52 oséb z wynikiem pozytywnym sa chore.
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

Wstepna odpowiedz:

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia

Skoro zostaty dwie zastoniete bramki, to prawdopodobienstwo wygrane;

1

wynosi 5 i nie ma znaczenia, czy gracz zmieni decyzje, czy nie. ..
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania

inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia

Przypadek 1: Gracz nie zmienia decyzji.
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia

Przypadek 1: Gracz nie zmienia decyzji.
Zatézmy (bez straty ogdlnosci), ze gracz wybrat bramke; nrl.

Zdarzenie S; — ,samochéd w bramce i (i =1,2,3),

aelel Wiln HW
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania

inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia
Przypadek 1: Gracz nie zmienia decyzji.
Zatézmy (bez straty ogdlnosci), ze gracz wybrat bramke; nrl.

Zdarzenie S; — ,samochéd w bramce i (i =1,2,3),

aelel Wiln WH

Gracz wygrywa gdy zajdzie zdarzenie S1, czyli prawdopodobienstwo
wygranej wynosi %
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

Przypadek 2: Gracz zmienia decyzje.

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonigetymi bramkami stojg 2 kozy i samochdd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia
2]
4
N

Przypadek 2: Gracz zmienia decyzje.
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia

gue
F1H HEF HE

Przypadek 2: Gracz zmienia decyzje.

b A

Gracz wygrywa gdy zajda zdarzenia Sy lub S3 i przegrywa gdy zajdzie
zdarzenie S; wigc prawdopodobiefistwo wygranej wynosi P(S; U S3) = 3.
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

Dlaczego poczatkowe rozumowanie zawiodto?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia

Zatézmy, ze gracz wskazuje bramke 1, a prowadzacy otwiera bramke 3
(zdarzenie O3). Jakie jest prawd., ze samochéd jest w bramce 17

29/31



Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania 7 7
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane

wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia
Dlaczego poczatkowe rozumowanie zawiodto?

Zatézmy, ze gracz wskazuje bramke 1, a prowadzacy otwiera bramke 3
(zdarzenie O3). Jakie jest prawd., ze samochéd jest w bramce 17

- P(03|51)P(51)
P(51103) = P(03]51)P(51) + P(03]5,)P(S2) + P(03]53)P(S3)
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

Dlaczego poczatkowe rozumowanie zawiodto?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia

Zatézmy, ze gracz wskazuje bramke 1, a prowadzacy otwiera bramke 3
(zdarzenie O3). Jakie jest prawd., ze samochéd jest w bramce 17

P(51103) =

P(03|51)P(51)

1 =1
2

P(03|51) P(S1) + P(03]52) P(S2) + P(03]S3) P(S3)
——— —_——— —_————

=0
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane

wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia
Dlaczego poczatkowe rozumowanie zawiodto?
Zatézmy, ze gracz wskazuje bramke 1, a prowadzacy otwiera bramke 3
(zdarzenie O3). Jakie jest prawd., ze samochéd jest w bramce 17

P(03|51)P(51)

P(51103) =
(51103) P(03]51) P(S1) + P(0s]S2) P(S) + P(03]S3) P(S3)
T R =0
=5 - B
1.1
_ 2 3 - _
Toi+1-340-2 3
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Przyktad (paradoks Monty'ego Halla)

Za 3 zastonietymi bramkami stoja 2 kozy i samochéd.
Gracz wybiera jedna z bramek. Prowadzacy odstania
inng bramke (z koza) i proponuje graczowi zmiane
wyboru. Czy decyzja gracza zmienia szanse wygranej?

zrédto wszystkich rysunkéw: wikipedia

Dlaczego poczatkowe rozumowanie zawiodto?
Zatézmy, ze gracz wskazuje bramke 1, a prowadzacy otwiera bramke 3
(zdarzenie O3). Jakie jest prawd., ze samochéd jest w bramce 17

P(03|51)P(51)

P(51103) =
(51103) P(03]51) P(S1) + P(0s]S2) P(S) + P(03]S3) P(S3)
T R =0
=5 - B
1.1
_ 2 3 - _
Toi+1-340-2 3

Podobnie, P(S,|03) = 2, czyli optaca sig zmieni¢ bramke.
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Przyktad

Trzej wiezniowie — Arnold, Bernard i Cezary — czekaja na $ciecie przez kata. Krdl
postanowit utaskawi¢ jednego z nich (wybranego losowo). Arnold przekupit
straznika, aby ten wyjawit mu kto zostanie Sciety (cho¢ o losie Arnolda nie powie

nic). Straznik powiedziat, ze Bernard. Jaka jest szansa, ze Arnold réwniez
zostanie Sciety?
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Przyktad

Trzej wiezniowie — Arnold, Bernard i Cezary — czekaja na $ciecie przez kata. Krdl
postanowit utaskawi¢ jednego z nich (wybranego losowo). Arnold przekupit
straznika, aby ten wyjawit mu kto zostanie Sciety (cho¢ o losie Arnolda nie powie
nic). Straznik powiedziat, ze Bernard. Jaka jest szansa, ze Arnold réwniez
zostanie Sciety?

Odpowiedz: % bo albo Arnold, albo Cezary zostanie utaskawiony??
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Przyktad

Trzej wiezniowie — Arnold, Bernard i Cezary — czekaja na $ciecie przez kata. Krdl
postanowit utaskawi¢ jednego z nich (wybranego losowo). Arnold przekupit
straznika, aby ten wyjawit mu kto zostanie Sciety (cho¢ o losie Arnolda nie powie
nic). Straznik powiedziat, ze Bernard. Jaka jest szansa, ze Arnold réwniez
zostanie Sciety?

Odpowiedz: % bo albo Arnold, albo Cezary zostanie utaskawiony??

Nie, szansa wynosi % Czegokolwiek dowie sie Arnold, nie da mu zadnych

informacji o jego losie.

(Sytuacja dokfadnie jak w paradoksie Monty'ego Halla przy braku zmiany
decyzji, gdzie bramki=wigzniowie, wygrana=utaskawienie, itp.)
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/Zadanie

Zadanie 8

Zadanie egzaminacyjne (typu testowego) ma 5 mozliwych odpowiedzi, z
ktérych tylko jedna jest prawdziwa. Wsréd 100 egzaminowanych studen-
tow tylko 30 potrafi rozwigzad to zadanie, a pozostali beda wybiera¢ jedna
z odpowiedzi losowo. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze egzaminowany
student potrafi rozwigzaé zadanie, jesli zaznaczyt poprawng odpowiedz?
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