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Klasyczna /geometryczna definicja prawdopodobieristwa

e Przestrzen zdarzen elementarnych €

e Zdarzenia A C Q to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych

e Prawdopodobienistwo zdarzenia A: P(A) = %

> Def. klasyczna: |A| jest licznoscia zbioru
> Def. geometryczna: |A| jest miara zbioru
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e Ograniczenie do dwéch specyficznych przestrzeni zdarzen (zbiory
skoniczone lub R")

P> np. rzucanie moneta do czasu pojawienia sie orta

e Niespdjnos¢ matematyczna (przyktad za moment)
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Problem d’Alemberta

Rozwazmy nastepujaca prosta gre: rzucamy dwoma monetami i wygry-
wamy, jesli wypadnie co najmniej jeden orzet, w przeciwnym wypadku
przegrywamy. Jakie jest prawdopodobienstwo wygranej?
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Odpowiedz: Niech A bedzie zdarzeniem oznaczajacym wygrana
Poniewaz Q = {00, OR, RO, RR}, A= {00, OR, RO} to oczywiscie

P(A) = 3

Odpowiedz d'Alemberta: Jesli na pierwszej monecie wypadnie orzet, drugi
rzut juz nie nastapi, gdyz gra jest juz rozstrzygnieta.
Stad Q = {0, RO, RR}, A= {0, RO}, a wiec P(A) = 3

Niejednoznacznos¢ przypisania jednakowych prawdopodobienstw
zdarzeniom elementarnym!
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Prawdopodobienstwo geometryczne: paradoks Bertranda

Na okregu o promieniu 1 wybrano losowo cieciwe. Jaka jest szansa, ze
bedzie ona dtuzsza niz bok trdjkata réwnobocznego wpisanego w okrag?
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Na okregu o promieniu 1 wybrano losowo cieciwe. Jaka jest szansa, ze
bedzie ona dtuzsza niz bok trdjkata réwnobocznego wpisanego w okrag?

A — zdarzenie ,cieciwa jest dtuzsza od boku trdjkata”
Cieciwy z A oznaczona na czerwono, spoza A na niebiesko

X
Rozwazmy cieciwy rozpoczynajace sie w X.

Zdarzenia elementarne: drugi koniec cieciwy
okresla kat na okregu w [0, 27].

Q =10,2m)

Cieciwy z A odpowiadajg pogrubionemu tukowi:
A= (%W, %77)

2
T 1
NS PA) =5 =3

To prawdopodobienstwo nie zalezy od wyboru punktu X.
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A — zdarzenie ,cieciwa jest dtuzsza od boku trdjkata”

Cieciwy z A oznaczona na czerwono, spoza A na niebiesko

Rozwazmy cieciwy przecinajace promien OX pod
katem prostym.

Zdarzenia elementarne: potozenie cieciwy okresla
odlegtos¢ od srodka w [0, 1].

\ " / Q =10,1]

Cieciwy z A odpowiadaja pogrubionemu
odcinkowi: A = [0, 3]

1
e PR =3 =3
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Na okregu o promieniu 1 wybrano losowo cieciwe. Jaka jest szansa, ze
bedzie ona dtuzsza niz bok tréjkata réwnobocznego wpisanego w okrag?

A — zdarzenie ,cieciwa jest dtuzsza od boku trdjkata”

Cieciwy z A oznaczona na czerwono, spoza A na niebiesko

Kazda cieciwa jest jednoznacznie zdefiniowana
przez potozenie jej Srodka.

Zdarzenia elementarne: punkty wewnatrz kofa.
Q = K(0,1) (koto o $rodku O i promieniu 1)
Cieciwy z A to punkty w szarym kole:
A=K(0,1%)

3 |4>:|].-A
|

P(A) =
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Prawdopodobienstwo geometryczne: paradoks Bertranda

Na okregu o promieniu 1 wybrano losowo cieciwe. Jaka jest szansa, ze
bedzie ona dtuzsza niz bok trdjkata réwnobocznego wpisanego w okrag?

Skad ten paradoks?

W kazdym przypadku uzyliémy innej przestrzeni zdarzen elementarnych

1. Q=10,27) (kat)

2. 2 =10,1] (odlegtos¢)

3. Q= K(0,1) (punkt)
To, ze wszystkie zdarzenia elementarne s3 réwno prawdopodobne w jednej
z przestrzeni, nie musi oznaczaé, ze s3 rowno prawdopodobne w innej!

Stad wszystkie trzy przyktady dotyczg innego doswiadczenia losowego!
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Zbiory niemierzalne*
[Jakubowski, Sztencel: Rachunek prawdopodobieristwa dla prawie kazdego, dodatek A.3]

Losujemy kat z przedziatu [0, 27)
Mozna pokazaé, ze jesteSmy w stanie podzieli¢ zbidr

Q = [0,27) na nieskonczenie, ale przeliczanie wiele
zbioréw A1, Az, As, ..., takich, ze:

1. Wszystkie zbiory s3 roztaczne: AjNA; =0 dla i #j
2. AUAU...=[0,27) (pokrywaja cata przestrzen Q)

3. Sa przystajace, tzn. dowolne A; mozna utworzyé z A; poprzez
przesuniecie o pewien kat
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wynika z pkt 2. wynika z pkt 1. |Ai| = |A1| z pkt 3.
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2. AUAU...=[0,27) (pokrywaja cata przestrzen Q)

3. Sa przystajace, tzn. dowolne A; mozna utworzyé z A; poprzez
przesuniecie o pewien kat

o
Q| =27 ’Q| = ’A1UA2U...’ = Z‘A,‘
i=1
wynika z pkt 2. wynika z pkt 1. |Ai| = |A1| z pkt 3.

Otrzymujemy 27 = oo - |A1| czyli sprzeczno$¢!

Nie da sie wiec przydzieli¢ zbiorom A; miary, a tym samym
prawdopodobienstwa! zbiory niemierzalne
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Przestrzen probabilistyczna

(Q, F, P)

przestrzen zdarzen - > miara
o-ciato zdarzen .
elementarnych prawdopodobienstwa
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Przestrzen zdarzen elementarnych

e Zdarzenie elementarne w: pojedynczy wynik doswiadczenia losowego

e Przestrzen probabilistyczna €2: zbiér wszystkich mozliwych wynikow
(zdarzen elementarnych)

e Zbidr Q moze byé nieskonczony, a nawet nieprzeliczalny
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e Zdarzenie elementarne w: pojedynczy wynik doswiadczenia losowego

e Przestrzen probabilistyczna €2: zbiér wszystkich mozliwych wynikow
(zdarzen elementarnych)

e Zbidr Q moze byé nieskonczony, a nawet nieprzeliczalny

Przyktady:
e Wynik rzutu kostka: Q ={1,2,3,4,5,6}

e Liczba rzutéw moneta do pojawienia sie orta: Q = {1,2,3,...}

Warto$é¢ napiecia w sieci: Q =R

Czas zycia dysku twardego: Q = [0, c0)
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/Zdarzenia

Zdarzenia to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych

8/36



/darzenia

Zdarzenia to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych Q

Q

Q

Q

suma AUB

iloczyn AN B

réznica A\ B

dopetnienie A’

8/36



/darzenia

Zdarzenia to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych Q

Q

Q

Q

suma AUB

iloczyn AN B

réznica A\ B

dopetnienie A’

o Moéwimy, ze zaszto zdarzenie A, jesli wynik doswiadczenia w € A

8/36



/darzenia

Zdarzenia to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych Q

Q Q Q

suma AUB iloczyn AN B réznica A\ B dopetnienie A’

o Moéwimy, ze zaszto zdarzenie A, jesli wynik doswiadczenia w € A

e Zdarzenie A = Q) nazywamy zdarzeniem pewnym

8/36



/darzenia

Zdarzenia to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych Q

Q Q .

réznica A\ B dopetnienie A’

Q

suma AUB iloczyn AN B

o Moéwimy, ze zaszto zdarzenie A, jesli wynik doswiadczenia w € A
e Zdarzenie A = Q) nazywamy zdarzeniem pewnym
e Zdarzenie A = () nazywamy zdarzeniem niemozliwym

8/36



/darzenia

Zdarzenia to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych Q

Q

Q

Q

suma AUB

iloczyn AN B

réznica A\ B

dopetnienie A’

o Moéwimy, ze zaszto zdarzenie A, jesli wynik doswiadczenia w € A

Zdarzenie przeciwne do A to A’

Zdarzenie A = Q nazywamy zdarzeniem pewnym

Zdarzenie A = () nazywamy zdarzeniem niemozliwym

8/36



/darzenia

Zdarzenia to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych Q

Q

Q

Q

suma AUB

iloczyn AN B

réznica A\ B

dopetnienie A’

o Moéwimy, ze zaszto zdarzenie A, jesli wynik doswiadczenia w € A

Zdarzenie przeciwne do A to A’

Zdarzenie A = Q nazywamy zdarzeniem pewnym

Zdarzenie A = () nazywamy zdarzeniem niemozliwym

Zdarzenia A i B s3 roztaczne (wykluczajace sie) jesli AN B =)

8/36



/darzenia

Zdarzenia to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych Q

Q (» Q 0

suma AUB iloczyn AN B réznica A\ B dopetnienie A’

o Moéwimy, ze zaszto zdarzenie A, jesli wynik doswiadczenia w € A

e Zdarzenie A = Q) nazywamy zdarzeniem pewnym

e Zdarzenie A = () nazywamy zdarzeniem niemozliwym

e Zdarzenie przeciwne do A to A’

e Zdarzenia A i B sa roztaczne (wykluczajace sie) jesli AN B =)

e Ogdlniej: zdarzenia A1, Ao, ... sa parami rozfaczne jesli AiNA; =0
dla wszystkich i # j
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/Zadanie

1.

A o

Niech Aj, Ap, A3z oznaczaja pewne zdarzenia losowe. Wyraz w jak naj-
prostszy sposéb za pomoca operacji teorio-mnogosciowych zdarzenia:

Bli
. ,zaszty dokfadnie dwa zdarzenia”

»zaszty wszystkie trzy zdarzenia”

. ,zaszto co najmniej jedno zdarzenie”
. ,zaszto co najwyzej jedno zdarzenie”
. ,zaszto tylko zdarzenie A;"

. ,nie zaszto zadne ze zdarzen”
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Rodzina zdarzen

Rodzing zdarzen F nazywamy interesujaca nas rodzine podzbioréw 2

Czyli F C 2% (2% to zbiér potegowy, tj. zbiér wszystkich podzbioréw Q)
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1. Zdarzenie pewne Q powinno naleze¢ do F
2. Jedli A nalezy do F to réwniez nalezy zdarzenie ,nie zaszto A”

3. Jedli Ai B naleza do F to réwniez nalezy zdarzenie ,zaszto A lub B"
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o-ciato zbioréw

Rodzine podzbioréw F C 29 nazywamy o-ciatem (o-algebra), gdy:
1. Qe F
2. JeSliAe Fto Al eF
3. Jedli A1, Ap,...€ Fto AiUAU... € F

Uwaga: witasno$¢ 3 zachodzi dla dowolnych przeliczalnych sum zdarzen.
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Witasnoséci o-ciata zdarzen

[ Fakt: Zdarzenie puste nalezy do F: () € F ]
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Witasnoséci o-ciata zdarzen

[ Fakt: Zdarzenie puste nalezy do F: () € F ]

Dowdéd: Poniewaz Q € F, a Q' = (), to z wtasnosci 2 mamy () € F.
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Witasnoséci o-ciata zdarzen

 Fakt: Jedli A, B € F to réwniez: AN B € F |
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Witasnoséci o-ciata zdarzen

 Fakt: Jedli A, B € F to réwniez: AN B € F |

Dowéd:
(a) Z wiasnosci 2 zachodzi: A’ € F oraz B' € F
(b) Z wtasnosci 3 zachodzi: C = A'UB € F
(c) Z wtasnosci 2 zachodzi: C' € F
)

(d) Ale z prawa De Morgana* wynika, ze C'=ANB

«’ .B Q
A B’

C=AUPB C=ANnB

*Prawo de Morgana: (ENF) = E"UF’
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Witasnoséci o-ciata zdarzen

Zadanie 2

Udowodnij, ze jesli A, B € F to réwniez A\ B € F

Whiosek: o-ciato jest zamkniete ze wzgledu na wszystkie operacje na
zbiorach typu: suma, iloczyn, réznica, dopetnienie, itp.
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Przyktady o-ciat: zbiér potegowy

Jesdli Q jest przeliczalny, mozemy wzigé F = 29, tzn. wszystkie podzbiory
przestrzeni zdarzeh elementarnych s3 zdarzeniami
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Przyktady o-ciat: zbiory borelowskie

Jedli Q = R (nieprzeliczalny), nie mozemy przyja¢ F = 29, gdyz nie da sie
na nim okresli¢ miary prawdopodobienstwa (zbiory niemierzalne).

16/36



Przyktady o-ciat: zbiory borelowskie

Jedli Q = R (nieprzeliczalny), nie mozemy przyja¢ F = 29, gdyz nie da sie
na nim okresli¢ miary prawdopodobienstwa (zbiory niemierzalne).

Zaktadamy, ze F musi zawiera¢ zdarzenia przynajmniej postaci: ,wynik
byt mniejszy od a", ,wynik byt pomiedzy ai b"(a, b € R), itp.

Czyli F zawiera wszystkie mozliwe przedziaty otwarte i zamkniete,
skoniczone lub nie, np. [a, b), (a, b), (—oc, a], (b, o), itp.
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Przyktady o-ciat: zbiory borelowskie

Jedli Q = R (nieprzeliczalny), nie mozemy przyja¢ F = 29, gdyz nie da sie
na nim okresli¢ miary prawdopodobienstwa (zbiory niemierzalne).
Zaktadamy, ze F musi zawiera¢ zdarzenia przynajmniej postaci: ,wynik
byt mniejszy od a", ,wynik byt pomiedzy ai b"(a, b € R), itp.

Czyli F zawiera wszystkie mozliwe przedziaty otwarte i zamkniete,
skoniczone lub nie, np. [a, b), (a, b), (—oc, a], (b, o), itp.

Z wtasnosci o-ciata, F zawiera réwniez przeliczalne sumy i iloczyny

przedziatéw (w tym pojedyncze punkty) .

Taka rodzine zdarzen nazywa sie o-ciatem zbioréw borelowskich.
Rodzina ta zawiera wszystkie ,praktyczne” podzbiory R (a nawet tak
dziwne zbiory jak zbiér Cantora czy zbiér liczby wymiernych).

Biorac iloczyny kartezjanskie podzbioréw, mozna te rodzine uogdlni¢ na
przestrzen R? (ptaszczyzne), R3 (przestrzen 3D), itp.
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/Zadania

1. Niech Q ={1,2,3,4,5,6}. Sprawdz, czy
F={0,9Q,{1,2,3},{4,5,6}} jest o-ciatem

2. Dla dowolnego Q2 i A C 2, wyznacz najmniejsze o-ciato
zawierajace zdarzenie A

Niech Q = N. Rozwaz rodzine F zawierajaca wszystkie podzbiory Q,
ktére sa skonczone, lub ktérych dopetnienia s3 skonczone:

F = {ACQ: Askofczony V A’ skoficzony}

Sprawdz czy F jest o-ciatem.
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Miara prawdopodobienstwa

Aksjomaty Kotmogorowa (1933):

Prawdopodobienstwem nazywamy dowolna funkcje
P o wartoSciach rzeczywistych zdefiniowanej na
o-ciale zdarzen F C 2%, spetniajaca warunki:
1. Nieujemnos¢: P(A) > 0 dla kazdego A € F
2. Normalizacja: P(Q) =1
3. Addytywnos¢: Dla dowolnego ciggu parami
roztacznych* zdarzen Ai, Ao, ... € F:

P( U Ai> = Z P(Ai) Andriej Kotmogorow
=1 =1 (1903-1987)

o0
Uwaga: symbol U A; oznacza sume A UA> U ...
i=1

*Przypomnijmy: A; N A; = 0 dla wszystkich i # j 18/36



WHtasnosci prawdopodobienstwa

[ Fakt: Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest zerem: P(()) = 0 ]
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

[ Fakt: Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest zerem: P()) = 0 ]

Dowdd: Bierzemy A; = Ay = ... = (). Wtedy U2, A = 0.

Z wtasnosci 3 mamy P(()) = >-%2; P(0), co jest tylko mozliwe gdy
P(0) = 0.
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt (skonczona addytywno$¢): Dla dowolnych roztacznych zdarzen
A, Ay mamy P(URLy Aj) = 1 P(A)
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt (skonczona addytywno$¢): Dla dowolnych roztacznych zdarzen

A1,...,A, mamy P(U}’:l Ai) =y i1 P(A)

Dowéd: Bierzemy nieskonczony ciag zdarzen Ay, Az, ..., w ktdérym
Ant1 =Ap2=...=1.

Wszystkie zdarzenia s3 roztaczne, bo A, N0 =0 dlai=1,...,n.
Dodatkowo (721 Aj = Ui Ai.
Mamy wiec:

P(LnJA,-) - P(GA;) & iP(Ai) 2y A,
i=1 i=1 i

= i=1 i=1

gdzie w () skorzystalismy z P(()) = 0.
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt: dla dowolnego A zachodzi P(A") =1 — P(A)
Whiosek: dla dowolnego A zachodzi P(A) < 1
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt: dla dowolnego A zachodzi P(A") =1 — P(A)
Whiosek: dla dowolnego A zachodzi P(A) < 1

Dowdd: Poniewaz AUA" = Q, oraz Ai A’ s3 roztaczne:
P(Q2) = P(A) + P(A") = 1.
Czyli P(A) = 1 — P(A).

Whiosek wynika z udowodnionego faktu oraz P(A’) > 0 (aksjomat 1)
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt: Jesli AC B to P(B\ A) = P(B) — P(A)
Whiosek: Jedli A C B to P(B) > P(A).

22/36



WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt: Jesli AC B to P(B\ A) = P(B) — P(A) @ B Y

Whiosek: Jedli A C B to P(B) > P(A).

Dowdéd: Mozna zapisa¢ B jako roztaczna sume B = AU (B\ A).
Tym samym P(B) = P(A) + P(B \ A), z czego wynikaja oba stwierdzenia.
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt: Dla dowolnych A i B zachodzi:
P(AuB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)
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Dowéd: Dzielimy zbiory A, B i AU B na roztaczne czesci:
A

A = (A\B) U (ANB)
B = (B\A) U (AnB)
AUB = (A\B) U (ANnB) U (B\A)
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt: Dla dowolnych A i B zachodzi:
P(AuB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)

Dowéd: Dzielimy zbiory A, B i AU B na roztaczne czesci:
A

A = (A\B) U (ANB)
B = (B\A) U (AnB)
AUB = (A\B) U (ANnB) U (B\A)

Z addytywnosci (aksjomat 3):

P(A) = P(A\ B) + P(ANB)
P(B) = P(B\ A) + P(ANB)
P(AUB) = P(A\B) + P(ANB) U P(B\ A)
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt: Dla dowolnych A i B zachodzi:
P(AuB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)

Dowéd: Dzielimy zbiory A, B i AU B na roztaczne czesci:
A

A = (A\B) U (ANB)

B = (B\A) U (AnB)
AUB = (A\B) U (AnB) U (B\A)
Z addytywnosci (aksjomat 3):

P(A) = P(A\ B) + P(ANB)
P(B) = P(B\ A) + P(ANB)
P(AUB) = P(A\B) + P(ANB) U P(B\ A)

Podstawiajac pierwsze i drugie réwnanie do trzeciego konczymy dowdd.
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt: Dla dowolnych A i B zachodzi:
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANn B)

Whiosek: Dla dowolnych A'i B mamy:
P(AUB) < P(A)+ P(B)
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WHtasnosci prawdopodobienstwa

Fakt: Dla dowolnych A i B zachodzi:
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANn B)

Whiosek: Dla dowolnych A'i B mamy:
P(AUB) < P(A)+ P(B)

Zadanie 5
Pokaz, ze dla dowolnych A;i,..., A, mamy:

P(ALU...UA,) < P(A))+ ...+ P(A,)

Nazywa sie to czasem nieréwnoscia Boole'a (a po ang. union bound)
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Zasada wtaczen i wytaczen

Udowodnij, ze dla dowolnych zdarzen A1, As, Az € Q:

P(ALUA;UA3) = P(A1)+ P(A2) + P(A3)
— P(A1 N Az) — P(A1 N A3) — P(Ay N Az)
+ P(Al N As ﬂA3)

Wskazéwka: wykorzystaj udowodnione wczesniej:
P(BUC)=P(B)+ P(C)—P(BNC)
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Zasada wtaczen i wytaczen

Udowodnij, ze dla dowolnych zdarzen A1, As, Az € Q:

P(AfUA UA3) = P(A1) + P(A2) + P(A3)

+ P(AlmAgﬁA3)

Wskazéwka: wykorzystaj udowodnione wczesniej:
P(BUC)=P(B)+ P(C)—P(BNC)

— P(AlﬂAg) — P(AlﬂA:g)— P(AgﬂAg,)

Ogolniej: dla dowolnych zdarzen A, ..., An:

P(Alu...uAn):iP(A;)— Y. PAINA)+
i=1

1<i<j<n

+ Y PANANA)— ...+ (-1)"P(AN...

1<i<j<k<n

Zmudny dowéd przez indukcje pomijamy

N A
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WHtasnosci prawdopodobienstwa*

Ciag zdarzen A1, Az, As, ... nazywamy wstepujacym, Ao
jesli: Ql

AL CACA3C...
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WHtasnosci prawdopodobienstwa*

Ciag zdarzen A1, Az, As, ... nazywamy wstepujacym, Ao
jesli: Ql
AL CACA3C...
Ay
Fakt (o ciggtosci): Jesli Az, Az, ... jest wstepujacy i A = Jrei Ap to: ]

P(A) = Jim_ P(A,)
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WHtasnosci prawdopodobienstwa*

Ciag zdarzen A1, Az, As, ... nazywamy wstepujacym,
jesli:
AL CACA3C...

Fakt (o ciggtosci): Jesli Az, Az, ... jest wstepujacy i A = Jrei Ap to:
P(A) = nlingo P(A,)

Dowdd: Definiujemy roztaczne zdarzenia:
By = A1, Bo=Ax\ A1, Bs =A3\ Az, By = Az \ As, ...
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WHtasnosci prawdopodobienstwa*

Ciag zdarzen A1, Az, As, ... nazywamy wstepujacym,
jesli:
AL CACA3C...

Fakt (o ciggtosci): Jesli Az, Az, ... jest wstepujacy i A = Jrei Ap to:
P(A) = nlingo P(A,)

Dowdd: Definiujemy roztaczne zdarzenia:

By = A1, Bo=Ax\ A1, Bs =A3\ Az, By = Az \ As, ...

Mozna zapisaé¢ A, jako roztaczng sume: A, =B UBU...UB,
Podobnie, A=BiUByU...
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WHtasnosci prawdopodobienstwa*

Ciag zdarzen A1, Az, As, ... nazywamy wstepujacym,
jesli:
AL CACA3C...
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WHtasnosci prawdopodobienstwa*

Ciag zdarzen A1, Az, As, ... nazywamy wstepujacym,
jesli:
AL CACA3C...

Fakt (o ciggtosci): Jesli Az, Az, ... jest wstepujacy i A = Jrei Ap to:
P(A) = nlingo P(A,)

Dowdd: Definiujemy roztaczne zdarzenia:

By = A1, Bo=Ax\ A1, Bs =A3\ Az, By = Az \ As, ...

Mozna zapisaé¢ A, jako roztaczng sume: A, =B UBU...UB,
Podobnie, A=BiUByU...

Py £ S P(B) = Jim S P(B)

—
=

—
=

= lim P(BiU...UB,) = lim P(A,)
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WHtasnosci prawdopodobienstwa*

Ciag zdarzen A1, Az, As, ... nazywamy zstepujacym,
jesli:
Al DA D A3 D ...
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WHtasnosci prawdopodobienstwa*

Ciag zdarzen A1, Az, As, ... nazywamy zstepujacym,
jesli:
Al DA D A3 D ...

Zadanie 7*
Pokaz, ze jedli A1, Ay, ... jest zstepujacy i A= (1p—1 Ap to:
P(A) = lim P(A)
n—oo
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Prawdopodobienstwo klasyczne spetnia aksjomaty
Kotmogorowa

PA) = (g
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Prawdopodobienstwo klasyczne spetnia aksjomaty

Kotmogorowa
A
P(A) = %

Witasnos¢ 1. Oczywista
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Prawdopodobienstwo klasyczne spetnia aksjomaty

Kotmogorowa
A
P(A) = %

Witasnos¢ 1. Oczywista

Whasnosé 2. P(QQ) = % =1

28/36



Prawdopodobienstwo klasyczne spetnia aksjomaty
Kotmogorowa

Al
P(A) = =
]
Witasnos¢ 1. Oczywista
Wiasnos¢ 2. P(Q) = gf =
Wtasnos¢ 3. Poniewaz Q) jest skonczony, rozwazamy tylko skonczone ciagi.
Jesli Aq, ..., A, — roztaczne, to:

|A1UA2U...UAH| = ‘A1|+|A2’+...+‘An‘.
Wiec:
n ‘A| n

! |UL Al j
PUA) = Fg = Zjg = 2P

28/36



Prawdopodobienstwo klasyczne spetnia aksjomaty
Kotmogorowa

Al

PA) = (g

Witasnos¢ 1. Oczywista

Wiasnos¢ 2. P(Q) = gf =

Wtasnos¢ 3. Poniewaz Q) jest skonczony, rozwazamy tylko skonczone ciagi.
Jesli Aq, ..., A, — roztaczne, to:

|/q1 UAU...U /Qn| = \/41| -+ |/12’ + ...+ ‘/Qn‘.
Wiec:

! |U Al ~ |Aj] -
P(UA,-) = IQ! = ZIQ\ = ;PA

i=1

(podobny dowéd dla prawdopodobienstwa geometrycznego)
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Prawdopodobienstwo na przestrzeni przeliczalnej

Niech Q = {w1,ws, ...} bedzie zbiorem przeliczalnym i F = 2.

Kazdemu w,, przypisujemy liczbe rzeczywista p, > 0, taka, ze

00
Z pn =1
n=1

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C Q definiujemy jako sume
liczb p, po wszystkich w, € A:

P(A) = Z Pn;

n:wp€A

Tym samym p, = P({wn}) jest prawdopodobienstwem zdarzenia
elementarnego w,.

Oczywiscie, zachodzi to réowniez dla skonczonego zbioru Q.
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Prawdopodobienstwo na przestrzeni przeliczalnej

Niech Q = {w1,ws, ...} bedzie zbiorem przeliczalnym i F = 2.

Kazdemu w,, przypisujemy liczbe rzeczywista p, > 0, taka, ze

00
Z pn =1
n=1

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C Q definiujemy jako sume
liczb p, po wszystkich w, € A:

P(A) = Z Pn;

n:wp€A

Tym samym p, = P({wn}) jest prawdopodobienstwem zdarzenia
elementarnego w,.

Oczywiscie, zachodzi to réowniez dla skonczonego zbioru Q.

Zadanie 8
Pokaz, ze to prawdopodobienstwo spetnia aksjomaty Kotmogorowa
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Przyktad: rzut dwoma kos¢mi

Interesuje nas wytacznie sumaryczny wynik na obu kosciach
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Przyktad: rzut dwoma kos¢mi

Interesuje nas wytacznie sumaryczny wynik na obu kosciach

e Przestrzen zdarzen elementarnych Q = {wp, w3, ... ,wi2}:
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Przyktad: rzut dwoma kos¢mi

Interesuje nas wytacznie sumaryczny wynik na obu kosciach

e Przestrzen zdarzen elementarnych Q = {wp, w3, ... ,wi2}:
e Prawdopodobienstwa zdarzen elementarnych:
Wn Pn Wn Pn Wn Pn
wy /36 we 5/36 wip 336
w3 2/36 w7 /36 w11 2/36
wq 336 ws 5/36 w1z Y36
ws 4/36 Wo 4/36
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Przyktad: rzut dwoma kos¢mi

Interesuje nas wytacznie sumaryczny wynik na obu kosciach

e Przestrzen zdarzen elementarnych Q = {wp, w3, ... ,wi2}:
e Prawdopodobienstwa zdarzen elementarnych:
Wn Pn Wn Pn Wn Pn
wy /36 we 5/36 wip 336
w3 2/36 w7 /36 w11 2/36
wq 336 ws 5/36 w1z Y36
ws 436 we 4/36

e Prawdopodobienstwo zdarzen:

> Wypadta siédemka”:

A ={wr}, P(A)

=6
36

> Wypadta co najmniej dziesigtka":

A= {wi,wir,wio}, P(A) =3 + % + 3 =

1

6
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Przyktad: rzucamy moneta az do wyrzucenia orfa

Interesuje nas wytacznie liczba rzutow
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Przyktad: rzucamy moneta az do wyrzucenia orfa

Interesuje nas wytacznie liczba rzutow

e Przestrzen zdarzen elementarnych Q = {wq, wp, w3, ...}
(gdzie w,, oznacza ,orzet wypadt w n-tym rzucie”)

31/36



Przyktad: rzucamy moneta az do wyrzucenia orfa

Interesuje nas wytacznie liczba rzutow

e Przestrzen zdarzen elementarnych Q = {wq, wp, w3, ...}
(gdzie w,, oznacza ,orzet wypadt w n-tym rzucie”)
e Prawdopodobienstwo zdarzenia elementarnego wy,:
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Przyktad: rzucamy moneta az do wyrzucenia orfa

Interesuje nas wytacznie liczba rzutow
e Przestrzen zdarzen elementarnych Q = {wq, wp, w3, ...}
(gdzie w,, oznacza ,orzet wypadt w n-tym rzucie”)
e Prawdopodobienstwo zdarzenia elementarnego w,: p, = 2%,
e Prawdopodobienstwo zdarzenia A ,wiecej niz 5 rzutéw":

A = {we,wr,...} = {w1,ws,ws,ws,ws}’

5
111 1 11
PA :1— nzl—f—f—f————:—
(A) HZZIP 2 4 8 16 32 32
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Przyktad: rzucamy moneta az do wyrzucenia orfa

Interesuje nas wytacznie liczba rzutow

e Przestrzen zdarzen elementarnych Q = {wq, wp, w3, ...}
(gdzie w,, oznacza ,orzet wypadt w n-tym rzucie”)
e Prawdopodobienstwo zdarzenia elementarnego w,: p, = 2%,

e Prawdopodobienstwo zdarzenia A ,wiecej niz 5 rzutéw":

A = {we,wr,...} = {w1,ws,ws,ws,ws}’

5
111 1 11
PA :1— nzl—f—f—f————:—
(A) HZZIP 2 4 8 16 32 32

e Prawdopodobienstwo zdarzenia B ,parzysta liczba rzutéw":
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Przyktad: rzucamy moneta az do wyrzucenia orfa

Interesuje nas wytacznie liczba rzutow
e Przestrzen zdarzen elementarnych Q = {wq, wp, w3, ...}
(gdzie w,, oznacza ,orzet wypadt w n-tym rzucie”)
e Prawdopodobienstwo zdarzenia elementarnego w,: p, = 2%,

e Prawdopodobienstwo zdarzenia A ,wiecej niz 5 rzutéw":

A = {we,wr,...} = {w1,ws,ws,ws,ws}’

5
111 1 11
PA :1— nzl—f—f—f————:—
(A) HZZIP 2 4 8 16 32 32

e Prawdopodobienstwo zdarzenia B ,parzysta liczba rzutéw":

B = {OJQ,(,U4,w6,...}
=1

> 1
n=1 n:14 4 1_1 3
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Przyktad: liczby naturalne

Niech Q = N = {1,2,3,...}. Czy mozna w jakikolwiek przypisa¢ wszyst-
kim liczbom naturalnym réwne prawdopodobienstwa?
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Przyktad: liczby naturalne

Niech Q = N = {1,2,3,...}. Czy mozna w jakikolwiek przypisa¢ wszyst-
kim liczbom naturalnym réwne prawdopodobienstwa?

Nie mozna! Kazdej liczbie n € N przypiszmy prawdopodobienstwo p,
Zgodnie z warunkiem normalizacji musi zajs¢:

oo
an =1
n=1

Jesdli p, = p dla wszystkich n, to suma po lewej stronie daje zero (dla
p = 0) lub nieskorczonos¢ (dla p > 0)!
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Przyktad: liczby naturalne

Niech Q = N = {1,2,3,...}. Czy mozna w jakikolwiek przypisa¢ wszyst-
kim liczbom naturalnym réwne prawdopodobienstwa?

Nie mozna! Kazdej liczbie n € N przypiszmy prawdopodobienstwo p,
Zgodnie z warunkiem normalizacji musi zajs¢:

oo
an =1
n=1

Jesdli p, = p dla wszystkich n, to suma po lewej stronie daje zero (dla
p = 0) lub nieskorczonos¢ (dla p > 0)!
Warunkiem koniecznym na zbiezno$¢ szeregu > o2 ; pp jest zbieznos¢ do

zera kolejnych wyrazéw tego szeregu:

lim p,=0

n—0o0

Nie jest to warunek wystarczajacy
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Przyktad: liczby naturalne

Czy da sie przypisa¢ prawdopodobienstwa liczbom naturalnym tak, aby
dla kazdego n € N: (a) p, x %; (b) pn x %? (ox oznacza ,proporcjonalne
do")
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(a) Nie da sie. Szereg:
o0
vl
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jest rozbiezny, stad nie istnieje stafa ¢ taka, ze p, = + oraz Y ;2 p, =1
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(a) Nie da sie. Szereg:
o0
vl
n=1 n
jest rozbiezny, stad nie istnieje stafa ¢ taka, ze p, = + oraz Y ;2 p, =1

(b) Da sie. Mamy:

o] 1 2
Z = = T (problem bazylejski),
—n 6

stad poszukiwane prawdopodobienstwa to:
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Pn= 5>
N 22
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Przyktad: liczby naturalne

Czy da sie przypisa¢ prawdopodobienstwa liczbom naturalnym tak, aby
dla kazdego n € N: (a) p, x %; (b) pn x %? (o< oznacza ,proporcjonalne

do”)

(a) Nie da sie. Szereg:

o0
1
2.
n=1

jest rozbiezny, stad nie istnieje stafa ¢ taka, ze p, = + oraz Y ;2 p, =1

(b) Da sie. Mamy:

o] 1 2
Z = = T (problem bazylejski),
—n 6

stad poszukiwane prawdopodobienstwa to:
6

p =
nT 22

Ogolnie: da sie znormalizowaé prawdopodobienstwa p, n% dla a > 1.
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Interpretacja prawdopodobienstwa

Aksjomaty Kotmogorowa okreslaja wtasnosci jakie spetnia miara
prawdopodobienstwa, ale nic nie méwia skad te miare wzigé?

Jaka jest interpretacja wartosci prawdopodobienstwa?
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Interpretacja prawdopodobienstwa

Aksjomaty Kotmogorowa okreslaja wtasnosci jakie spetnia miara
prawdopodobienstwa, ale nic nie méwia skad te miare wzigé?

Jaka jest interpretacja wartosci prawdopodobienstwa?

e Klasyczna (Laplace'a): wszystkie zdarzenia réwno prawdopodobne X
e (Czestosciowa: prawdopodobienstwo jako granica czestosci v/

e Subiektywna: prawdopodobienstwa jako miara przekonan v/
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Interpretacja czestosciowa

Dotyczy powtarzalnych doswiadczen losowych.
Powtérzmy N razy doswiadczenie losowe.

Dla dowolnego zdarzenia A, niech N4 oznacza liczbe doswiadczen w
ktérych A zaszto.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest graniczng wartoscia czestosci:

N
0 =

czestosé ortow

T
0 2000 4000 6000 8000 10000
liczba rzutéw monetag
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Interpretacja subiektywna (bayesowska)

Prawdopodobienstwa nie istniejg obiektywnie, a s3 jedynie subiektywnym
stopniem przekonania
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Interpretacja subiektywna (bayesowska)

Prawdopodobienstwa nie istniejg obiektywnie, a s3 jedynie subiektywnym
stopniem przekonania
Pozwala przypisa¢ dowolnym zdarzeniom prawdopodobienstwa, np.:

e Jaka jest szansa, ze jutro wstanie stonce?

o Jaka jest szansa, ze Polska wygra Mistrzostwa Swiata w Pitce Noznej?

e Jaka jest szansa, ze X wygra wybory prezydenckie?
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e Jaka jest szansa, ze jutro wstanie stonce?
o Jaka jest szansa, ze Polska wygra Mistrzostwa Swiata w Pitce Noznej?
e Jaka jest szansa, ze X wygra wybory prezydenckie?

Moze zostaé liczbowo wyznaczone na podstawie wewnetrznego zaktadu:
Prawdopodobienstwo zdarzenia A to liczba p taka, ze dla dowolnej
stawki S (dodatniej badz ujemnej) gotowi jestesmy zapftaci¢ p - S
za wejscie w zakfad, w ktérym wygrywamy S gdy A zajdzie, lub
nic nie wygrywamy gdy A nie zajdzie
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Prawdopodobienstwa nie istniejg obiektywnie, a s3 jedynie subiektywnym
stopniem przekonania
Pozwala przypisa¢ dowolnym zdarzeniom prawdopodobienstwa, np.:
e Jaka jest szansa, ze jutro wstanie stonce?
o Jaka jest szansa, ze Polska wygra Mistrzostwa Swiata w Pitce Noznej?
e Jaka jest szansa, ze X wygra wybory prezydenckie?

Moze zostaé liczbowo wyznaczone na podstawie wewnetrznego zaktadu:
Prawdopodobienstwo zdarzenia A to liczba p taka, ze dla dowolnej
stawki S (dodatniej badz ujemnej) gotowi jestesmy zapftaci¢ p - S
za wejscie w zakfad, w ktérym wygrywamy S gdy A zajdzie, lub
nic nie wygrywamy gdy A nie zajdzie

Prawdopodobienstwo subiektywne uaktualniane jest na podstawie
obserwacji za pomoca reguty Bayesa
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