Metody probabilistyczne
Rozwigzania zadan

1. Prawdopodobienstwo klasyczne

14.10.2020

Zadanie 1. Jaka jest szansa trafienia ,szdstki” w totolotka? (wybieramy 6 z 49 liczb, maszyna réwniez
losuje 6 z 49 liczb i musimy trafié wszystkie). Jaka jest szansa trafienia ,pigtki”? ,czwdrki”? trdjki”?

Odpowiedz: Liczba wszystkich mozliwych wynikéw to liczba 6-elementowych podzbioréw 49-elementowego
zbioru, czyli |Q] = (469). Tylko jeden z tych podzbioréw daje gtéwna wygrana, stad prawdopodobienstwo
zdarzenia Ag (,sz0stka w totolotka”) wynosi:

1 643! 1-2-3-4-5-6 1
(6) 49! 44 -45-46-47-48-49 13 983 816

Trafienie ,pigtki”. ZaznaczyliSmy 6 liczb i musi zostaé wylosowane dokladnie 5 z tych 6 liczb. Jest
sze$é takich ,piatek”, a kazda z tych ,piatek” bedzie miala szdsta liczbe z zakresu 7—49 (43 mozliwosci).
Y.acznie jest wiec 6 x 43 = 258 6-elementowych podzbioréw, ktére daja wygrana typu ,piatka”. Szukane
prawdopodobienstwo wynosi wigc:

258 1

Ps) = (@) 7 54200

Trafienie ,czworki”. Muszg zosta¢ wylosowane 4 z 6 zaznaczonych liczb, co mozna zrealizowa¢ na (2)
sposobéw. Pozostate dwie liczby musza pochodzié¢ spoza zaznaczonej szostki, co daje (492_ 6) sposobéw.
Mamy wiec:

6\ (43
P(A4) — (4)(2) ~ 1
49 = :
( 6) 1032
Trafienie ,trdjki”. Analogicznie do poprzedniego przypadku:

g - B0 L 1

Zadanie 2. Ile stéw mozna utworzyé ze stowa BABA zmieniajgc kolejno$c liter? A ile ze stowa BAR-
BARA?

Odpowiedz: Wpierw rozwazmy prostsze stowo BABA. Mozliwych ulozen liter jest tyle, ile czteroelemen-
towych permutacji, czyli 4! = 24. Niestety, z powodu powtarzajacych sie liter, wiele z tych permutacji
prowadzi do tych samych stéw:

permutacja stowo permutacja  stowo permutacja  stowo permutacja stowo
(1,2,3,4) BABA (2,3,1,4) ABBA (4,3,2,1) ABAB (3,2,4,1) BAAB
(1,4,3,2) BABA (2,1,3,4) ABBA (2,3,4,1) ABAB (1,2,4,3) BAAB
(3,4,1,2) BABA (3,1,2,4) BBAA (2,1,4,3) ABAB (4,2,1,3) AABB
(3,2,1,4) BABA (3,1,4,2) BBAA (4,1,2,3) ABAB (2,4,1,3) AABB
(4,1,3,2) ABBA (1,3,4,2) BBAA (1,4,2,3) BAAB (2,4,3,1) AABB
(4,3,1,2) ABBA (1,3,2,4) BBAA (3,4,2,1) BAAB (4,2,3,1) AABB

Wezmy przykladowo stowo ABBA. Przestawienie miedzy soba liter A, lub liter B, prowadzi do tego
samego stowa ABBA. Litery A mozna miedzy soba przestawi¢ na 2! = 2 sposoby, podobnie litery B.



Tym samym 2 - 2 = 4 permutacje (zwiazane z przestawieniem miedzy soba tych samych liter) prowadza
do tego samego stowa.

FLacznie jest wiec 4Z! = 6 réznych stéw, ktére mozna utworzyé ze stowa BABA.

Teraz rozwazmy stowo BARBARA. Mamy 3 litery A, 2 litery B oraz 2 litery R, lacznie 7 liter.
Podobnie jak poprzednio, przestawianie miedzy sobg tych samych liter nie zmienia stowa. Litery A
mozna przestawi¢ na 3! sposobdw, litery B oraz R — na 2! sposobéw. Wiec 3!-2!- 2! przestawien prowadzi
do tego samego stowa.

Lacznie mamy wiec % = 210 réznych stéw, ktére mozna utworzyé ze stowa BARBARA. Nie
bedziemy ich tutaj wypisywac.

Zadanie 3. Zalozmy, ze 10 0sob obecnych w restauracji zamowito w tym samym czasie 10 réznych dan.
Niestety roztrzepany kelner zapisal tylko nazwy dan, ale nie zapisal kto co zamawial. Po przygotowaniu
potraw postanowil je wiec rozdaé goSciom restauracji w sposéb catkowicie losowy. Oblicz prawdopodo-
bienistwo zdarzenia, ze: (a) dany gos$é restauracji otrzyma swoje wilasne danie; (b) para 0séb siedzqca
przy danym stoliku otrzyma dania, ktére zamawiala; (c) wszyscy godcie otrzymali swoje wlasne dania.

Odpowiedz:

(a) Wezmy goscia nr 1. Jest |Q] = 10! wszystkich mozliwych przyporzadkowan (permutacji) dan gosciom
restauracji. Niech A oznacza zdarzenie ,go$¢ nr 1 otrzymal swoje wlasne danie (nr 1)”. Zdarzeniu
A sprzyjaja wszystkie permutacje, w ktérych danie nr 1 jest przyporzadkowane go$ciowi nr 1, nato-
miast pozostale 9 dan jest przyporzadkowane dowolnie do pozostalych 9 gosci. Jest |A| = 9! takich
permutacji, stad:

9! 1
PA) = — =—.
(4) 10! 10
(b) Podobnie jak poprzednio, |2] = 10!. Zdarzeniu B — ,oboje gosci dostalo dania, ktére zamawia-

li” sprzyjaja wszystkie permutacje, ktore przyporzadkowuja poprawne dania tej parze i dowolnie
przyporzadkowuja pozostate 8 dani pozostalym 8 gosciom. Jest |B| = 8! takich permutacji, stad:

8! 1

PB)=— = —.

(B) 10! 90

(¢) Podobnie jak poprzednio, |Q = 10!. Zdarzeniu C — ,wszyscy goscie dostali swoje wlasne dania”
sprzyja tylko jedna permutacja, stad:
1

PC)=—.
(©) 10!

Zadanie 4. W Fklasie jest 10 dziewczgt i 10 chlopcow, ktorym przydzielono arbitralnie i losowo miejsca
w 10 dwuosobowych lawkach. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzen: (a) w danej (np. pierwszej) {awce
siedzq dziewczynka i chlopiec; (b) w danej lawce siedzq dwie dziewczynki; (c) we wszystkich {awkach
stedzg mieszane pary, tzn. dziewczynka © chlopiec.

OdpowiedZ:

(a) Niech A bedzie rzeczonym zdarzeniem. Do danej tawki mozemy wybraé (220) mozliwych (nieupo-
rzadkowanych) par oséb. Sposréd tych par jest |A| = (110) (110) = 100 (nieuporzadkowanych) par
mieszanych, stad:

P(A) _ (110) (110) _ E
=20y 79
) 19

(b) Niech B bedzie rzeczonym zdarzeniem. Do danej lawki mozemy wybraé |Q| = (220) mozliwych (nie-
uporzadkowanych) par os6b. Sposréd tych par jest |B| = (120) (nieuporzadkowanych) par dziewczy-
nek, stad:

P(B):E;O;:;;.



(¢) Niech C bedzie rzeczonym zdarzeniem. Zalézmy, ze losowo permutujemy osoby, a potem umieszczamy
po kolei obsadzajac wpierw 1. tawke, potem 2. lawke, itp. Jest wiec |Q2| = 20! wszystkich mozliwych
ulozen os6b w tawkach. Do kazdej z lawek przyporzadkowujemy po jednym chlopcu (na 10! sposobéw)
i po jednej dziewczynce (na 10! sposobéw) i dowolnie mozemy ich poprzestawia¢ w obrebie kazdej
tawki (na 219 sposobéw). Jest wiec |C| = 210 - 10!10! sposobéw sprzyjajacych zdarzeniu C. Stad:

~210.10110!

P(C) 20!

Zadanie 5. Przy okrqglym stole z 20 krzestami rozsadzono 10 matzenstw w sposcb catkowicie losowy.

Oblicz prawdopodobienistwa zdarzen: (a) dany maz (np. mqz z pierwszego z maizenstw) siedzi obok swojej

zony; (b) dany maz siedzi pomiedzy dwoma innymi mezami; (c) wszystkie malzeristwa siedzq obok siebie.

Odpowied?:

(a) Wezmy meza nr 1 i niech A bedzie rzeczonym zdarzenim (dotyczacym tego meza). Jest |Q| = (129)
mozliwych (nieuporzadkowanych) par oséb, ktére beda sasiadami tego meza. Jedli jednym z sasia-

déw ma by¢ zona, drugi sasiad moze byé wylosowany na |A| = (118) = 18 réznych sposéb, stad
prawdopodobienstwo wynosi:

18 2

() 19

(mozna to takze policzyé¢ inaczej: szansa, ze lewy sasiad to zona wynosi %, podobnie szansa, ze
prawy sasiad to zona wynosi 1—19; oba zdarzenia (,lewy sasiad to zona” i ,prawy sasiad to zona”) sa
roztaczne, ich suma to doktadnie zdarzenie A, stad jego prawdopodobienstwo wynosi 1—29

(b) Niech B bedzie rzeczonym zdarzeniem. Podobnie jak poprzednio, || = (129). Para mezéw bedacych
sasiadami moze by¢ wylosowana na |B| = (g) sposdb, szukane prawdopodobienstwo wynosi wiec:

() _ 4

AT

(¢) Niech C bedzie rzeczonym zdarzeniem. Ponumerujmy miejsca od 1 do 20, zaczynajac od dowolnego z
miejsc. Zatézmy, ze malzenstwo traktujemy jako nierozerwalna pare i sadzamy obok siebie. Mozemy
to zrobi¢ na 10! sposobéw (tyle jest mozliwych uporzadkowan par), a kazdego meza i Zone moze-
my dowolnie przestawi¢ miedzy sobg. Czyli lacznie 2'°10! sposobéw. Problem w tym, ze stét jest
okragly, wiec jedno z malzenstw mozemy rozerwac i posadzi¢ je na pierwszym i ostatnim miejscu,
i réwniez bedzie ,obok siebie”. Daje to kolejne 21910! kombinacji, czyli razem jest |C] = 2 - 21°10!
kombinacji sprzyjajacych zdarzeniu C. Poniewaz lacznie jest |Q = 20! mozliwych uporzadkowan,
szukane prawdopodobiefnistwo wynosi wiec:

2.210.10!

P(C) = =

Zadanie 6. Na przystanku zatrzymujg sie 3 autobusy, kazdy przyjedzie w losowym czasie miedzy 0 a
15 minut. Jaka jest szansa, Ze bedziemy czekaé na pierwszy autobus krocej niz 5 minut?

Odpowiedz: Zdarzeniami elementarymi sa tréjki (x,y, z), okre$lajace czasy przyjazdu trzech autobuséw.
Przestrzen zdarzen elementarnych jest wiec podzbiorem R3:

Q =10,15] x [0, 15] x [0,15] = [0, 15].

Tym samym || = 153. Zdarzenie ,czekamy na pierwszy autobus krécej niz 5 minut” zapiszmy jako A.
Prodciej jest rozpatrzyé zdarzenie A’ (,czekamy co najmniej 5 minut”), ktére mozna zapisaé jako:

A ={(2,y,2) €Q:x>5Ay>5A2>5} =515

Stad otrzymujemy |A’| = 103, a tym samym:

3 3
P(A’):1(5)3:<§> _ 3 pay=1-pay=2



Zadanie 7. Zdefiniujmy n-wymiarowq kule o promieniu r jako zbidr:

K,(r)= {(a:l,...,x”) eR": \/a:f—ka:%—k...—l—x% < T}
Jaka jest szansa, ze losowy wybrany punkt z K, (1) (kuli o promieniu 1) znajdzie sie w odleglosci wickszej
niz z od $rodka? Wskazdwka: objeto$é n-wymiarowej kuli o promieniu v wyraza sie wzorem:
[Kn(r)] = Cnr™,
gdzie C,, jest pewng stalg zalezng od wymiaru (C; =2,Cy =7,Cy = %W, o)

Odpowied?: Zdarzeniami elementarnymi sg n-wymiarowe punkty x € K, (1), czyli Q = K,,(1). Zgodnie ze
wzskazowka, |Q| = C,, 1™ = C,,. Zdarzenie A (,,punkt znajduje si¢ w odleglodci wigkszej niz z od érodka”)
zaznaczono schematycznie na ponizszym rysunku:

Zauwazmy, ze A’ jest n-wymiarowsg kulg o promieniu z, stad:
A G2

P(A) = 2 =
@=1a =2,

=" =  PA)=1-z"

A wiec prawdopodobienstwo trafienia w ten obszar zbiega wykladniczo do 1 dla ustalonego z. Wynika
z tego dosé zaskakujace zjawisko: w przestrzeni o duzym wymiarze prawie wszystkie punkty znajdujg sie
przy powierzchni kuli! Dla przykladu weZzmy z = 0.99 i n = 1000, otrzymujac P(A) = 0.9999. Ten fakt
ma doé¢ istotne znaczenie w niektérych metodach analizy danych.



