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Rys historyczny

Francja, XVIIl w.: gry hazardowe staty sie
bardzo popularne i robia sie coraz bardziej
skomplikowane

1654: znany hazardzista kawaler de Méré
konsultuje z Blaisem Pascalem szanse
wygranej w pewnych wariantach gry ko$émi

Blaise Pascal (1623-1662)

Pascal zaczyna korespondowa¢ z Pierrem de
Fermatem i wspdlne formutuja matematyczne
podstawy prawdopodobienstwa

Pomysty Pascala i Fermata rozwijane w
kolejnych wiekach (m.in.: de Moivre,
Bernoulli)

Pierre de Fermat (1601-1665)
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Rys historyczny

e W 1814 Pierre Laplace formutuje w ksigzce
Théorie analytique des probabilités
matematyczng teorie prawdopodobienstwa

e Teoria Laplace'a znana jest obecnie pod
nazwa prawdopodobienstwa klasycznego

e Opiera sie na zasadzie nierozréznialnosci
(principle of indifference):

»Majac n wzajemnie wykluczajacych sie
mozliwosci, o ktérych nic nie wiemy a
priori, przypisz wszystkim mozliwosciom
réwne prawdopodobienstwa.”

Pierre Simon de Laplace
(1749-1827)
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Przestrzen zdarzen elementarnych

e Pojedynczy wynik doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniem
elementarnym i oznaczamy symbolem w
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Przestrzen zdarzen elementarnych
e Pojedynczy wynik doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniem

elementarnym i oznaczamy symbolem w
» Przyktad: rzut kostka
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Przestrzen zdarzen elementarnych

e Pojedynczy wynik doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniem
elementarnym i oznaczamy symbolem w
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Przestrzen zdarzen elementarnych
e Pojedynczy wynik doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniem

elementarnym i oznaczamy symbolem w
» Przyktad: rzut kostka

()
w1 w3 ws
w2 W4y We
L G
e Zbidr wszystkich mozliwych wynikéw (zdarzen elementarnych) Q

nazywamy przestrzenig zdarzen elementarnych
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Przestrzen zdarzen elementarnych

e Pojedynczy wynik doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniem
elementarnym i oznaczamy symbolem w

e Zbidr wszystkich mozliwych wynikéw (zdarzen elementarnych) Q
nazywamy przestrzenig zdarzen elementarnych
> Przyktad: Q = {w1, wa, w3, wa, ws, we }.
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Przestrzen zdarzen elementarnych

e Pojedynczy wynik doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniem
elementarnym i oznaczamy symbolem w

e Zbidr wszystkich mozliwych wynikéw (zdarzen elementarnych) Q
nazywamy przestrzenig zdarzen elementarnych
> Przyktad: Q = {w1, wa, w3, wa, ws, we }.
e Zdarzenia losowe to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych Q.
Méwimy, ze zaszto zdarzenie A, jesli wynik doswiadczenia w € A
> Przykfad: zdarzenie ,wypadto jedno oczko": A = {w;}
> Przykfad: zdarzenie ,wypadto co najwyzej dwa oczka”: B = {wy,ws}

» Przyktad: zdarzenie ,wypadta parzysta liczba oczek": C = {wz,w4,w6]/>
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Prawdopodobienstwo klasyczne

e Przestrzen zdarzen elementarnych €

e Zdarzenia A C Q) to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych
e Prawdopodobienstwo zdarzenia A:

_ Al

PA= g
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Prawdopodobienstwo klasyczne

e Przestrzen zdarzen elementarnych €
e Zdarzenia A C Q) to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych

e Prawdopodobienstwo zdarzenia A: liczba zdarzen
elementarnych w A
_ A

PA= g

catkowita liczba zdarzen
elementarnych
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Prawdopodobienstwo klasyczne

Przestrzen zdarzen elementarnych Q
Zdarzenia A C Q to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych

Prawdopodobiefistwo zdarzenia A: liczba zdarzen
elementarnych w A
_ A

PA= g

catkowita liczba zdarzen
elementarnych
Zasada nierozréznialnosci: ,kazde zdarzenie elementarne jest réwno
prawdopodobne”
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Prawdopodobienstwo klasyczne

Przestrzen zdarzen elementarnych Q
Zdarzenia A C € to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych

Prawdopodobiefistwo zdarzenia A: liczba zdarzen
elementarnych w A
_ A

PA= g

catkowita liczba zdarzen
elementarnych

Zasada nierozréznialnosci: ,kazde zdarzenie elementarne jest réwno
prawdopodobne”
Zachodzi:

P(®)=0

P(Q2) =1

P(A) € [0,1]
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Przyktad — rzut kostka

e Przestrzen zdarzenh elementarnych
Q= {w17w27w37w47w5)w6}’ |Q| =0
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Przyktad — rzut kostka
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Przyktad — rzut kostka

e Przestrzen zdarzenh elementarnych
Q= {w17w27w37w47w5)w6}’ |Q| =0
e /darzenie ,wypadtfo jedno oczko":
A = {w}, Al=1, PA)=1
e Zdarzenie ,wypadfo co najwyzej dwa oczka":
2 _
£ =

B = {w1,wa}, |B| =2, P(B) = L

3
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Przyktad — rzut kostka

Przestrzen zdarzen elementarnych

Q= {w17w27w37w47w5)w6}’ |Q| =0
Zdarzenie ,wypadto jedno oczko™:
A={w}, |Al=1, PA)=1

Zdarzenie ,wypadfo co najwyzej dwa oczka":

B = {W1,w2}7
Zdarzenie ,wypadfa parzysta liczba oczek”:
C= {wg,W4,w6}, ’C’ = 3, P(A) =

B=2, P(B)=2=1

3
6

1

1
2
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Przyktad — rzut trzema monetami

e Przestrzen zdarzen elementarnych:

e Zdarzenie ,wypadty trzy orty”:
e Zdarzenie ,wypadty (doktadnie) dwa orty":
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Przyktad — rzut trzema monetami

.

e Przestrzen zdarzen elementarnych:
Q ={000, O0OR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}
2] =8

e Zdarzenie ,wypadty trzy orty”:

e Zdarzenie ,wypadty (doktadnie) dwa orty":
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Przyktad — rzut trzema monetami

@

e Przestrzen zdarzen elementarnych:
Q ={000, O0OR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}
2] =8

e Zdarzenie ,wypadty trzy orty”:

A={000}, |Al=1, P(A):%

e Zdarzenie ,wypadty (doktadnie) dwa orty":
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Przyktad — rzut trzema monetami

Vo
e Przestrzen zdarzen elementarnych:
Q ={000, O0OR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR}
Q2] =8

e Zdarzenie ,wypadty trzy orty”:

A={000}, |Al=1, P(A):%

e Zdarzenie ,wypadty (doktadnie) dwa orty":

B = {OOR,ORO,ROO},  |B|=3, P(B)= g
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Przyktad — rzut dwoma ko$émi

e Przestrzen zdarzen elementarnych:
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Przyktad — rzut dwoma ko$émi

e Przestrzen zdarzen elementarnych (|Q2| = 36):
Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(6,5),(6,6)}
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Przyktad — rzut dwoma ko$émi

e Przestrzen zdarzen elementarnych (|Q2| = 36):

Q=1{(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(6,5),(6,6)}
e Zdarzenia: ,suma oczek réwna sie S”

Zdarzenie Prawdopodobienstwo

© 0O ~NO OO~ WN | WU»n

8/32



Przyktad — rzut dwoma ko$émi

e Przestrzen zdarzen elementarnych (|Q2| = 36):
Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(6,5),(6,6)}

e Zdarzenia: ,suma oczek réwna sie S”

S Zdarzenie Prawdopodobienstwo
2 Ay = {(lv 1)}

3 Az = {(1’2)7(271)}

4 A4 - {(133)7(272)3(371)}

5 As = {(174)7(273)7(372)7(4a1)}

6 A6 - {(175)7(274)7(373)’(4’2)7(5’1)}

7 A ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}
8 A8 - {(2v6)7(375)’(474)7(553)7(672)}

9 A9 - {(3’6)7(475)5(574)7(653)}

10 Ap= {(4’67 (535)7(674)}

11 An = {(576)7( ,5)}

12 A ={(6,6)}




Przyktad — rzut dwoma ko$émi

e Przestrzen zdarzen elementarnych (|Q2| = 36):
Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(6,5),(6,6)}

e Zdarzenia: ,suma oczek réwna sie S”

S Zdarzenie Prawdopodobienstwo
2 A={(1,1)} P(A2) =1/36
3 A3={(1,2),(2,1)} P(A3) =2/36
4 Ay = {(133)7(272)3(371)} P(A4) = 3/36
5 As = {(174)7(273)7(372)7(4a1)} P(AS) =4/36
6 As={(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(51)} P(As) = 5/36
7 Ar ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)} P(A;)=6/36
8 As ={(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)} P(Ag) = 5/36
9 Ay =1{(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)} P(Ag) =4/36
10 Ay = {(4’ 6, (Sa 5)7 (67 4)} P(AIO) = 3/36
11 A = {(576)7( ,5)} P(All) - 2/36
12 A ={(6,6)} P(A12) =1/36




Operacje na zdarzeniach

[ Zdarzenia sa zbioramil! ]
Q Q
suma AU B iloczyn AN B
»zaszto A lub B” ,zaszto Ai B”
. Q
réznica A\ B dopetnienie A’
,zaszto A ale nie B” ,nhie zaszto A"
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Operacje na zdarzeniach

Q

AUB

A\ B

|AU B|
A\ B

A =

ANB

A/

Al + (B[] = [AN B
Al = [AN B
19 - |Al
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Operacje na zdarzeniach

'Q

AUB

A\ B A

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
P(A\ B) = P(A) - P(AN B)
P(A) = 1- P(A)
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Zdarzenia roztaczne

o Jedli AN B =0 to P(AU B) = P(A) + P(B)
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Zdarzenia roztaczne

e Jedli ANB =10 to P(AUB) = P(A) + P(B)
e Ogdlniej: jedli Aq,. .., Ap s parami rozfaczne, A; N A; = () dla i #

P(AlUAQU...UAn): P(A1)+P(A2)+...+P(An)
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Kombinatoryka: wariacje z powtérzeniami

[ Jesli doéwiadczenie sktada sie z k niezaleznych etapéw, a w kazdym etapie |
jest n mozliwych wynikéw, to catkowita liczba mozliwych wynikéw wynosi
n-n-...-n=nk

k
Na tyle sposobéw mozna wybraé ze zwracaniem k elementéw ze zbioru
n-elementowego (kolejnos¢ elementéw jest istotna)

lle jest mozliwych wynikéw rzutéw 4 kostkami? 6-6-6-6 = 64

lle jest mozliwych wynikéw rzutéw 10 monetami? 210 = 1024

lle jest binarnych ciggéw o dtugosci n? 2-2-....2 =2"

lle 5-literowych stéw mozna utworzyé z 26 liter tacinskich? 26°
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Kombinatoryka: wariacje bez powtdrzen

Liczba sposobdéw na jakie mozna wybraé bez zwracania k elementéw ze
zbioru n-elementowego (kolejnos’c’ eIementéw jest istotna) wynosi
n-(n—=1)-...-(h—k+1)= =] k),

Jest to réwmez liczba k-elementowych ciaggédw o wyrazach ze zbioru
n-elementowego, w ktérych elementy nie powtarzaja sie.

e Na ile sposobéw mozna wylosowaé (bez zwracania) 5 kart z talii 52
kart (kolejno$¢ kart jest istotna)? 52 -51-50-49 - 48

e lle jest mozliwych wynikéw rzutéw 3 kosémi, dla ktérych na
wszystkich kostkach jest inna warto$¢? 6 -5 -4

e lle 5-literowych stéw bez powtarzajacych sie liter mozna utworzyé z
26 liter facinskich? 26 - 2524 .23 .22
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Kombinatoryka: permutacje

Liczba sposobédw na jakie mozna uporzadkowac n elementéw wynosi:
n=1-2-...-n

e Na ile sposobéw mozna ustawi¢ 5 oséb w kolejce? 5! = 120

e lle jest mozliwych przetasowan talii kart? 52!
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Kombinatoryka: kombinacje

Liczba sposobéw na jakie mozna wybraé k-elementowy podzbiér (kolej-
nos¢ elementéw nieistotna) z n-elementowego zbioru wynosi:

) = 7wy

e Na ile sposobéw mozna wybraé sposréd 5 oséb 3-osobowa grupe?
(3) = 3t = 10

e 10 druzyn gra w systemie ligowym (,kazdy z kazdym"). lle odbedzie
sie meczy? (120) = % =45

e lle jest binarnych ciagdw o dtugosci 8 majacych doktadnie 3 jedynki?
(3) = & =56 (wskazéwka: mozna utozsami¢ ciagi binarne z
podzbiorami zbioru n-elementowego)
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/Zadanie

Losujemy 5 kart z talii. Jaka jest szansa wylosowania karety (czterech
kart o tej samej wartosci)?
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/Zadanie
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o (3
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/Zadanie

Losujemy 5 kart z talii. Jaka jest szansa wylosowania karety (czterech
kart o tej samej wartosci)?

Q — zbidr wszystkich 5-elementowych pozdbioréw 52-elementowe;j talii.
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) = (5)
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|A] =13 x 48
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/Zadanie

Losujemy 5 kart z talii. Jaka jest szansa wylosowania karety (czterech
kart o tej samej wartosci)?

Q — zbidr wszystkich 5-elementowych pozdbioréw 52-elementowe;j talii.

52
) = (5)
Zdarzenie A — ,wylosowano karete”

|A] =13 x 48

13- 48
— == ~ 0.00024
(5)

P(A)
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/Zadanie

[ Jaka jest szansa, ze w 20 rzutach monetg wypadnie doktadnie 10 ortéw? ]

17/32



/Zadanie

[ Jaka jest szansa, ze w 20 rzutach monetg wypadnie doktadnie 10 ortéw? ]

Q — zbidr wszystkich wynikéw rzutéw 20 monetami.

|Q| — 220
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/Zadanie
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/Zadanie

[ Jaka jest szansa, ze w 20 rzutach monetg wypadnie doktadnie 10 ortéw? ]

Q — zbidr wszystkich wynikéw rzutéw 20 monetami.

Q] = 2
Zdarzenie A — ,wypadto doktadnie 10 ortéow"

Al = (ig)

oy B

= 520 ~ 0.176
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Pytanie kawalera de Méré

Co jest bardziej prawdopodobne?
1. Otrzymanie co najmniej jednej jedynki w 4 rzutach ko$émi

2. Otrzymanie co najmniej jednej podwdjnej jedynki w 24 rzutach
dwoma ko$émi
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1. Otrzymanie co najmniej jednej jedynki w 4 rzutach ko$émi

2. Otrzymanie co najmniej jednej podwdjnej jedynki w 24 rzutach
dwoma ko$émi

Rozumowanie kawalera de Méré:
e Szansa podwdjnej jedynki (1/36) jest szeSciokrotnie mniejsza niz
pojedynczej jedynki (1/6)
e Aby skompensowac te réznice, trzeba wiec rzuci¢ dwoma ko$émi
szesciokrotnie wiecej razy niz pojedyncza koscig
e Whniosek: oba powyzsze zdarzenia sa réwno prawdopodobne
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e Aby skompensowac te réznice, trzeba wiec rzuci¢ dwoma ko$émi
szesciokrotnie wiecej razy niz pojedyncza koscig
e Whniosek: oba powyzsze zdarzenia sa réwno prawdopodobne

Powyzsze rozumowanie okazuje sie jednak btedne!!!
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Pytanie kawalera de Méré

Co jest bardziej prawdopodobne?
1. Otrzymanie co najmniej jednej jedynki w 4 rzutach ko$émi

2. Otrzymanie co najmniej jednej podwdjnej jedynki w 24 rzutach
dwoma ko$émi

Doswiadczenie 1:
e (2 wszystkie mozliwe wyniki rzutéw 4 kos¢mi:
Q) =6-6-6-6=06"
e A: ,co najmniej jedna jedynka"”
e A’:  nie wypadta zadna jedynka”
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Pytanie kawalera de Méré
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Co jest bardziej prawdopodobne?
1. Otrzymanie co najmniej jednej jedynki w 4 rzutach ko$émi

2. Otrzymanie co najmniej jednej podwdjnej jedynki w 24 rzutach
dwoma ko$émi

Doswiadczenie 2:
e (2 wszystkie mozliwe wyniki 24 rzutéw dwoma ko$émi:
Q| = 362
e A: ,co najmniej jedna podwdjna jedynka”
e A’:  nie wypadta zadna podwéjna jedynka”
24
A =352, P(A) =3
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3524
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Totolotek

Zadanie 1

Jaka jest szansa trafienia ,,szdstki” w totolotka? (wybieramy 6 z 49 liczb,
maszyna réwniez losuje 6 z 49 liczb i musimy trafi¢ wszystkie)
Jaka jest szansa trafienia ,,piatki”? ,czwérki”? ,tréjki”?

Rozwigzemy teraz najprostszy przypadek ,széstki”
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Q — liczba 6-elementowych podzbioréw 49-elementowego zbioru

- 2

Zdarzenie A — | szbstka"

1 6143l 1
Al =1 PA) = g = =
Al = PA= Gy = e T 1303816

Niewiele
(stad granie w totolotka zwane jest czasem ,podatkiem od marzen™)

19/32



Paradoks urodzin

Jaka jest szansa, ze w grupie 23 0s6b s3 przynajmniej dwie osoby majace
urodziny tego samego dnia? (dla prostoty zat6z 365 dni w roku)
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Paradoks urodzin

Jaka jest szansa, ze w grupie 23 0s6b s3 przynajmniej dwie osoby majace
urodziny tego samego dnia? (dla prostoty zat6z 365 dni w roku)

e Liczba mozliwych wynikéw doéwadczenia: |Q| = 36523
e Zdarzenie A — ,co najmniej dwie osoby urodzone tego samego dnia”
e Zdarzenie A’ — ,wszyscy urodzili sie innego dnia”

|A'| = 365-364-...-(365— 22)
e Stad:

364 - ...34
pay = 3% 3366523 33 00493 P(A) = 1— P(A") ~0.507

e Prawdopodobieristwo jest zaskakujaco duze (wynosi ponad 50%)!
e Bezposrednie zastosowanie do wyznaczania prawdopodobienstwa
kolizji funkcji haszujacych
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Kombinatoryka: zadania

Zadanie 2

lle stdbw mozna utworzy¢ ze stowa BABA zmieniajac kolejnos¢ liter? A ile
ze stowa BARBARA?
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Kombinatoryka: zadania

Zatézmy, ze 10 oséb obecnych w restauracji zamoéwito w tym samym cza-
sie 10 roznych dan. Niestety roztrzepany kelner zapisat tylko nazwy dan,
ale nie zapisat kto co zamawiat. Po przygotowaniu potraw postanowit
je wiec rozdaé gosciom restauracji w sposdb catkowicie losowy. Oblicz
prawdopodobienistwo zdarzen: (a) dany go$¢ restauracji otrzyma swoje
wiasne danie; (b) para oséb siedzaca przy danym stoliku otrzyma dania,
ktére zamawiata; (c) wszyscy goscie otrzymali swoje wiasne dania.
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Kombinatoryka: zadania

Zadanie 4

W klasie jest 10 dziewczat i 10 chtopcédw, ktérym przydzielono arbitralnie
i losowo miejsca w 10 dwuosobowych tawkach. Oblicz prawdopodobien-
stwo zdarzen: (a) w danej (np. pierwszej) tawce siedza dziewczynka i
chtopiec; (b) w danej fawce siedzg dwie dziewczynki; (c) we wszystkich
tawkach siedza mieszane pary, tzn. dziewczynka i chfopiec.
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Kombinatoryka: zadania

Zadanie 5

Przy okragtym stole z 20 krzestami rozsadzono 10 matzenstw w sposéb
catkowicie losowy. Oblicz prawdopodobienistwa zdarzen: (a) dany maz
(np. maz z pierwszego z matzenstw) siedzi obok swojej zony; (b) dany
maz siedzi pomiedzy dwoma innymi mezami; (c) wszystkie matzenstwa
siedzg obok siebie.
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Prawdopodobienstwo geometryczne

e Zastosowanie zasady nierozréznialnosci do zbioréw w przestrzeni R”
e Catkowita analogia do prawdopodobienstwa klasycznego, ale:

» zdarzenia elementarne to punkty w R”,

> zdarzenia to zbiory w R”

> miarg wielkosci zbioru jest (zamiast licznosci) jego dtugosé¢ (n = 1),

pole powierzchni (n = 2), objetos¢ (n = 3), itp.
e |dea prawdopodobiefstwa geometrycznego pojawia sie juz u Newtona
w |. 1666-1668
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Prawdopodobienstwo geometryczne

e Dla dowolnego podzbioru A C R”, niech |A| oznacza jego
n-wymiarowg miare (dtugos¢ dla n =1, pole powierzchni dla n = 2,
objetos¢ dla n = 3, itp.)
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26/32



Prawdopodobienstwo geometryczne

Dla dowolnego podzbioru A C R”, niech |A| oznacza jego
n-wymiarowg miare (dtugos¢ dla n =1, pole powierzchni dla n = 2,
objetos¢ dla n = 3, itp.)

Przestrzen zdarzen elementarnych Q C R”, przy czym Q] < oo
Zdarzenia A C Q to podzbiory Q

Prawdopodobienstwo zdarzenia A:

P(A) = ;é‘,

26/32



Prawdopodobienstwo geometryczne

Dla dowolnego podzbioru A C R”, niech |A| oznacza jego
n-wymiarowg miare (dtugos¢ dla n =1, pole powierzchni dla n = 2,
objetos¢ dla n = 3, itp.)

Przestrzen zdarzen elementarnych Q C R”, przy czym Q] < oo
Zdarzenia A C Q to podzbiory Q

Prawdopodobienstwo zdarzenia A:
Al
P(A) = =
€|

Interpretacja:

» Pr. klasyczne: ,kazdy element Q réwno prawdopodobny”
» Pr. geometryczne: ,kazdy punkt w  réwno prawdopodobny’

26/32



Prawdopodobienstwo geometryczne

Dla dowolnego podzbioru A C R”, niech |A| oznacza jego
n-wymiarowg miare (dtugos¢ dla n =1, pole powierzchni dla n = 2,
objetos¢ dla n = 3, itp.)

Przestrzen zdarzen elementarnych Q C R”, przy czym Q] < oo
Zdarzenia A C Q to podzbiory Q

Prawdopodobienstwo zdarzenia A:

P(A) = ;é"

Interpretacja:
» Pr. klasyczne: ,kazdy element Q réwno prawdopodobny”
» Pr. geometryczne: ,kazdy punkt w £ réwno prawdopodobny”

Prawdopodobienstwo geometryczne posiada identyczne wtasnosci jak
prawdopodobienstwo klasyczne np. P()) =0, P(A") =1 — P(A),
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B), itp.
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Prawdopodobienstwo geometryczne: przyktad

Wybieramy losowo punkt z odcinka [—1,1]. Jaka jest szansa, ze punkt
znajdzie si¢ w przedziale [0.1,0.5]7?
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Prawdopodobienstwo geometryczne: przyktad

Wybieramy losowo punkt z odcinka [—1,1]. Jaka jest szansa, ze punkt
znajdzie si¢ w przedziale [0.1,0.5]7?

Odpowiedz:
Q=[-1,1], A=10.1,0.5]

Al 0.4
P(A) = 2t = =2 =02

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze trafimy w punkt zero?

A={0}, P(A)=2=0

-1 0 1
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Prawdopodobienstwo geometryczne: przyktad

Z jednostkowego odcinka [0, 1] losujemy dwa punkty xj i xp. Jaka jest
szansa, ze x; > Xo?
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Prawdopodobienstwo geometryczne: przyktad

Z jednostkowego odcinka [0, 1] losujemy dwa punkty x; i x. Jaka jest
szansa, ze x; > Xo?

Przestrzen zdarzen elementarnych: zbiér par
(XlaX2)

Q = [0,1] x[0,1] = [0,1]?
Interesujace nas zdarzenie:

A = {(x1,%) € Qx> x}

P(A) = Ior = 2% =

28/32



Prawdopodobienstwo geometryczne: przyktad

Ania i Bartek uméwili na randke. Pierwsza z oséb, ktéra przyjdzie czeka
na druga tylko 20 minut. Jaka jest szansa, ze sie spotkaja, zaktadajac,
ze przybeda na spotkanie w losowym czasie miedzy 10:00 a 11:007
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0 20 Ania 60

P(A)

!/
1 opay =1 Al x40 5

_]Q\ =

T 60x60 9
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Prawdopodobienstwo geometryczne: igta Buffona

Igte o dtugosci ¢ rzucono na podtoge z desek o szerokosci a > /. Jaka
jest szansa, ze igta przetnie krawedz deski?
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4 najblizszej krawedzi, x € [0, a/2]
- a — kat (ostry) igty z krawedzia,
S acl0,5
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Prawdopodobienstwo geometryczne: igta Buffona

Igte o dtugosci ¢ rzucono na podtoge z desek o szerokosci a > /. Jaka
jest szansa, ze igta przetnie krawedz deski?

~ Zdarzenie elementarne to para (x, «):
4 x — odlegtos$¢ Srodka igty od
4 najblizszej krawedzi, x € [0, a/2]
- a — kat (ostry) igty z krawedzia,
S acl0,5
_ Q=1[0,2/2] x[0,%], |Q = 2*
Igta przetnie krawedz, jesli x < d = %sin « (zdarzenie A)
3
Al 4.0 (72 20
1 RERRRRE (4) Q ~ a2y YN T
| S —
=1
X A
Jedli £ = 2, P(A) = L. Moze postuzy¢ do
00 o ~ eksperymentalnego wyznaczenia liczby !
2
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Prawdopodobienstwo geometryczne: zadania

Zadanie 6

Na przystanku zatrzymuja sie 3 autobusy, kazdy przyjedzie w losowym
czasie miedzy 0 a 15 minut. Jaka jest szansa, ze bedziemy czekaé na
pierwszy autobus krécej niz 5 minut?
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Prawdopodobienstwo geometryczne: zadania

Zadanie 7

Zdefiniujmy n-wymiarowa kule o promieniu r jako zbidr:

Kn(r):{(xl,...,xn)G]R": \/x12—|-x22+...+x3<r}

Jaka jest szansa, ze losowy wybrany punkt
z K,(1) (kuli o promieniu 1) znajdzie sie w
odlegtosci wiekszej niz z od $rodka?

Wskazéwka: objetos¢ n-wymiarowej kuli o
promieniu r wyraza sie wzorem:

|Kn(r)| = Car",

gdzie C, jest pewna stata zalezng od
wymiaru (G =2, G =m, G = 3w, ...)
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