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Catkowanie funkcji wymiernych

Funkcja wymierna

Funkcja wymierna nazywamy funkgcje:

gdzie L(z) i M (z) to wielomiany.
Wyrézniamy:
m Funkcje wymierng wtasciwa, jezeli stopien L(x) jest mniejszy
niz stopien M(x).
m Funkcje wymierna niewtasciwa, jezeli stopief L(z) jest
wigkszy niz stopief M(z).
Kazda funkcje wymierna niewtasciwa mozna przeksztatci¢ na sume
wielomianu i funkcji wymiernej wtasciwe;.



Catkowanie funkcji wymiernych

Utamek prosty | rodzaju
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Catkujemy przed podstawienie t = x + a.

W(z) =

Utamek prosty Il rodzaju

Pxr+Q
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przy czym A = p? — 4q < 0 (nie mozna roztozyé mianownika na
czynniki).
Pokazemy tylko pare szczegdlnych przypadkéw.

Kazda funkcje wymierng da sie przedstawi¢ w postaci sumy
utamkéw prostych.



Catkowanie funkcji wymiernych

Utamek prosty Il rodzaju
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Podstawienie t = x/,/q, oraz uzycie wzoru:

dt
/m = arctgt + C.

W(x)



Catkowanie funkcji wymiernych

Utamek prosty Il rodzaju
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Podstawienie t = = + %’, i sprowadzamy do poprzedniej postaci



Catkowanie funkcji wymiernych

Utamek prosty Il rodzaju

Podstawienie t = 22 + .



Podziat odcinka

Dzielimy odcinek [a, b] na n czesci:
[%0, z1], [%1, %2], - - - s [Tn—1, Zn];

gdziea=zg <z <...<zH =0

Dtugos¢ k-tego odcinka oznaczamy Axy.

W kazdym przedziale [zj_1,x)] wybieramy tez punkt posredni z}.
Taka procedure podziatu oznaczymy przez P, a 6(P) bedzie
najwieksza z dtugosci przedziatu Az (1 < k < n).

Przyktad (n = 7):

Axq Axo Axsg Axy Azs Azg Azxy = 5(73)



Podziat odcinka

Definicja

Dzielimy odcinek [a, b] na n czesci:
[%0, z1], [%1, %2], - - - s [Tn—1, Zn];

gdziea=zg <z <...<zH =0
Dtugos¢ k-tego odcinka oznaczamy Axy.
W kazdym przedziale [zj_1,x)] wybieramy tez punkt posredni z}.

Taka procedure podziatu oznaczymy przez P, a 6(P) bedzie
najwieksza z dtugosci przedziatu Az (1 < k < n).

Przyktad (n = 7):




Suma catkowa

Definicja

Suma catkowa funkgji f dla podziatu P nazywamy liczbe:

> flap) Ay

k=1
Suma catkowa to przyblizenie pola pod wykresem f na odcinku
[a, B].

Uwaga: pole pod wykresem ujemnej czesci f (tj. tam gdzie
f(z) < 0) liczone jest ze znakiem minus!



Suma catkowa — przyktad
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Catka oznaczona Riemanna

Definicja
Niech f bedzie ograniczona na przedziale [a,b]. Catka oznaczona
Riemanna z funkcji f na przedziale [a, b] nazywamy liczbe:

b n
/a f@)dz = lim, 0; f(at) Ay,

o ile granica po prawej stronie istnieje i nie zalezy od podziatu
odcinka P.

Catka oznaczona Riemanna jest polem pod wykresem f na
odcinku [a, b].

Uwaga: pole pod wykresem ujemnej czesci f (tj. tam gdzie
f(z) < 0) liczone jest ze znakiem minus!



Suma catkowa — przyktad

n

3 f@p)Ay, §(P) =05

k=1




Suma catkowa — przyktad

> f@r)Azy, §(P)=0.25
k=1




Suma catkowa — przyktad

3 f@p)An,  §(P)=0.1

k=1

n
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Suma catkowa — przyktad

> f@r)Azy,  §(P)=0.05
k=1
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Suma catkowa — przyktad




Suma catkowa — przyktad
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Twierdzenie Newtona-Leibniza

Twierdzenie

Jezeli funkgja jest ciggta na przedziale [a, b], to:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

gdzie F' jest funkcja pierwotna f.

Bedziemy czesto uzywaé oznaczenia:
b
F(x)’ — F(b) - F(a).
a



Twierdzenia o catkach oznaczonych

Catkowanie przez czesci

b b
/ f(@) (@)de = - / el
/ fa dm—/ flo

gdzie ¢p(a) = a i ¢(f




Twierdzenia o catkach oznaczonych

Liniowos¢ catki oznaczone;j

bcf(x)dx =c bf(ac)d:v.
J J

b b b
/ (f(z) + g(x)) dz = / f(z)dz + / g(z)dz.
Addytywnos$¢ wzgledem przedziatu catkowania

[ 1= [ s@as+ [ s,

/ab f(z)de = — /ba f(z)dz.




